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mmm  m  \a  question  395  (catalan) 

(voir  I.  XVI,  p   31 2^ 

Par  mm.  Marius  LAQTJIÈRE  et  Georges  FENÉON, 

Élèves  du  lycée  Saint-Louis. 


Je  transporte  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  à 
rextrémiié  A  de  l'ordonnée  y^^.  Les  équations  des  deux 
courbes  seront 

L'aire  comprise   entre  Taxe  des  a:,  une  ordonnée  quel- 
conque, et  la  courbe,  sera  :  pour  la  parabole  cubique 


(■) 


l  m       nx  x'^\ 


et  pour  la  parabole  du  deuxième  ordre 

,    .  /M       Nx 

Or,  les  deux  courbes  passant  par  les  trois  points  A  ,  C  ,  E^ 
l'on  a 


(M 

et 

d'où 

L'expresbion  (2)  devient  alors 

l ni  ^        n  -{-  3  pS 

(3)  ^W^__^^^4.__L_^ 

Faisant  j:  =  2(î,  les  expressions  (i)  et  (^)  des  deux  aires 
deviennent  égales  à 


iS^(^-^^~n§-\-pe^y 


Ainsi  les  aires  des  deux  triangles  curvilignes  terminés 
aux  paraboles  du  deuxième  et  troisième  ordre  el  à  Taxe 
des  X  et  à  rordonnée  j".2  sont  équivalentes. 

Il  on  résulte  évidemment  que  les  surfaces  curvilignes 
BCA,CDEC,  sont  équivalentes. 

'Or  l'on  sait  que  la  surface  d'un  trapèze  parabolique 
compris  entre  deux  ordonnées  yo  ely^  a  pour  expression 

3^  (70-4-72 -f- 47')» 

Yi  étant  l'ordonnée  également  distante  de^^o  et  y.2- 

Elle  donne  donc  exactement  aussi  l'aire  comprise  entre 
les  mêmes  limites  pour  la  parabole  cubique. 

Il  en  résulte,  en  outre,  que  la  formule  de  Thomas  Simp- 
son est  rigoureusement  applicable  à  la  parabole  cubique 
dont  elle  décompose  l'aire  en  trapèzes  qu'elle  évalue  exac- 
tement. 


(  7  ) 


NOTE  SUR  L  EXTRACTION  DE  \A  R\CI1\E  CllRIQlE-, 

Par  m.   forestier, 

Licenciées  Sciences  inalhémali(]ues,  Professeur  à  Sainte-Barbe. 


Lorquc  l'on  veut  obtenir  la  racine  cubique  du  plus 
grand  cube  entier  contenu  dans  un  nombre  donné ,  quel- 
ques traités  d'arithmétique  font  faire  le  cube  de  la  racine 
pour  vérifier  le  dernier  chiffre  de  cette  racine  ^  ce  procédé 
est  très-long  quand  on  veut  obtenir  un  grand  nombre  de 
chiffres  à  la  racine. 


162467 4 9G379409 
I  3  5 


3  7  4.6  7 
3  2,4  6  4 


5  0  o  3  4-9  6 

4  4' 4625 


5  888  7  I  3.7  9 
5352338i6 

5  3  6  3  7  5.6  3 


545 


3.5»=  75.. 
616 

8116.4 
16 


3.5^  =  8748.. 
8125 


882925.5 

25 


3.545' =  891075.. 
(        98136 


89205636.6 
36 


i54 

616 


1625 
5 

8125 


16356 
6 

98136 


3. 5456»  =-89303808 


D'autres  traités  forment  les  diverses  parties  du  cube  qui 
se  trouvent  dans  le  reste*,  ce  moyen,  quoique  plus  expé- 
ditif  que  le  précédent,  est  encore  assez  pénible  parce 
qu'il  faut  former  trois  fois  le  carré  de  la  racine  obtenue 
pour  la  détermiualiau  du  chiffre  suivant. 


(8) 

C'est  cette  partie  des  calculs  que  nous  nous  proposons 
de  sîn]])lif]er,  et  même  de  faire  disparaître  complètement 
sans  rien  changer  aux  aulres  calculs. 

Soit  proposé  d'extraire  la  racine  cubique  du  plus  grand 
cube  entier  contenu  dans  i6246y49^^'j94^9"-' 

(^Voir  les  calculs  ci-contre.  ) 

Après  avoir  obtenu  le  second  chiffre  de  la  racine  4  par 
une  division ,  on  peut  vérifier  ce  chiffre  de  la  manière 
suivante. 

On  forme  trois  fois  la  racine  ce  qui  donne  i5  ,  on  écrit 

4  à  la  suite  ce  (pii  donne  ï54  et  on  multiplie  par  4  le 
produit  6i6  =  3<^^  -f-  /^^  (en  représentant  par  a  le  chiffre 

5  dt^à  obtenu  et  par  b  le  chiffre  à  vérifier) . 

On  écrit  ce  produit  au-dessous  de  ySoo  et  on  fait  la 
somme ,  ce  qui  donne 

8ii6  =  3«^-|-3«^>H-6^ 

En  multipliant  ce  nombre  par  4?  o^^  obtient  82464 
qui  contient  '^a^b  -\-  dab^  -+-  b^,  c'est-à-dire  les  diverses 
parties  du  cube  contenues  dans  le  reste. 

On  voit  dans  notre  exemple  que  4  est  le  chifïre  de  la 
racine. 

Pour  obtenir  le  troisième  chiffre  de  la  racine,  il  faut 
former  3.54^.  Ce  produit  s'obtient  en  écrivant  4^  oti  16 
au-dessous  des  nombres  616  et  81 16,  ce  qui  donne  le  ta- 
bleau suivant  : 

8ii6~     3a'  -T-3ab  -^  b' 
16  =--  b' 


8748:=  3a'  -\~6ah-h  3b' 
Or  trois  ibis  le  carré  de  54  donne 

3  {a -h  by=z  3a'-]-6ah-r-  3b' 


(9) 

On  vt)it  par  là  ([ue  celle  partie  dos  calculs  scî  trouve  ra- 
nieuéc  à  une  addition  de  trois  nombres  déjà  formés. 

En  jetant  les  yeux  sur  le  taLh^au,  on  voit  comment  on 
peut  disposer  les  calculs. 

On  peut  même  les  abréger  en  se  dispensant  d'écrire  deux 
fois  les  nombres  que  Ton  a  à  soustraire  et  effectuer  les 
soustractions  en  même  tejnps  que  Ton  fait  les  produits. 


SECONDE  mmm  m  u  questioîv  396 

(voir  t.  XVI,  1).  428); 

Par  m.   p.   CHALLIOT, 

Élève  du  lycée  de  Versailles  (classe  de  M.  Vannson). 


Par  le  sommet  d'un   triangle  plan  ABC,  mener  une 
droite  telle,  que  les  perpendiculaires  BB',  CC  abaissées 


respeciivemenl  des  sommets  B  (^l  C  sur  celle  droite,  ior- 


(    'o  ) 
ment  deux  triangles  rectancjles  AI3IV,  ACC  équivalents. 
Soit  AX  la  droite  demandée.  Posons 


nous  avons 


:r-{-y  =  A. 

Cherchons  leur  différence. 
On  demande  que 

AG'.CG'  =  AB'.BB'. 

Remplaçant  ces  lignes  par  leurs  valeurs 
6'  CCS  or  sin  jc  =:  c'  ces  y  sin  ^ , 


d'où 


Sin2a: 
sin2/ 


sin  2  J7  —  sin  2  j       c^  —  b' 


sm2a;  —  shi2/ 
et,  d'après  un  théorème  connu 


TP' 


tang(j:— ^)       c'  —  b^ 


tangA 


c^-hh' 


Pour  construire,  écrivons  cette  égalité  sous  la  forme 


tang(>r  — j) 
tan  g  A 


_6» 
c 

c 


Tirez  CD  de  façon  que  l'angle  ACD  =  ABC,  les  triangles 
semblables  ACD,  ACB  donnent 


AD  = =r  — 

AB        c 


Prenez  AD'  =  AD ,  au  point  B  faites  un  angle  droit  sur 
AB,  joignez  D' L ,  par  le  point  D  menez  DK  parallèle  à 


(  ■'   ) 

D'I,, 

joi^iicifi  AK  ^  on  aura 

b' 

lang  BAK  _  RK  _  TÎD 
tangA     ~BL""BD'~ 

c 

b' 

c  -{ 

c 

Donc 

BAK  =  X  —y. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  mener  la  bissectrice  AX  de  Tangle 
13AK,  ce  sera  la  droite  demandée. 

Remarque  I.  Si  le  triangl(î  est  isocèle,  b  =z  c  ^  ou  a 
X  =  y.  La  bissectrice  de  l'angle  du  sommet  répond  évi- 
demment à  la  (juesiioM. 

B.ctnav(jue  II.  Si  l'on  demandait  ([ue  les  triangles,  au 

lieu  d'être  équivalents,  fussent  dans  un  rapport  donné 

m 

—  j  on  arriverait  a 
n 

ang(.r  —  y)       c'  —  b"^    m 
•  tarig  A  c^  -f-  ^*     n 

ce  ([ui  se  construirait  d'une  manière  analogue. 


SECONDE  SOLIJTION  DE  LA  QUESTION  394  (SALMOÎV) 

(voir  t.  XVI,  p.  447); 

Par  m.  Marius  LAQUIÈRE, 

Élève  du  lycée  Saint-Louis  (classe  de  IM.  Faurie). 


La  question  revient  à  prouver  que  le  rapport  anliar- 
monique  de  quatre  cordes  partant  de  l'extrémité  d'un 
même  diamètre  est  égal  à  celui  des  quatre  cordes  supplé- 
mentaires, puisqu  à  tout  système  de  diamètres  conjugués 
correspond  un  système  de  cordes  supplémentaires  paral- 
lèles. 


(  "•  ) 

Ce  thc'orcLae  est  un  cas  particulici  du  l}i<'oièiiie  sui- 
vant: 

Soient  quatre  points  c  ^  Ci^  c^,  c^  d'une  conique ,  et  uti 
cinquième  point  quelconque  m.  Le  rapport  anharmonique 
des  quatre  droites  me ,  mci^nic^  ^  nic^^  est  indépendant 
de  la  position  du  point  m  sur  la  circonférence  de  la  co- 
nique. 

Ce  théorème  est  évident  pour  le  cercle,  je  vais  l'en  dé- 
duire pour  une  conique  quelconque. 

Je  place  la  conique  sur  un  cône  dont  le  sommet  soit  S  : 
soit  O  un  cercle  tracé  sur  ce  cône.  Les  génératrices  Se, 
Scj ,  Scs,  Sc3  ,  Sm,.  .  . ,  déterminent  sur  le  cercle  cinq 
points  c,  c, ,  Os,  C3,  M. 

Quel  que  soit  le  point  w,  le  rapport  anharmonique  des 
quatre  plans  mcS,  wCiS, .  .  . ,  est  égal  à  celui  des  quatre 
droites  me,  mc^ , . . . ,  ainsi  qu'à  celui  des  quatre  droites  MC, 
MCj ,  ....  Le  rapport  des  quatre  cordes  concourantes  de 
la  conique  est  donc  égal  à  celui  des  quatre  cordes  concou- 
rantes du  cercle,  et  comme  ce  dernier  est  indépendant  de 
la  position  du  point  M,  le  précédent  est  aussi  indépen- 
dant de  la  position  du  point  m  sur  la  circonférence  de  la 
conique. 


SOLl]TIO!\  DES  QIJESTIONS  DE  L'ALGÈBRE  BERTRAIXD 

(i«  édition,  chapitre  XVIII); 

Par  m.  Emile  MATHIEU, 
Professeur. 


L  Trouver  la  dérivée  de 

logarcsinx,      logarr  ros  jr,      log  arctang x. 


(  .3  ) 
Pour  les  deux  piciuières  quautitrs,  on  a 

I 
it  yi— -X*  arc  sin  x 
pour  la  troisième,  on  a 


(i  -h  x')  arc  lan^  x 


II.  Trouver  ladéiivée  de  arcsia2a:v^i — x*  et  dire 
pour  quelle  raison  cctU;  dérivée  est  double  de  celle  de 
arc  sin  a:. 


Écrivons  d'aboi d  cette  expression  arc  sin  sj^x^ —  4  x^^ 
sa  dérivée  est 

I  2  JC  —  4  or'  2 


yi — '•4  a:' -4- 4 -^^  y^^  —  -^^  V^i  —  -^^ 

Cette  dérivée  est  double  de  celle  de  arc  sin  x^  parce 

que  nrc  sin  ix  sj i  —  x^  est  double  de  arc  sin  ar.  Posons 
en  efIeL 

j:  =  sinj     ou     j  =  arc  sin  x  (*  ) , 

et  nous  aurons 


arc  sin  1  x\J  i  —  ^'=  arc  sin  (2  sin  y  cos  y)=.'i.  y. 

Cl  '  I     X 

m.  Trouver  la  dérivée  de  arc  tane '-  et  dire  pour 

^  I  —  ax  ^ 

quelle  raison  cette  dérivée   est   la  même  que  celle  de 
arc  tangor. 

La  dérivée  de  arc  taner est 

*^  I  —  ax 

I                     1  —  ax  -^  { (i  -{-  x]  a  I 

X : ^^-t; ou 


a  -\-  xy  { I  —  axf  1  -f-  ^* 

I  -f-  ' 


I  —  ax 
elle  est   la   même  que  celle  de  arc   tang  x ,  parce  que 

(*)  Les  Anglais  écrivent  arc  sinx  tzi:  sin~'x.  Celle  nolalion  proseiito  des 
avantages  dans  le  calcul  fonctionnel.  Im. 


(  "4  ) 

arc  lang  ne  difFèic  de  an    tarie;  x  que  d'une  cou- 


a  -\~x 
I  —  ax 
s  tante.  Posons  en  effet 


a  =  tang  a ,     .r  ==  tang  j, 

et  nous  aurons 

arc  lang  ^  =  j  (*), 

arc  tang =  arc  tang  [tang (a  -f-  f)\=  y  -j-  a. 

IV.  Trouver  la  dérivée  de  arc  tanîr ; '■ —  • 

I  —  au  —  ax  —  ox 

Dire  pourquoi  elle  est  la  même  que  la  précédente.  On  a 

a  -\-  b 


b  -h  X  —  abx  1  —  ab 


X 


I  —  ab  —  <7.r  —  bx  a  -{-  b 

I  —  ab 

L'expression  dont  on  cherche  la  dérivée  es!  don<;  celle 
de  la  précédente,  dans  laquelle  on  a  changé  «  en -- 

Donc  la  dérivée  doit  être  encore 

I  -h  .r' 

V.  Trouver  les  bases  dans  lesquelles  un  nombre  peut 
être  égal  à  son  logarithme,  en  employant  l'un  d(^s  procé- 
dés suivants  : 

1°.  On  étudiera  la  fonction  x  — log:i:,  et  Ton  cher- 
chera la  condition  pour  qu'elle  puisse  devenir  nulle. 

2*^.  On  étudiera  la  fonction ?  et  l'on  cherchera  la 

log  X 

condition  pour  qu'elle  puisse  devenir  égale  à  l'unité. 

3°.  On  étudiera  la  fonction  ax —  x,  et  l'on  cherchera 

la  condition  pour  qu'elle  puisse  devenir  égale  à  zéro. 

a^ 
4°.   On  étudieia  la  fonction  — ?   et  l'on  cherchera   la 

X 

condition  pour  qu'elle  puisse  devenir  égale  à  luniié. 


(*)  arc  taT»g.r  r=:  lanff   '  jr.  Tu. 


(  .5  ) 
Étudions  d'abord  la  fonction  y=  x  —  \o'^x.  La  déri- 
vée est 

loge 


y=:i 


X 


Supposons  d'abord  la  basea>>i.  Depuis  ar  =  o  jusqno 
j:  =  Ioge,  y  est  négatif,  cl  depuis  x  =  loge  Juscjih; 
X  =  oo  ,  j''  est  posilif. 

Ainsi  y  décroît  lorsque  x  varie  de  o  à  loge,  et  croît 
lorsque  x  varie  de  log  e  à  co  ,  et  la  marche  de  la  fonction 
sera  indiquée  par  le  tableau  suivant  : 

j;=:o,  j=oo, 

x  =  log<?,  j  =  logc  —  log  (log  <?)  minimum  , 

X=:00  ,  y  =Q0  . 

Pour  que  la  fonction  y  puisse  devenir  nulle,  il  faut 
donc  que  l'on  ait 

log^  — log(loge)<o 
ou 

^<log^, 
ce  qui  devient  successivement 

e 
I 

Si  on  suppose ,  en  second  lieu ,  la  base  a  <^  i,  log  e  est 
négatif,  il  n'y  a  plus  de  minimum  et  j^  croît  d'une  manière 
continue  depuis  — oo  jusque  -4- co  ,  donc  y  passe  unr 
fois  pai-  o,  donc  la  condition  cherchée  est  bien 


(   '6  ) 
'j^.   Etudions  la  fonction 


X 

r 

,       logo:- 

-  'og  e 

Nous  aurons 

et  y  s'annule  pour  x  =  e. 
Supposons  d'abord  a  ^  i . 

Pour  on  aura 

X  =  i  — h  y         y  =  une  quantité  négative  très  grande, 

x  =  i,  j=it:co, 

X  =  1  -i-  h,         y  =  une  quantité  positive  très-grande , 

x=:e,  y==-. minimum, 

loge 

x=  00  ,  y  =  co  . 

X 

Pour  que  la  fonction  | — —  puisse  être  égale  àl'unilé,  il  fau- 


dra donc  que  Ton  ait 


I 


; <r  1      ou       a  <^c  . 

loge 

Si  a  est  <^  I ,  on  aura 

r  =  o ,  r  —  o , 

X  =rr  I  —  /( ,  J  =  une  quantité  positive  très- grande , 

.r  =  I ,  y  =  ±cc, 

X  =  I  -{-  /^ ,  y  =  une  quantité  négative  très-grande , 

e  .  ,  .  ,      ,      .     , 

a;  =  <?,  JK  =  maxnnum  (quantité  négative}, 

^  =  00,  y  z=.  —  oo  . 

La  fonction  ; passera  une  fois  par  la  valeur  i .  et  c'est 

logx  ^  ^ 

entre  a:  =  o  et  ar  ==  i . 


(  '7  ) 
3"*.    iMiidions  la  fniu  lion 

y  ■=-=  n'^  —  .T. 

Nous  allions 

y'  =z  a^  lu  —  I  , 

Supposons  a^  i,  y'  ^^^''^  négatif,  lorsque  x   variera  de 
—  00  h  x^=  log  (  }-  )  '  et  sera  positif,   lorsque  x  variera 
(le  cette  valeur  à  .r  =  oo  .  Donc  lorsque  x  varie  de  —  oo 
à  log  (  —  )  '  ^^  fonction  y  est  décroissante,  et  elle  est  dé- 
croissante depuis  X  =  log  1  —  ]  jusque  :r  =  oo  ,   et  on  a 

X=—  GO  ,  J  =  -hcO  , 

X  =  log  (  T-  )  '  y  ^^  log  ^  —  log  (  log  e)  minimum  , 

X  =:  00  ,  J  =00  . 

Pour  que  y  s'annule,  il  faudra  que  l'on  ait 

log^  —  log  (log  ^)  <o, 


ou 

I 


Si  a  est  <^  i  ^j'  est  constamment  négatif,  et  la  fonction  y 
décroîtra  constamment  de -h  00  à  — oo  ,  lorsque  x  variera 
de  —  00   à  H-  00  ,  donc  y  s'annulera  une  fois. 
4°.   Etudions  la  fonction 

Nous  a  urons 

,       xa'  la  —  a'' 

y= ■ 


X' 


Supposons  «5^  I,  on  voit  facilement  que  y    est  négatif 
lorsque  x  varie  de  —  oo  à  — ?  et  qu'il  est  positif  lorsque  x 

va?  le  de  —  a  oo  . 
la 

Ann.  rfft-^/a/AÉ-'^iflf.,  t.  XVII.  (Janvier  i858.)  a 


(  '8) 
La  roiiclion   y  dccioiL  de  o  à   — oc  ,   loisijiuî  x  varie 


I 

Ml 


Jt»  —  00  à  o  ^  ^  décroil  encore  de  -}-  oo   à  ci"  A/,  lorsque  a: 

I 

varie  de  o  à  —■,  et  y  croît  de  a  ^'  /«  à  +  co  ,  lorscjuex  Vii- 


ne  de  —  a  H-  00  . 
la 


I 

Ta 


Si  y   passe   par   l'uiiilé,   a  ^ /a  étant  un    minimum , 

on  aura 

I 

ou 

Si  a  est  <C  I ,  on  voit  facilement  que  j^  vaiie  de  —  oo 
I 
à  a^^  la^  lorsque  x  varie  de  o  à  —  ;  il  est  maximum  pour 

X  =^  —1  et  décroît  de  a  "  /a  à  —  oo  ,  lorsque  x  varie  de  — 
la  '  ^  In 

à  o.  Enfin  y  décroît  de  oo  à  o ,  lorsque  x  varie  de  o  à  oo  , 

Et  on  voit  que  j  passera  une  fois  par  l'unité. 

VI.   Examiner  si  Téqualion 


nr 


peut  admettre  d'autre  solution  que  x  =  ni. 

On  met  facilement  cette  équation  sous  la  forme 

log  X       log  m 


X  m 


On  répondra  donc  à  la  question  en  étudiant  la  fonc- 

lotr  x 
tion  — ^ — ,   et   cherchant  si  cette  fonction  peut  prendre 


deux  fois  la  même  valeur  pour  des  valeurs  différentes  m 
et  X  de  la  variable. 


(  >9  ) 
La  dérivée  de  y  =  — ^—  est  >    ==  — ^  (*). 

IN'ous  supposerons,  par  exemple,  que;  les  lo^arillinies 
soient  les  logaritlimes  vulgaires^  alors  y'  sera  positif, 
lorsque  x  variera  de  o  à  e,  il  sera  nul  pour  x  =  e,  et  il  sera 
négatll   lorsque  .r  variera  de  r  à  oo  . 

Ainsi  j  décroît  lorsque  x  varie  de  o  à  e,  il  est  maxi- 
mum pour  .r  =  e,  et  il  décroît  lorsque  x  varie  de  e  à  od  , 
et  nous  aurons 

j:=  o,  j  — —  00  , 

x  =  i,  r  =  o, 

log  e 
jr  ==  c,         y  =  — - —  maximum  , 

(' 

.r  r=  00  ,  jr  =  o. 

loj/  X 
Ainsi prend  deux  fois  la  même  valeur,  lorsque  x 

varie  de  e  à  oo  ,  et  l'équation 

X'"  =  m' 

^      admettra  deux  solutions,  lorsque  m  sera  plus  grand  que  i  5 
si  m  est  <[^  i ,  il  n'y  aura  que  la  solution  x  =  m. 

La  suite  prochainement. 


SOLUTION  DE  LA  OIESTION  377 

(voir  t.   XVl  ,  p    407)  ; 

Par  m.   Richard  P.   OXAMENDI. 


Soient  AAi,  BB^,  CCi,  les  trois  perpendiculaires  abais- 


n  —  =  «'  • 

d'où  l'équation  paradoxale 

i-^^o.  tsr. 

2. 


(  .o) 
ses  des  sommets  d'un  uianglti  ABC  lespecLivemcnt  sur 
les  côtés  opposés  ;  considérons  le  triangle  Aj  lîj  Cj  ;  soient 
Aa  le  point  où  Bj  Ci  coupe  AA,^  B.  le  point  où  Ai  Ci 
coupe  BBi  ^  C2  le  point  où  Ai  B,  coupe  CCi  -,  considérons 
le  triangle  AaBaCs^  soient  A3  l'inlersection  de  Bs  C2  avec 
AAi  -,  B3  l'intersection  de  A2  C2  avec  BB,,  et  C3  l'intcrscc- 
lion  de  A,  Bj  avec  CCj,  et  ainsi  de  suite. 

a  — o,       p  =  o,      7  —  0, 

élanl  les  équations  des  côtés  BC ,  AC,  AB  du  triangle, 
l'é(piation  de  A„  B„  sera 

a  cos  A  -}-  p  cos  B  —  m„  7  ces  C  =  o , 
ou 

w„_,  -h  2  m,,-;  -4-2  w,  -h  2 

d'où 

///,  =  I, 

l'équation  de  AooBoo  est  donc 

a  cos  A  H-  p  cos  B  —  27  cos  C  =  o  ; 

de  même  pour  les  côtés  B„C„,  A„C„. 
^        ^       1°.  La  droite  AAi  bissecte  l'angle  B„  A„C„;  de  même 
les  droites  BBi ,  CCi . 

2®.  Toutes  les  droites  A„Bn  passent  par  le  même 
point;  de  même  les  droites  A„C,i,B„C„ ,  et  ces  trois  points 
sont  une  même  droite  [*). 

{E.  Harrison,  Bach.  Arts,  Trinity  collège  Cambridge.) 

L'équation  de  AAi  est 

(ij  pcosB  —  7C0SCr=0, 

(*)  Voir  la  figure  t.  XVI,  p.  /,o8 


(  î>  ) 

])uis(|uc  le  lapporl  des  perpendiculaires  abaissées  d'un 
poinl  de  AA,  sur  AH  et  AC  esl  égal  à  eelui  des  sinus  des 
aui^les  HAA,  et  HiAC;  or  ces  angles  sont  eompléni(;n- 
laires  d(î  H  et  C.  On  peut  remplacer  le  rapport  de  sinus 
par  les  rapports  des  cosinus  des  angles  B  et  C. 

On  peut  écrire  de  suite  les  équations  des  deux  autres 
liauteuis , 

(2)  BHi ,     a  cos  A  —  7C0sC  =  o, 

(3)  ce,,     p  cos  B — a  cos  A  =  o. 

Leur  somme  est  nulle,  ce  qui  donne  un  théorème 
connu. 

Formons  à  présent  l'équation  de  Aj  Bi  5  cette  droite 
passe  par  les  points  Aj  intersection  de  (AA,,  BC)  et  Bj 
intersection  de  (AC,  BBi),  son  équation  sera  de  la  forme 

(4)  r a  4-5^4-^7  =0. 

Soient  a'jS'y',  a" ^" y"  les  perpendiculaires  abaissées 
des  points  Aj ,  Bi  sur  les  droites  a  =  o  j  y=o,  |3  =  o, 
on  aura  les  deux  équations  entre  ces  coordonnées , 

r  a!  -^  s^'  -^  t^'  =z  o  y 

Si  l'on  cherche  les  valeurs  des  rapports  ->  -?  et  qu'on 

substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  (4),  on  arrive  à 
cette  équation 

(5)  a([i'7"-[î"7')-hP(a'7"-a"7')  +  7(a'P'^-«''7')  =  o. 

Cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme  d'un  déter- 
minant 


(6) 


a 


=  0. 


(  "  ) 

Cherchons  maintenant  les  valeurs  de  a\  |S',  y',  c/J\  ^'\ 
y'\  pour  les  substituer  dans  cette  c'(|uation  et  obtenir  l'é- 
quation de  Al  ,  Bj.  On  a 

,         .  (6'  CCS  B  —  7'  cos  C  =  G , 

Pour  le  point  A,  ' 

(   a'  --■=  o. 
7"  cos  C  —  a"  cos  A  =  o  , 


Pour  le  point  B, 

'  P"  =  o. 

S'  a'  ,  , 

Si   Ton  substitue  les  rapports    —.  et      —   dans   l'équa- 

7  7 

lion  (5) ,  on  aura 

a"(-i-  P'-7")  4-  (3  (H-  «"7')  -4-  7  (-  a"  fi')  =  O, 


mais 


,cosC         ,,        ,,  cosC 
P  =  7  — -B  '      «   "  7 


cos  B  cos  A 

on  a,  en  substituant, 

cosC\  /   ,    „cosC\      /         ,    „cosCcosC^ 


a  I  7  7     — 
*  cos  B  /   '   ''  \  '   '    cos  A  y  '  \       '   '    cos  B  cos  A 

divisant  par  y'  y"  cos  C,  nous  aurons 

a  p  cos  C 


cos  B       cos  A       cos  B  cos  A 


o  ; 


chassant  les  dénominateurs  nous  avons,  pour  Téquation 
de  Al  Bi  , 

a  cos  A  -f-  p  cos  B  —  7  cos  C  =  o. 

Les  formules  étant  symétriques,  nous  pouvons  écriie 
sans  calcul  les  équations  des  droites  Bi  Ci  et  Ai  C,  ;  ces 
éijuations  sont  : 

a  cos  A  -r  7  cos  C  —  ^  cos  B  =  o  <,       (A,  C,  ) 
p  cos  B  -\-  7  cos  C  —  a  cos  A  =  o.      (B,  C,) 

Si  nous  voulons  trouver  Téqualion  A,,  Bj^nous  suh- 


(  ^3  ) 

slilueioiis    la    valeui'   de    <x ,   [3 ,   y,    c|iii  (;o»r<'Spoiid    aux 
j)oiiils  Ai  et  H;  dans  réqualloii  (i^)^  or   Ton  a 

,         .       .     (  fi' cos  B  —  7'cosC=:o,      (AA,) 
Vouv  le  |)()mt  A,      '  '  ^      \        j 

I  p'cosB  -f-7'cosC  —  a'cos  A  =  o.       (B.C.) 

„         ,  .       „    I  7"(OsC  — a"cosA=:  o,      (BB,) 

Pour  le  pouil  Bj  ^ 

(  a"  cos  A  -f-  7''  cos  C  —  fi"  cos  B  =  o ,      (  A ,  C.) 

rr-  111  1  1  p       «       a         B 

lira  lit   de   la    les    valeurs   des    rapports    ^)    ~î  —  j    ^, , 

7       7      7       7 
et  substituant  dans  (5), on  trouve  pour  l'équation  de  A2  Bg 

a  cos  A-\-  ^  cos  B  —  37  cos  G  =  o .      (  A,  B^  ) 

de  même  les  équations  B2  C2  et  A,  C2 , 

p  cos  B  +  7  cos  C  —  3  a  cos  A  =1  o ,      (  B,  C2) 
a  cos  A -h  7  cos  C» — 3(icosB=:o.      (Aj  Cj) 

Cherclions  la  loi  des  coefficients. 

Soit  m^=z  3,  c'est  le  coefficient  (ju'on  vient  de  trou- 
ver: clierchons  l'éqUfition  de  A3  B3 ,  nous  trouverons  par 
le  même  procédé,  en  remplaçant  3  par  ma,  l'équation 
suivante  : 

m^  -\-  2 
-f-  a  cos  A  -4-  S  cos  B 7  cos  C  =:r  o , 

de  même  pour  les  autres  lignes-,  ainsi 

w,  H-  2  m^  -H  2 


ni,  //?, 


Or,  l'opération  se  faisant  toujours  de  la  même  manière, 
on  aura 


Wr 


(  =«4  ) 


On  aura  la  suite 


m, 

— 

'  t 

/w, 

= 

3, 
5 

rrii 

= 

3' 

1 1 


m. 


"-5 

3 

Si  on  multiplie  ces  fractions  par  ^î  on  aura  les  fractions 

suivantes  : 

3    9    i5    33 
3    3     g     i5 

On  peut  remarquer  que   tous  les  numérateurs   sont  de 
la  forme 


ainsi  ou  pour 


ffii 


33  _  32  -4- I  _  2*  4-  I 


I  2'  —  I 


et  en  général  pour  l'indice  2p,  on  aura 

2^/'+'   H-   1 


m 


ip  — 


i^P—  I 


et  pour 


m 


m 


ip- 


îp-f-2   __  2^^+-—  I 


m 


^p 


2'/"+-'  +  I 


Si  on  fait  ;3  =  oo   on  aura 


2V- 


et 


ainsi 


I  -h 


fri. 


2V-»-' 


a  cos  A  H-  p  cos  B  —  7  COS  C  =:::  o.  (A^  K^  ) 


(  -5  ) 
Celle  ligne  passe  pai   le  puiiil  des  rciiconlres  de  irois 
hauleurs^  ear   si  on  reiranche  son  écjuation  de  eelle  di; 
A  A, ,  il  vienl 

a  cos  A  —  7  cos  C  =  o ,       équation  de  BB,, 

de  même  pour  les  droites  AooCoc  ?  Bx)Coo  • 

Les  équations  A„  B„   et  A„C„   sont  les  suivantes  : 

a  COS  A  H-  p  cos  B  —  w„  7  cos  C  =:  o ,      ( A„  B„ ) 
a  cos  A  -h  7  cos  C  —  /w„  fi  cos  B  =  o ,      (A„  C„) 

et  la  soustraction  donne 

B  cos  p  —  7  cos  C  =  o ,      (AA|) 
p  cos  B  -h  7  cos  C  —  rnn-i  a  cos  A  =:  o ,      (B„_,  €„_,) . 

On  voit  que  le  rapport  anharmonique  de  ces  quatre 
droites  A,.  B„ ,  A„  C„ ,  B„_i  C„_i ,  AAi  est  égal  à  —  i  ;  donc 
elles  forment  un  faisceau  harmonique  ^  ainsi  le  faisceau 
AjB,  Al  Cl ,  Al  A,  AiBi  est  harmonique,  mais  l'angle 
AAi  B  est  droit,  donc  AAj  est  la  bissectrice  de  l'angle 
CiAiBij  cette  propriété  n'a  lieu  que  pour  ce  seul 
faisceau,  comme  l'a  très-bien  remarqué  M.  de  Jon- 
quières  (t.  XVI,  p.  409). 


ÉCOLE  IMPÉRIALE  POLYTECHNIQIE. 

Coiicoars  d'âdmissioa  en  1857. 

(Voir  t.  XVI,  p.  112  ' 


COMPOSITIONS    ÉCRITES    (pARIs), 

Ma  thé  m  a  tiq  ues . 
Trouver  le  nombre  des  racines  réelles  qu'admet  Téqua- 


(  --6  ) 

lion 

j:  ir=  A  sin  X  -\-  B 

pour  chaqu(3  système  de  valeurs  des  coefficients  A  et  B,  et 
effectuci"  la  séparation  de  toutes  ces  racines. 
Application  à  l'équation 

X  =  3  , 1  /j  2  sin  X  -{-  1,57 

{^joir  t.  XVI,  p.  376). 

Physicjiw. 

Exposer  les  lois  d'équilibre  des  ga/  mélangés  et  du  mé- 
lange des  gaz  et  des  liquides^  décrire  les  expériences  à 
l'aide  desquelles  ces  lois  ont  été  démontrées. 

Exemple.  Un.  mélange  de  20  volumes  d'oxygène,  79  vo- 
lumes d'azote  et  i  volume  d'acide  carbonique  est  super- 
posé à  3  litres  d'eau;  déterminer  quel  volume  de  chaque 
gaz  (ramené  à  la  pression  normale)  sera  absorbé. 

Coefficients  d'absorption  : 

Pour  l'oxygène  0,00  ; 

Pour  l'azote  0,02  ; 

Pour  l'acide  carbonique  i  ,00. 

i".  Lorsque  le  mélange  gazeux  occupe  un  espace  illi- 
mité sous  la  pression  normale  ; 

2°.  Lorsqu'un  ballon  inextensible  de  8  litres  de  capa- 
cité contient  les  3  litres  d'eau  et  les  5  litres  du  mélange 
gazeux  dont  la  pression  primitive  est  de  6  atmosphères. 


Chà 


Il  mie. 


Énoncer  les  lois  qui  président  aux  combinaisons  des  gaz 
entre  eux,  et  les  démontrer  par  des  exemples  choisis  parmi 
les  principaux  métalloïdes  gazeux. 

Gèomélrie  descriptive. 
Deux  cylindres  A  et  H  sont  donnés,  on  prend  l'inter- 


(  ^7  ) 
siH  lion  tic  ((S  deux  (yHiidres  pour  diriger  la  génératrice 
(['1111  troisicuu'  (yliiHlicd,  cl  l'on  veui  trouver  l'inter- 
section (le  ce  dciiiici   cylindre  \):\i  un  plan  P  ainsi  que  la 
tangente  (  fi  un  point  de  cette  intersection. 

Les  données  devront  ètrcî  prises  comme  il  suit  : 

]jC  plan  P.  11  est  perpendiculaire  h  la  ligne  de  terre, 
et  il  doit  couper  celte  ligne  vers  le  milieu  de  la  largeur 
du  papier. 

Cylindre  A.  Il  est  droit  et  à  base  circulaire  :  le  rayon 
est  35  milliniètres,  Taxe  cdc'  cV  est  situé  dans  le  plan 
horizontal  ;  il  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre  et  à  35  mil- 
limètres de  cette  ligne.  On  ne  devra  considérer  que  la 
portion  de  ce  cylindre  placée  au-dessus  du  plan  horizontal. 

Cylindre  B.  Il  est  oblique  et  à  base  circulaire  :  la  base 
Bi  est  dans  le  plan  horizontal ,  le  centre  de  cette  base  est 
placé  à  gauche  et  à  85  millimètres  du  plan  P,  l'axe  ah^ 
a' h'  est  parallèle  au  plan  vertical,  à  35  millimètres  de  ce 
plan  et  incliné  de  3o  degrés  vers  la  droite  du  plan  hori- 
zontal. I.e  rayon  de  la  base  est  de  9-5  millimètres. 

Cylindre  C.  La  génératrice  G  doit  s'appuyer  sur  l'in- 
tersection des  cylindres  A  et  B;  elle  doit  rester  parallèle 
au  plan  vertical  et  inclinée  de  65  degrés  vers  la  droite  du 
plan  horizontal. 

Pour  résoudre  la  question,  il  faudra  construire  en  vraie 
grandeur  A  ,  par  rabattement  sur  l'un  des  plans  de  projec- 
tion, l'horizontal ,  la  courbe  d'intersection  du  plan  et  du 
cylindre,  et  indiquer  sur  le  plan  rabattu  la  position  de  la 
tangente. 

Mécanique, 

Une  poulie  reposant  par  ses  tourillons  sur  les  coussi- 
nets de  la  chape  ,  déterminer  la  relation  entre  le  puissance 
et  la  résistance,  agissant  dans  des  directions  non  paral- 
lèles ^  en  tenant  compte  du  Aollement. 


il 


(  ^-8  ) 
Cas  où  la  puissance  cL  la  lésislaiicc  suiil  veilicales  el 
où  l'on  denl  compte  du  poids  de  la  poulie  :  déterniiner  la 
perte  du  travail  pour  élever  uu  poids  de  200  kilogrammes 
à  une  hauteur  de  qS  mètres,  en  supposant  le  rayon  de 
la  poulie  augmenté  de  celui  de  la  corde  égal  à  o'",i20, 
celui  des  tourillons  égal  à  o'",oio,  le  poids  de  la  poulie 
égal  à  5  kilogrammes  ;  le  rapport  du  frottement  à  la  pres- 
sion égal  à  0,5. 

Calcul  trigonométrique . 

Résoudre  un  triangle  sphérique  avec  les  données  sui- 
vantes : 

Côté  ât  =::  20  .  35  .  22  , -J  , 

C^té  ù  =  60 .  49  •  35 , 3 , 
Angle  AC  =  22 . 4o .  1 5 , 5 . 

On  déterminera  Terreur  de  l'angle  B  en  supposant  que 
les  données  soient  en  erreur  d'un  dixième  de  seconde. 

Composition  française. 
Christophe  Colomb. 

Thème  allemand. 
Eloge  de  Leibniiz. 
Dessin  d'imitation. 


(   -9  ) 


uou:  niPÉiUAiE  spéciale  militaire  de  saii\t-(:yu  (isn). 


COMPOSITION    ÉCRITE. 

Ma  thémat  iq  u  es . 

C,onn,iissant  dans  un  triangle  ABC  les  irois  (6lés,  cal- 
(  ultM  hîs  ancfles  ainsi  que  la  surface 

a=  84967 '",64, 
b  =  99457'", 52, 
c  =  109843'", 46. 

Co  nip  osilïo  n  Jra  n  cuise . 
Los  défenseurs  de  la  civilisation  en  Orient. 

Thème  allemand. 
\  erius  des  Romains. 


ÉCOLE  IMPERIALE  FORESTIÈRE. 


TEXTE    DES    COMPOSITIONS. 

Histoire  naturelle. 

Zoologie.  —  Muscles,  structure  et  mode  d'insertion. 

Botanique. —  Germination^  circonstances  nécessaires, 
leur  mode  d'action. 

Géologie.  —  Terrain  houiller;  position  ,  composition, 
oricçine. 


(  3o  ) 

Malhénintiqiies. 

V^  question  [arithmétique).  —  Exposer  le  système  des 
nouvelles  mesures. 

Il''  question  [algèbre).  —  Exposer  la  théorie  des  loga- 
rithmes. 

IIP  question  [géométrie).  —  Notions  sur  l'arpenlage^ 
de  l'équcrre  (rarpenteur,  sa  vérifîeatiou  et  son  emploi. 
Comment  calcule- t-on  la  surface  d'un  terrain  limité  dans 
une  de  ses  parties  par  une  ligne  courbe. 

Trigo  nom  et  rie . 

Former  un  résumé  des  formules  calculables  par  lo- 
garithmes, servant  aux  différents  cas  de  la  résolution  des 

triangles. 

Cosmographie. 

Des  projections  orthoi^raphiques  et  stéréogiaphiques. 
Système  de  développement  en  usage  dans  la  construction 
de  la  carte  de  France. 

Physique. 

Aiguille  aimantée,  déclinaison  et  inclinaison^  bous- 
sole. 

Chimie. 

Oxyde  de  carbone,  caractères^  cas  dans  lequel  il  se 
produit. 

Fermentation  alcoolique. 

Mécanique. 

Notions  sur  le  travail  mécanique  ;  manière  de  le  me- 
surer et  de  le  calculer  dans  les  machines. 
Dessin  linéaire  ,  lavis. 
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QIESTIO^S. 


il 3.  Soient  F  et  D  le  foyer  et  la  dir<3ctrice  corr(;spon- 
cîante  d'une  coniqne^  A,  ,  Aj  deux  points  fixes  sur  la  co- 
nique et  INI  lui  ])oint  variable  aussi  sur  la  eojiiqiuî;  les 
droites  IMAj  ,  MAj  lencontient  respec  tivement  la  direc- 
trice aux  points  Pet  Q^  la  dislance  PQ  est  vue  du  foyer 
F  sous  un  angle  constant,  quelle  que  soit  la  position  de 
M  sur  la  conique.  .        (Faure.) 

il 4.  Quel  est  l'aspect  du  monde  pour  un  spectateu»' 
placé  sur  la  lune  supposée  san::  atmosphère-  par  quels 
moyens  ce  spectaleur  peut-il  reconnaître  que  la  lune 
tourne  autour  de  la  terre  et  pas  la  terre  autour  de  la 
lune  P 

415.  On  suppose  que  dans  les  deux  triangles  ABC, 
abc  les  angles  A  et  a  sont  égaux  5  de  plus ,  les  côtés  BC , 
bc  opposés  à  ces  angles  sont  entre  eux  dans  le  rapport  des 
périmètres  des  triangles.  Démontrer  que  ces  triangles 
sont  semblables.  (Examen  d'admission  à  l'Ecole  Navale.  ) 

416.  Démontrer  que  le  produit  de  six  nombres  entiers 
consécutifs  ne  peut  pas  être  un  carré  d'un  nombre  com- 
mensurable. 

417.  A  quelles  conditions  doivent  satisfaire  les  côtés 
et  les  angles  d'un  parallélogramme  pour  qu'il  soit  pos- 
sible d'inscrire  un  carré  dans  ce  parallélogramme. 

418.  Deux  figures  étant  en  perspective,  si  leurs  plans 
tournent  autour  de  leur  commune  intersection,  il  faut 
pour  que  ces  figures  restent  en  perspective  que  Foeil 
change  de  position  ^  les  perpendiculaires  abaissées  du 
point  de  l'œil  sur  ces  plans  restent  dans  un  rapport  con- 
stant. (Lafitte.) 
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419.  La  surface  d'un  iriaiiglcî  dont  les  cotes  sont  don- 
nés en  nombres  cnliers  ne  saurait  être  rationnelle  si  les 
cotés  étant  débarrassés  du  facteur  commun  i^  la  somme 
des  quotients  est  impaire. 

(Berton  ,  employé  au  Ministère  de  la  Marine.  ) 

420.  Dans  le  quadrilatère  ABCD  on  donne  :  i"  les  co- 
tés AB,  AD  et  la  diagonale  AC;  i"^  les  angles  BAC,  CAD^ 
on  fait  passer  une  circonférence  par  les  trois  ])oints  B, 
C,  D^  soit  O  le  centre.  Calculer  :  i"  la  grandeur  du 
rayon;  2°  rexcenlricilé  AO  ;  3"  l'angle  AOB. 

Données  : 

AC=  166255, 

AB  =  1 63 100, 

AD  =  147750, 
CAD=  ii4'^2'  12", 
BAB=    27°  5' 17". 

(Kepler,  Astronomia  Nos-'a.) 

421.  Le  nombre  de  solutions  positives  entières  de  l'é- 
quation 

ax  -\-  by  =  n , 

où  «,  ^,   fi   sont  des  nombres  positif  entiers,  est  le  plus 

11  •  '     :\  ^  Ji  ^ 

çrrand  nombre  entier  compris  dans  —7  ou  dans  — r  4-  i . 
^  ^  ao  ab 

(Hermite.) 

422.  Construire  et  discuter  la  courbe  donnée  par  l'é- 
quation 

/.r^  -4-  bx  -\-  c  =  O. 

423.  On  a  mesuré  les  trois  côtés  a,  h,  c  d'un  triangle 
rectiligne  ABC  ;,  a ,  (3  ,  y  sont  les  erreurs  absolues  respec- 
tives qu'on  peut  commettre  sur  la  mesure  des  trois  côtés 
«,  ^,  c.  Evaluer  Finfluence  de  ces  erreurs  sur  les  angles 
A,  B,C. 


(  y^  ) 

i!2i.    Moiiu:  (jiu'slioii  poiii   le  li  iaiii^lt;  S|)licri(|tjr. 

(Caillkt.  ) 

i'25.  I.Oi;rand  aie  d'une  ellipse  élaiit  dans  une  position 
verticale,  toute  droite  homogène  pesante,  pas»>ant  par  le 
foyer  et  s'appuyant  par  ses  deux  extrémités  sur  l'ellipse, 
(\st  en  équilibre.  (Holditsch.) 

42().  On  donne  dans  le  même  plan  un  triangle  AI3C 
et  une  droite  D^  on  prend  sur  cette  droite  des  longueurs 
MN  telles  >  que  chacune  soit  vue  du  point  A  sous  un  angle 
droit  ;  les  droites  AM  ,  AIN  coupent  BC  en  deux  points  m, 
n  ;  le  lieu  de  l'intersection  des  droites  Mm,  IN  n  ou  M// , 
Nw  est  une  conique.  (Faure.) 


SIR  LES  COURBES  ET  LES  SLRFACES  DL  SECOND  ORDRE, 

Extension  do  théorème  de  M.  Dandelio^ 

Par  m.   l'abbé  SAUZE, 

(Maison  ecclésiastique  de  Vais). 


1.  Le  théorème  de  M.  Dandelin  est  universellement 
(  onnu.  Il  consiste  en  ce  que  : 

1°.  Si  dans  un  cône  circulaire  droit  on  inscrit  une 
sphère  suivant  un  parallèle,  tout  plan  langent  à  la 
sphère  en  un  point  F  et  rencontrant  suivant  une  droite  D 
le  plan  du  parallèle,  déterminera  dans  le  cône  une  sec- 
tioji  conique  dont  F  sera  le  foyer  et  D  la  directrice. 

2*^.  Si  dans  un  cône  circulaire  droit  on  inscrit  deux 
sphères ,  tout  plan  tangent  à  ces  sphères  aux  points  F,  F', 
léterminera  dans  la  surface  conique  une  section  dont  F, 
F'  seront  les  foyers. 

Nous  nous  proposons  de  démontrer  que  ce  théorème 
n'est  point  particulier  au  cône,  mais  qu'il  s'étend  à  plu- 
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sieurs  des  au  1res  surfacx'S  de  révolution  du  second  degré. 
Posons  d'abord  quelques  préliminaires. 

2.  Soit  un  cône  S  et  une  sphère  O  inscrite  suivant  un 
parallèle  CG,  Les  génératrices  du  cône  forment  avec  le 

Frc .   I. 


plan  de  CG  un  angle  constant  j3.  En  appelant  MTla  tan- 
gente menée  à  la  sphère  par  un  point  M  pris  sur  le  conc 
et  MN  la  distance  de  ce  même  point  au  plan  CG,  il  est 
aisé  de  voir  que  Ton  a 

MT  _  _j_ 

MN  ~  sin  p' 

Coupons  maintenant  le  système  entier  par  un  plan  P 
faisant  un  angle  a  avec  le  plan  CG,  et  mené  de  telle  sorte 
(|ue  son  intersection  D  avec  CG  passe  dans  l'intérieur  du 
cône.  Ce  plan  P  déterminera  dans  le  cône  une  conique 
EE',  dans  la  sphère  un  cercle  AB  tangent  intérieurement 
à  la  conique  en  deux  points  symétriques  par  rapport  an 
grand  axe ,  enfin  dans  le  plan  CG  la  droite  D  qui  passera 
par  les  deux  points  de  contact. 

Maintenant  si  Ton  appelle  mt  la  tangente  menée  au 
cercle  AB  par  un  point  ??i  pris  sur  la  section  EE/  et  md 
la  perpendiculaire  abaissée  de  m  sur  la  droite  D,  il  est 
aisé  de  voir  que  Ion  aura 

f?it  I  /fit       sin  a 

md  sin  a       sin  p        md       sin  ^ 
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sina 


Ce  rapi)ort  ^: — -  est,  comme  on  peut  le  voir  encore,  le 

*  '  sin  ti  *■ 

îappori  -  (le  la  conique. 

On  pouiia  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Si  dans  /' inférieur  d'une  conique  on  inscrit  un  cercle 
ayant  son  centre  sur  un  axe  principal  (*),  et  si  parles 
deux  points  de  contact  on  tire  une  droite^  la  tangente 
me  fiée  au  cercle  par  un  point  de  la  conique  et  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  ce  point  sur  la  droite  seront  dans 

c 
un  rapport  constant  et  égal  au  rapport  -  de  la  conique. 

3.  Soit  maintenant  le  cône  S  et  les  deux  sphères  00  ' 
inscrites  suivant  les  parallèles  CG,  C'G'.  En  appelant 
2 S  la  distance  CC  comprise  entre  les  points  de  contact 
des  sphères  avec  une  des  génératrices  du  cône,  MT,  MT' 
les  langentes  menées  à  ces  sphères  par  un  point  M  du 
cône,  on  a  évidemment  pour  tout  point  pris  entre  les 
deux  parallèles 

MT-hMT'=  2  S. 

FiG.    2. 
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Pour  tout  poijit  pris  en  tlehojs  du  côlé  de  l'un  des  cercles, 
de  C  G'  par  exemple, 

MT  — MT'  — 2S, 

et  Ton  peut  définir  le  cône  S  le  lieu  des  points  dont  les 
tangentes  aux  deux  sphères  O  et  O'  ont  leur  somme  ou 
leur  différence  égale  à  la  constante  2 S. 

Coupons  maintenant  le  système  entier  par  un  plan  P 
qui  détermine  dans  le  cône  la  conique  EE'  et  dans  les 
sphères  les  cercles  AB,  A' B'  tangents  intérieurement  à 
la  conique.  En  appelant  m£,  mt'  les  tangentes  menées  aux 
deux  cercles  par  un  point  m  pris  sur  la  conique ,  on  aura 

mt  4-  mt'  =  28; 

lorsque  m  sera  pris  entre  les  deux  cercles 

mt  —  mt'  :=  Q-S,      ou     mt'  —  mt:=2S 

dans  le  cas  contraire.  On  obtiendra  ainsi  ce  théorème  : 

Deux  cercles  étant  inscrits  à  une  conir/ue  et  ayant, 
leurs  âentres  sur  son  axe  principal ,  pour  un  point  quel- 
conque pris  sur  la  courbe  y  la  somme  ou  la  différence  1  S 
des  tangentes  aux  deux  cercles  est  constante. 

On  remarquera  encore  qu'en  appelant  a  l'angle  du  plan 
P  avec  l'un  des  plans  CG,  G'  G',  (3  celui  des  génératrices 
du  cône  avec  les  mêmes  plans  et  2/  la  distance  entre  les 
centres  des  deux  cercles  AB  ,  A'B',  on  a 

2  /       sin  a       c 

2S       sin  p       <7 

4.  Ces  propriétés  dont  jouissent  ainsi  les  cercles  inscrits 
dans  les  coniques  sont  analogues  à  celles  des  foyers.  Nous 
pourrions  démontrer  qu'elles  se  retrouvent  encore  dans 
un  grand  nombre  d'autres  cercles.  L'ensemble  de  ces 
cercles  constitue  une  série  ou  suite  à  laquelle  les  premiers 
appartiennent,  et  qui  comprend  même  les  foyers  comme 


(  37  ) 
cercles  doiii  \o  rayon. csl  égal  à  zéro.  Nous  avons  dû  né- 
gliger certains  détails  assez  intéressants,  mais  ([ui  nous 
auraient  menés  trop  loin. 

On  remarqueia  (jne  les  cerc  les  osculateurs  aux  sommets 
du  i:;ran(l  iwv  dans  une  conique  peuvent  être  considérés 
comme  cercles  doublement  tangents  à  la  courbe,  et  comme 
tels,  jouissent  des  propriétés  ci-dessus  mentionnées. 
Celte  observation  nous  conduit  à  cette  autre  : 
Une  sphère  étant  inscrite  dans  un  cône-,  si  Von  coupe 
le  système  par  un  plan  mené  suivant  une  tangente  au 
parallèle  de  coîitact,  ce  plan  détermine  dans  la  sphère 
un  cercle  qui  est  osculateur  au  sommet  de  la  courbe  dé- 
terminée dans  le  cône. 

5.  Ces  préliminaires  posés,  nous  allons  voir  comment 
le  théorème  de  M.  Dandelin  s'étend  aux  surfaces  du  se- 
cond degré  et  de  révolution,  autres  que  le  cône  ou  le  cy- 
lindre qui  en  est  un  cas  particulier. 

Ces  surfaces  sont  au  nombre  de  cinq,  savoir  :  Tellip- 
soïde  allongé,  le  paraboloïde,  l'iiyperboloïde  à  deux 
nappes,  riiyperboloïde  à  une  nappe  et  l'ellipsoïde  aplati. 

Les  trois  premières  sont  engendrées  par  le  mouvement 
d'une  conique  autour  de  l'axe  qui  contient  ses  foyers.  Les 
dernières  proviennent  de  la  révolution  d'une  ellipse  ou 
d'une  hyperbole  autour  de  leur  axe  secondaire. 

Considérons  une  des  trois  premières ,  ellipsoïde  allongé, 
hyperboloïde  à  deux  nappes  ou  paraboloïde.  Supposons 

FiG.   3. 
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qu'à  celte  suriace  on  ait  insciit  une  sphèie  et  qu  on  ait 
mené  un  plan  CG  suivant  le  parallèle  de  conlact.  Cette 
surface  pourra  se  définir  le  lieu  des  points  tels,  que  la 
tangente  MT  menée  à  la  sphère  par  un  de  ces  points  soii 
dans  un  rapport  constant  avec  la  dislance  MN  du  même 
point  au  plan  du  parallèle  de  contact, 

MT       r 

MN~rt' 

e  ela  étant  des  éléments  de  la  conique  généralrice. 

Cela  posé,  concevons  un  plan  P  tangent  à  la  sphère 
en  un  point  F  coupant  la  surface  suivant  une  courbe  EE 
et  le  plan  CG  du  parallèle  suivant  une  droite  D.  Soit  a 
l'angle  formé  par  les  plans  P  et  CG.  Pour  un  point  m  pris 
sur  la  section,  la  ligne  m  F  est  une  des  tangentes  à  la 
sphère.  En  appelant  mN  la  perpendiculaire  abaissée  de 
tn  sur  le  plan  CG,  on  a 

m¥       c 

D'ailleurs  on  a  aussi 

wN  =r  md  sina  , 

md  étant  la  distance  de  m  à  l'intersection  D;,  donc 

wF       c 

— -  =  -  sina. 

ma        n 

La  courbe  E£'  est  une  conique ,  F  en  est  le  fover,  D  la 
directrice,  et  le  rapport  de  son  excentricilé  à  son  grand 

axe  est  ei>ai  a  -  sin  a. 
a 

Au  lieu  (le  loucher  la  sphère,  le  plan  poiniait  la 
couper  de  façon  que  le  (  erolc  de  section  fut  langent  en 
deux  points  à  la  courbe  délcrminée  dans  la  surface.  Dès 


(  h  ) 

lors  on  auiaiL  nu  sysUjinc  du  gcurc  de  (.eux  (juc  nous  a 
déjà  Iburnis  le  cône. 

().  Soieul  eucore  luue  des  surlaces  meuliouuees  et  deux 
splières  insciites.  La  somiiK»  ou  la  différence  2 S  des  lan- 
i^entes  menées  aux  deux  sphères  d'un  point  quelconque 
de  la  surface  esl  constante  et  telle  ,  que 

2  /       c 
2S        a 

il  étant  la  distance  entre  les  centres  des  deux  sphères.  Si 
Ton  coupe  cette  surface  par  un  plan  tangent  aux  sphères 
en  deux  points  F,  F',  les  distances  //iF,  m¥'  d'un  point 
de  la  section  aux  deux  points  de  contact  donneront  en- 

coie 

m¥±mY'  =28. 

La  courbe  sera  encore  une  conique,  F,  F'  en  seront  les 
foyers. 

Hyperboloïde  à   une  nappe. 

7.  L'hyperboloide  à  une  nappe  se  définit  quelquefois 
(  omnie  la  surface  engendrée  par  le  mouvement  d'une 
droite  autour  d'un  axe  fixe.  Le  théorème  de  M.  Dandelin 
s'y  applique  alors  sans  difficulté.  Les  raisonnements  à 
faire  sont  absolument  les  mêmes  que  pour  le  cône^  c'est 
pour([uoi  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

Lorsque,  au  contraire,  on  part  d'abord  de  l'idée  que 
cette  surface  est  produite  par  la  révolution  d'une  hy- 
perbole, on  revient  au  cas  précédent  en  démontrant 
([u'elle  admet  aussi  un  système  de  génératrices  rcctilignes. 
^  oici  une  méthode  que  l'on  peut  suivre. 

Nous  démontrons  d'abord  que,  un  cercle  étant  con- 
struit sur  Taxe  transverse  d'une  hyperbole  comme  dia- 
mètre,  la  tangente  au  cercle  menée  d'un   point   quel- 
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conque  de  la  courbe  est  dans  un  lappoii  constant  avec  la 
distance  du  même  point  à  Taxe  transverse. 

Soit  le  point  O  servant  à  la  fois  de  sommet  à  un  cône 
et  de  centre  à  un<'  sphère.  Soit  /le  rayon  de  cetle  sphère, 


(3  l'angle  des  génératrices  du  cône  avec  un  plan  perpendi- 
culaire à  Taxe  \  CG  ,  C  G'  deux  cercles  parallèles  suivant 
lesquels  la  sphère  coupe  le  cône. 

Menons  un  plan  P  qui  coupe  le  cône  suivant  une  hy- 
perbole et  la  sphère  suivant  un  cercle,  de  telle  façon  que 
celui-ci  ait  pour  diamètre  l'axe  transverse  de  celle-là.  (La 
figure  représente  comme  les  précédentes  la  section  du 
système  entier  par  un  plan  mené  suivant  l'axe  du  cône 
perpendiculairement  au  plan  coupant  P). 

La  distance  MN  d'un  point  M  pris  sur  l'hyperbole  à 
l'axe  iransverse  de  cette  courbe  nous  est  donnée  par  Vex- 
pression  sjmp  .inp' . 

[tnp  ^  mp'  sont  deux  segments  déterminés  par  ui  sur 
la  parallèle  pp'  menée  dans  noiie  figure  aux  droites  CG, 
C'G',  m  est  la  projection  de  M  sur  le  plan  de  la  figure.) 
La  tangente  MT  menée  de  INI  au  cercle  GG'  ou  à  la 
sphère  O  est  égale  à 

V/(M0  -h/-}  (MO  -^  r)      ou      s'pC.pG 
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(cm  (•m|)l(>v.inl  Jcs  segincnis  /H'/,  /)(j  (1<*  iioin^  lii^iin) 
Ci 

rn/}  =  />  G  COS  P ,       m//  it=  jj  C  cos  (3  , 


UOIK 


^n^n^       ~  '       ""      MN~r()Sp* 

Donc,  /^/^  cercle  ayant  pour  diamètre  l'axe  transverse 
d'une  hyperbole  y  la  tangente  uictiée  au  cercle  d  un 
point  (juclcojique  de  la  courbe  et  la  distance  du  même 
point  à  Vaxe  transverse  sont  dans  un  rapport  constant . 

(>c  rapport  est,   comme  on   pourra  le  voir   aisément, 

égal  •"»  ^  >  I  • 

Par  suite,  une  sphère  étant  inscrite  à  l'hyperboloïclc  à 
une  nappe  suivant  le  cercle  de  gorge,  la  tangente  à  la 
sphère  menée  d'un  point  quelconque  de  la  surface  et  la 
distance  du  même  point  au  plan  du  cercle  de  contact  sont 
dans  un  rapport  constant  plus  grand  que  i. 

8.  Il  nous  est  facile  maintenant  de  faire  voir  que  l'hy- 
perboloïde  peut  être  engendré  par  le  mouvement  d'une 
droite. 

En  effet,  que  par  un  point  pris  sur  le  cercle  de  gorge 
on  mène  à  la  sphère  inscrite  suivant  ce  cercle  une  tan- 
gente faisant  avec  le  plan  du  cercle  un  angle  ô  tel,  que 


c 
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(c  et  b  étant  des  éléments  de  l'hyperbole  génératrice) ,  en 
appelant  MT  une  tangente  à  la  sphère,  MjN  une  perpen- 
diculaire au  plan,  menées  toutes  deux  d'un  point  M  pris 
sur  la  droite,  on  aura 

MT  _     I  r 

MN        sin  0       h 
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d'où  il  sull  (juc;  le  poiiiL  M  cl  la  diohe  loiiL  eiilièie  appai- 
liennent  à  la  surface. 

Les  deux  énoucés  qui  suivent,  relatifs  à  riiyperbole, 
se  déduisent  facilement  de  ce  ([ui  vient  d'être  dit  sur  l'hy- 
perboloïde. 

i".  Un  cercle  étant  inscrit  dans  une  hyperbole  de  fa- 
çon que  son  centre  soit  situé  en  un  point  quelconque  de 
r axe  imaginaire^  la  tangente  au  cercle  menée  dun 
point  de  la  courbe  et  la  perpendiculaire  à  la  corde  de 
contact  sont  dans  un  rapport  constant. 

2'\  Deux  cercles  étant  inscrits  à  une  hyperbole  et  ayant 
leurs  centres  situés  sur  V axe  non  trans^erse^  la  somme 
ou  la  différence  des  tangentes  menées  à  ces  cercles  par  un 
point  quelconque  de  la  courbe  est  égale  ii  une  constante. 

Ellipsoïde  aplati. 

9.  L'ellipsoïde  aplati  diffère  particulièrement  des  sui  - 
laces  précédentes.  Une  sphère  tangente  à  celle-ci  suivant 
un  parallèle  la  contient  tout  entière.  Un  plan  tangent  à  la 
sphère  ne  peut  donc  couper  la  surface.  Ainsi  les  propriétés 
principales  contenues  dans  le  théorème  de  M.  Daudelin 
ne  se  trouvent  point  dans  l'ellipsoïde  aplati.  Toutefois, 
cette  surface  en  possède  encore  quelques-unes  qui  rap- 
pellent les  précédentes. 

Soit  une  ellipse  ayant  avec  un  cercle  deux  points  de  con- 
tact C,  G  symétriques  Tun  à  l'autre  par  rapport  au  petit 

Fk;.    5. 


(  ^:5  ) 

.1X0.  L't'llipsc  c'sl  (  oiilciiue  loul  cnlièic  dans  le  cenlc  ci  i.» 
corde  CG  lour  est  commune.  Pai-  un  poiiii  M  pris  sui  I Cl- 
lipse,  menons  dans  le  cercle  un  diamètre  MO^  puis  éle- 
vons dans  le  cercle  la  |)eipendieulaire  ME  au  diamètiT. 
Cette  droite  correspond  à  une  langenle  qu'on  mènerait 
au  cercle  du  point  M  si  a)  plan  était  extéiieur.  Or  en 
a])pelant  JMlN  la  distance  de  M  à  la  corde  CG ,  on  démon- 
trerait que  l'on  a 

ME  _  w  _  c 

L'ellipse  par  rapport  à  ce  cercle  et  rellipsoïde  aplati 
par  rapport  à  une  sphère  tangente  jouissent  donc  de  pro- 
priétés analogues  à  celles  des  autres  surfaces. 

En  coupant  par  un  plan  un  ellipsoïde  aplati  avec  sa 
sphère  tangente  et  le  plan  du  parallèle  de  contact,  on  re- 
produit un  système  d'ellipse,  de  cercle  et  de  droite  d(* 
même  nature  que  le  système  générateur. 

Si  le  plan  coupant  contient  une  tangente  au  paiallèle 
de  contact,  le  cercle  provenant  de  la  sphère  est  oscula- 
teur  à  Tellipse  provenant  de  la  surface. 


OIESTIONS 

(cOMMt'NIQBÉES    PAU    M.     VaNNSON). 


427.  i".  Si,  dans  un  triangle  sphéri([ue  ABC,  on  joint 
les  milieux  des  côtés  AB,  AC  par  un  arc  I\1N,  et  si  du 
point  A  on  mène  un  arc  AD  de  90  degrés  se  terminant 
à  la  rencontre  de  MN,  cet  arc  sera  langent  au  cercle  qui 
passe  par  B,  C,  et  par  le  point  diamétralement  opposi' 
à  A. 

En  conclure  que  1  angle  lormé  pai'  Al)  cl  AB  mesure 
la  moitié  de  la  surface  ABC  [sans  calcul). 


(  44  ) 

2".  Dcnioulrer  que  la  relation  suivante  existe  entic  les 
six  dièdres  d'un  tétraèdre  quelconque  :  appelant  S  la 
somme  des  carrés  des  cosinus  des  dièdres,  Si  la  somme 
des  produits  des  cosinus  carrés  de  deux  dièdres  opposés, 
S3  la  somme  des  quatre  produits  des  cosinus  des  dièdres 
formant  chaque  angle  solide,  S4  la  somme  des  produits 
des  cosinus  des  dièdres  en  exceptant  deux  dièdres  oppo- 
sés, on  aura 

S -h  2  (83  + 84)=:  S,  4-1. 

Vérifier  cette  équation  sur  un  tétraèdre  régulier  (sans 
trigonométrie  spliérique) . 

Cette  question  figure  déjà,  il  est  vrai,  dans  les  An- 
nalcs  (t.  V,  p.  375),  mais  on  emploie  la  trigonométrie 
sphérique,  ce  qui  est  inutile.  D'ailleurs  les  calculs  ne  sont 
pas  terminés,  et  la  relation  n'est  pas  exprimée  ('*'). 

3^.  Etant  donné  un  point  A  et  deux  circonférences  de 
grand  cercle  qui  se  coupent  en  B,  mener  par  A  un  arc  qui 
les  coupe  en  X  et  Y  de  manière  qu'on  ait 

tangBX  tanga 

tang  BY         tang  ê 

rapport  donné  (géométriquement). 

4°.  Construire  géométriquement  un  triangle  sphé- 
rique, connaissant  un  côté  a  et  les  bissectrices  intérieure 
et  extérieure  de  l'angle  opposé  A. 

5*^.  Etant  donné  un  angle  sphérique  inscrit  dans  un 
petit  cercle,  on  demande  si  l'arc  bissecteur  de  cet  angle 
coupera  l'arc  intercepté  en  deux  parties  égales. 

6°.  Si  deux  petits  cercles  se  coupent  en  A  et  B,  et  que 
par  un  des  points  d'intersection,  B  pai-  exemple,  on  in- 
scrive une  sécante  commune  DF  de  longueur  donnée  m, 

("*)  11  me  semble  (juc  le  calcul  csl  complètement  terminé  et  la  relation 
exprimée.  Tm. 
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liouvt'i   par  mic  conslruclioii  i^i'.i[)lii(jii<'  Icccrc  le  (iicoii- 
S(  rit  au  triangle  ADF. 

J'ai  déjà  cnoncr  cclt(;  qucslioii  dans  les  Annales^  mais 
elle  n'a  pas  été  traitée  ni  iii(li([u<''e  parnii  les  problèmes 
non  résolus. 

7°.  Etant  donné  un  angle  formé  par  deux  grands  eer- 
eles  et  un  point  O,  mener  par  ec^  point  un  troisième  cer- 
cle qui  forme  avec  les  deux  autres  un  triangle  spliénqucî 
de  surface  donnée  [Géométrie). 

S^.  Si  deux  triangles  spliériques  OAB,  OA'B'ont  un 
angle  au  sommet  commun  O  et  même  surfar^e,  si  l'on 
joint  les  milieux  des  côtés  AB,  A'IV,  opposés  à  l'angle 
par  un  arc  de  grand  cercle,  il  coupera  l'arc  cjui  joint  B  B' 
k  90  degrés  du  milieu  de  BB'. 

9°.  Si,  dans  un  triangle  sphérique,  on  donne  un 
angle  C  compris  entre  deux  côtés  variables,  mais  dont  la 
somme  des  tangentes  est  constante,  le  lieu  de  la  rencon- 
tre des  trois  bauteurs  dans  chaque  triangle  est  une  cir- 
conférence de  grand  cercle  ^  si  c'est  la  somme  des  côtés 
qu'on  donne  constante,  le  lieu  sera  une  ellipse  sphé- 
rique. 

428.  On  donne,  sur  deux  droites  situées  dans  un  même 
plan,  deux  points  A  ,  B  :  décrire  deux  circonférences  tan- 
gentes entre  elles  ,  qui  touchent  respectivement  les  deux 
droites  aux  points  A,  B,  et  dont  les  rayons  soient  dans  le 

rapport  donné  j«  (A  résoudre  par  la  géométrie  élémen- 
taire, sans  calcul.) 

K^as  particulier  ou  -j-  =  i  • 


[AQ) 


mn%  SLR  OllELQlJES  OIESTIO^'S  DU  PROGRA^HIE  OFFICIEL. 


VIII. 

COMPLÉMENT    DE    TRIGONOMÉTRIE    RECTILIGJNE. 

Valeurs  des  sinus  et  cosinus  des  rt7'c5 -i  7:  v?  7:?  —  v 

o    b  5    10 

Le  côté  du  décagone  régulier  inscrit  dans  la  circon-- 
férence  est  égal  à  la  plus  grande  partie  du  rayon  diwisé 
en  moyenne  et  extrême  raison.  Construction  géomé- 
trique. [Extrait  du  Programme  officiel.) 

En  lisant  cet  énoncé,  on  pourrait  croire  qu'il  s'agit  de 

trouver,  cFabord,  la  valeur  du  sinus  de — ?  et  d'en  con- 
'  10 

dure,  ensuite,  que  le  côté  du  décagone  régulier  inscrit 
43St  égal  à  la  plus  grande  partie  du  rayon  divisé  en  moyenne 
et  extrême  raison  -,  mais  la  question  a  été  autrement  en- 
rendue  dans  les  Traités  de  Trigonométrie  rédigés  confor- 
mément au  Programme,  car  la  valeur  du  sinus  de—  a 
^  10 

été  déduite  de  celle  du  côté  du  décagone  régulier  inscrit. 
Quant  à  la  détermination  de  la  valeur  du  côté  du  déca- 
gone, quelques  auteurs  se  bornent  à  dire,  en  Trigonomé- 
trie :  ((  Le  côté  du  décagone  régulier  est  égal,  comme  on 
•sait,  etc.  »  Je  ferai  observer  qu'o/i  nen  sait  rien ,  si 
renseignement  de  la  géométrie  élémentaire  a  été,  en  tout , 
conforme  au  Progiamme  officiel  ('*'). 


(*)  Au  sujet  de  l'inscription  des  polygones  réguliers  dans  le  cercle,  lo. 
proiTfaninie  de  la  gcomélrie  élémentaire  est  d'une  grande  précision  ;  il  n"y 
a  pas  deux  niaitièros  de  l'eu  tondre.   Voici  ce  qu'on  y  trouve  :  «  Inscrire 
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J)\iiilit's  auleuis,  cl  ceux-là  me  scinMcnl  s  cire  mieux 
coiifonnés  à  Tcspril  du  Progiarmnc ,  cx[)rK|uciil  vu  iiigo- 
nomcliic  comment  on  insciit  un  décagone  régulier  dans 
le  cercle. 


Aujostc,  on  peut  iiouver  directement  le  sinus  de —  an 
'         '  I  o 

moyen  du  calcul  suivant  : 

Les  deux  arcs  i  3. —  U  I  ^-— )  étant coniplénientaires, 


on  a 


sin  I  3 .  —  I  =  cos     2 .  —  I  • 
10  /  V      lo 


Mai 


is 


et, 


sin  (  3. —  I  =  3  .sin     —  )  —  4.sii 

*       10/  \io/  \io/ 


Donc 


77 

cos  I  2 .  —  1  =  1  —  2. .  sm 

lO  /  \  10 


3 .  sin  (  —  I  —  4  •  sin'  (  —  |  =  i  —  2  sin-  (  —  )  ? 
\ioJ       ^  \io/  \ioy 

4  sin^  (  —  I  —  2 .  sin^  (  —  ]  —  3  sin  (  —  )  -j-  i  =  o. 
\ïo/  \io/  \io/ 


D'après  cela  on  voit  que  sin  (  —  j  est  racine  de  l'équa- 
tion 

^a:^  —  2x-  —  3x-f-i=o. 

Cette  équation  est  évidemment  vérifiée  par  x  =  i.  En 
divisant  le  premier  membre  par  x  —  i,  on  trouve  Té- 
quation 

4  ï^^  -{-  2  X  — 1  =  0, 


dans  un  ccrrlc  de  rayon  donné  un  carré,  un  hexa{i;one  rogulior.  »  II  n'y 
est  nullement  question  du  décagone  régulier. 


<\[\\  (loniic 


-i±\/5 


_  4 

La  racine  positive  ^ — ^—  est  le  sin  de  —   La    raciiir 

—  t  —  v/5      1  ,     1      .  1      •         de  3  7r 

negalive y — —  ?  changée  de  signe,  est  le  sinus        — ? 

ou  le  cosinus  de  ^  7  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer. 

5 

G. 


TIIËOUÊ^IËS  HOMOGMPUIQIJËS; 

Par  m.  de  LAFITTE. 


L  Si  deux  ligures  sont  homographiques ,  il  existe  dans 
chacune  d'elles  une  infinité  de  cercles  dont  les  homo- 
logues sont  des  cercles.  —  Deux  cercles  homologues  ont 
leurs  rayons  dans  un  rapport  constant.  —  Ces  cercles, 
dans  chaqvie  figure,  ont  leurs  centres  en  ligne  droite.  — 
Celte  droite  est  perpendiculaire  à  la  droite  de  la  même 
figure  dont  riiomologue  est  à  l'infini,  et  elle  passe  par 
les  centres  S  et  5  des  faisceaux  superposables  à  leurs  ho- 
mologues.—  Enfin  si  sur  le  segment  rectiligne  S  s  comme 
diamètre  on  décrit  un  cercle,  ce  cercle  coupe  à  angle 
droit  tous  les  cercles  de  la  figure  dont  les  homologues 
sont  des  cercles. 

IL  On  suppose  qu'une  figure  varie  de  forme  et  de  po- 
sition en  restant  homographique  à  une  figure  fixe. 

1".  Si  les  homologues  de  sept  dioit(îs  de  la  figure  fixe 
tournent  chacune  autour  d'un  point  fixe,  l'homologue 
de  toute  autre  droite  tournera  autour  d'un  point  fixe,  et 
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rhomologiK^  d'un  point  ([iiclroinjue  décrira  une  conique. 

roules  CCS  conicjucs  passent  pac  un  même  ])oint,  lecjucd 

est  un  point  double  commun  à  toutes  les  figures  variables. 

2".  Si  les  homologues  de  sept  points  délerminés  de  la 
figure  fixe  décrivent  chacun  une  ligne  droite,  Tliomo- 
loguc  de  tout  autre  point  décrira  une  ligne  droite,  et  l'ho- 
mologue d'une  droite  quelconque  enveloppera  une  co- 
nique^ toutes  ces  coniques  touchent  une  même  droite  qui 
est  une  droite  double  commune  à  toutes  les  figures  va- 
riables. 

Comme  cas  particulier  simple,  on  peut  dire  : 

m.  On  suppose  qu'une  figure  varie  de  forme  et  de  po- 
sition en  demeurant  semblable  à  elle-même. 

1°.  Si  trois  droites  tournent  chacune  autour  d'un  point 
fixe,  toute  autre  droite  tourne  autour  d'un  point  fixe,  et 
un  point  quelconque  décrit  un  cercle.  Tous  ces  cercles 
passent  par  un  même  point,  qui  est  un  point  double  com- 
mun à  toutes  les  figures. 

i^\  Si  trois  points  décrivent  chacun  une  ligne  droite, 
tout  autre  point  décrit  une  ligne  droite  et  une  droite 
quelconque  enveloppe  une  parabole. 

Ces  théorèmes  donnent  la  solution  des  questions  sui- 
vantes : 

IV.  Etant  donnés  deux  octogones ,  circonscrire  ou  in- 
scrire au  premier  un  octogone  homographique  au  se- 
cond. 

V.  Etant  donnés  deux  quadrilatères  ^  ciî'conscrire  ou 
inscrire  au  premier  un  quadrilatère  semblable  au  second. 

Note.  Ces  problèmes  n'ont  chacun  qu'w/ie  solution ,  si 
les  points  et  les  droites  se  correspondent  deux  à  deux. 
Sans  cela  le  dernier  en  a  évidemment  24  et  le  précédent 
4o32o. 


Ann.   de  Mathémat.,  t.  XVII.  (Février  1858.^ 
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TUÉORÈMES  SIR  LES  POLYGOI^ES  A  DÉM01\TRER; 

Par  m.  FAURE, 

Capitaine  d'artillerie. 


I.  Si  l'on  décompose  un  polygone  en  triangles  en  joi- 
gnant ses  sommets  à  un  point  quelconque  de  son  plan  et 
que  l'on  appelle  S  la  surface  d'un  de  ces  triangles,  Sj  ,  Sj, 
S3  les  surfaces  des  trois  triangles  qu'on  obtient  en  joi- 
gnant les  sommets  du  triangle  S  à  un  point yïxe,  on  aura 


=  constante. 


Le  signe  ^  se  rapporte  à  tous  les  triangles  qui  ont 

pour  sommet  le  point  du  plan  et  le  point  fixe  restant  le 
même. 

II.  Si  l'on  décompose  un  polygone  en  triangles  en  joi- 
gnant ses  sommets  à  un  point  quelconque  de  son  plan,  et 
que  par  un  point  fixe  on  mène  des  parallèles  aux  côtés 
de  chacun  de  ces  triangles,  on  formera  dans  chacun  d'eux 

trois  parallélogrammes.  Appelons  -  la  somme  des  in- 
verses des  trois  parallélogrammes  relatifs  à  l'un  des 
triangles,  on  aura 

7   -  =  constante. 

III.  Un  polygone  est  donné  ainsi  qu'un  point  fixe  F  dans 
son  plan;  on  mène  par  ce  point  une  droite  arbitraire;  ap- 
pelons q  l'aire  du  parallélogramme  qui  aurait  pour  som- 
mets opposés  le  point  fixe  et  le  point  d'intersection  de 
la  transversale  avec  l'un  des  côtés  du  polygone  et   pour 


(  5.   ) 
côtés  les  droites  qui  joigncnl  le  ])()inl  fixe  aux  exlréruités 


du  côté  du  polygone  que  Ton  considère  ;  on  aura 

>^  -  =  constante. 


NOTE 

Relalive  à  quelques  propriétés  des  fignres  liomographiqnes  dans  l'espace; 
Par  m.   E.  DE  JONQUIÈRES  {*). 


Théorème  I.  Quelle  que  soit  la  position  de  deux 
figures  homo graphiques  dans  l'espace^  tous  les  plans  de 
l'une  qui  passent  par  une  même  droite  rencontrent  res- 
pectivement les  plans  homologues  de  Vautre  figure^  sui- 
vant des  droites  qui  engendrent  un  hyperholoïde  à  une 
nappe. 

Car,  d'après  la  définition  de  ces  figures,  les  plans  ho- 
mologues forment  deux  faisceaux  homographiques.  Donc 
ces  plans  se  coupent  suivant  les  génératrices  d'un  liyper- 
boloide  à  une  nappe  (^Géométrie  supérieure,  n°  411). 

(*)  Ces  propriétés  se  démontrent  par  les  formules  métamorphiques 


P 
où  les  p  sont  des  fonctions  linéaires  en  x^  y ,  z 


P  P  P 


Tm. 


4. 
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TmtoRiiMK  II.  Quelle  que  soit  la  posUion  de  deux 
figures  hoîno graphiques  dans  V espace,  si  Von  joint  un 
à  un  respect i\^emenL y  par  des  droites ,  des  points  de  la 
première  situés  en  ligne  droite  aux  points  homologues 
de  la  seconde f  toutes  ces  droites  envelopperont  un  hy- 
perholoïde  à  une  nappe. 

En  eiret,  les  points  de  la  piemière  figure  étant  en  ligne 
droite,  leurs  homologues  sont  sur  une  seeonde  droite,  et, 
d'après  la  définition  des  figures  homographiques ,  ces 
droites  sont  divisées  homographiquement  par  leurs  points 
homologues.  Donc  les  droites  qui  joignent  ces  points  un 
à  un  enveloppent  un  hyperboloïde  à  une  nappe  [Géomé- 
trie supérieure,  n°  410)  {^). 

Remarque,  Les  deux  théorèmes  qui  précèdent  ont  été 
démontrés  il  y  a  longtemps  par  M.  Chasles  dans  son  Mé- 
moire sur  la  dualité  et  f  homographie ,  n"*  429  et  430. 
Ils  vont  servir  à  la  démonstration  de  ceux  qui  suivent. 

Théorème  III.  Deux  figures  homographiques  étant 
placées  d'une  manière  quelconque  dans  V espace,  il  existe 
quatre  points  [réels  ou  imaginaires)  qui,  étant  considé- 
rés comme  appartenant  à  la  première  figure,  sont  eux- 
mêmes  leurs  homologues  dans  la  seconde. 

En  etïet,  prenons  dans  les  deux  figures  deux  triangles 
homologues  quelconques  OLP,  O'L'P',  et  considérons 
deux  faisceaux  homographiques  de  plans  autour  des  deux 
droites  homologues  OL,  O'L'.  Ces  plans  se  couperont  sur 
un  hyperboloïde  à  une  nappe  H,  passant  par  les  deux 
droites  OL,  O'L'  (théorème  I)^  or  cette  surface  pas- 
sera par  tout  point  A  où  coïncident  deux  points  homolo- 
gues des  deux  figures;  car  les  plans  OLA,  O'L' A  seront 
évidemment  deux  plans  homologues  des  deux  faisceaux. 

(*)   Voir  Nouvelles  Ànnnlrs,  t.    \lf  ,  p.   358. 
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Considérons  <Je  luème  deux  autres  série»  de  faisceaux 
de  plans  homologues  rmic  autour  des  droites  OP,  O'P  ' 
et  r.iutic  autour  des  deux  droites  LP,  L'P'.  Les  plans  cor- 
respondants des  premiers  faisceaux  se  couperont  sur  un 
liyperboloide  H'  et  ceux  des  seconds  faisceaux  sur  un 
hyj)erboloïde  H'^^  et  ces  deux  surfaces  passeront,  comme 
H,  par  tout  poiut  A  où  coïncident  deux  points  homo- 
logues des  deux  figures. 

Les  trois  hypcrboloïdes  H,  H',  H"  ont  une  génératrice 
reciiligne  commune,  savoir,  l'intersection  des  deux  plans 
homologues  OLP,  O'L'P'.  Donc,  d'après  un  théorème 
cité  par  ]\L  Chasles  dans  sa  Note  sur  les  courbes  gauches 
du  troisième  ordre  [Comptes  rendus,  iSSy),  ils  se  cou- 
pent en  quatre  points  seulement,  abstraction  faite  de 
cette  génératrice,  et  je  dis  que  chacun  de  ces  quatre  points 
jouit  de  la  propriété  d'être  le  point  de  coïncidence  de  deux 
points  homologues  des  deux  ligures. 

En  effet,  soit  w  l'un  de  ces  quatre  points.  Les  plans 
OLw,  O'L'o)  des  deux  figures  respectivement,  sont  homo- 
logues, puisqu'ils  se  coupent  sur  Fliyperboloïde  H,  et 
pareillement  les  plans  OPo),  O'P'w,  qui  se  coupent  sur 
H'.  Donc  les  droites  Oco,  O'w,  intersections  de  ces  plans, 
sont  deux  droites  homologues.  On  verrait  de  même  que  les 
droites  Lw,  L'c»),  intersections  respectives  des  plans  LPw, 
LOo)  et  L'P'o),  L'O'w  sont  homologues.  Donc  enfin  le 
point  Cl),  considéré  comme  point  de  rencontre  des  droites 
Oo),  Lo),  est  riiomologue  du  point  co,  considéré  comme 
point  d  intersection  des  droites  O'o),  L'o).       c.  q.  f.  d. 

Remarque.  Ces  points  remarquables,  étant  en  nombre 
pair,  peuvent  être  tous  imaginaires,  contrairement  à  ce 
qui  a  lieu  pour  les  figures  homographiques  tracées  sur 
un  plan,  où  il  y  en  a  toujours  un  de  réel  au  moins. 

Théorème  IV.  Dans  deux  figures  homographiques  à 
trois  dimensions,  il  existe  quatre  plans  [réels  ou  imagi- 
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lianes)  qui  y  étant  considérés  comme  appartenant  à  la 
première  figure ,  sont  eux-mêmes  leurs  homologues  dans 
la  seconde. 

En  cllel,  prenons  deux  angles  irièdres  homologues 
quelconques  OLPQ,  O'L'P'Q'  dont  O  et  O'  soient  les 
sommets  correspondants,  et  considérons  d'abord  les  deux 
arêtes  homologues  OL,  O'L'.  Les  droites  qui  joignent 
deux  à  deux  leurs  points  correspondants  sont  situées  sur 
un  hyperboloïde  H  (théorème  II)  qui  touche  tout  plan  H 
suivant  lequel  coïncident  deux  plans  homologues  des  deux 
figures-,  car  ce  plan  rencontre  les  droites  OL,  O'L'  en 
deux  points  correspondants.  Donc  il  contient  une  géné- 
ratrice de  l'hyperboloïde  H,  et,  par  conséquent,  il  touche 
cette  surface  en  un  point  de  cette  génératrice. 

Considérons  de  même  deux  autres  séries  de  divisions 
homographiques  tracées,  les  unes  sur  OP  et  O'P'  et  les 
autres  sur  OQ,  O'Q'.  Les  droites  qui  joignent  les  points 
homologues  des  deux  premières  divisions  sont  situées  sur 
un  hyperboloïde  à  une  nappe  H',  et  celles  qui  joignent  les 
points  homologues  des  deux  autres  divisions  sont  situées 
sur  un  hyperboloïde  H^^ 

Les  trois  surfaces  H,  H',  H''  ont  une  génératrice  recii- 
ligne  commune,  savoir,  la  droite  de  jonction  des  points 
homologues  O  el  O'.  Donc,  d'après  le  théorème  corrélatif 
de  celui  de  M.  Chasles,  cité  au  théorème  III,  ces  trois 
surfaces  n'ont  en  commun  que  quatre  plans  tangents,  abs- 
traction faite  de  ceux,  en  nombre  infini,  qu'ils  ont  sui- 
vant la  génératrice  commune  OO'.  Je  dis  que  chacun  de  ces 
quatre  plans  jouit  de  la  propriété  d'être  un  plan  de  coïn- 
cidence de  deux  plans  homologues  des  deux  figures. 

En  effet,  soit  îî  l'un  de  ces  quatre  plans,  et  soient  û, 
a\  b,  b' ,  c,  c'  les  points  où  il  coupe  respectivement  les 
arêtes  OL,  0'\J,  OP,  O'P',  OQ,  O'Q'  des  deux  angles 
trièdres.  De  ce  que  ce  plan  est  tangent  à  chacun  des  trois 


I    ; 
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liypcrboloïcles  H,  H',  H'',  il  s  (ensuit  que  les  droites  a/)  et 
a' b' ^  ac  et  a' c' ^  hc  et  b' c'  sont  homologues  deux  à  deux. 
Donc  le  plan  H,  considéré  comme  passant  par  les  trois 
droites  ab^  ac  et  ic,  est  l'homologue  du  plan  fi,  considéré 
comme  passant  par  les  trois  autres  droites  -,  ce  qui  démontre 
la  proposition  énoncée. 

Remarque.  Ces  plans  remarquables,  (ju'on  peut  nom- 
mer plans  doubles  des  figures  homographiques,  étant  en 
nombre  pair,  peuvent  être  imaginaires  j  c'est  ce  qui  ar- 
rive quand  h;s  quatre  points  doubles  du  théorème  III  le 
sont  eux-mêmes,  et  vice  uersâ^  car  il  estbien  évident  que 
ces  plans  ne  sont  autre  chose  que  les  quatre  faces  du  té- 
traèdre dont  les  quatre  points  sont  les  sommets. 

Théorème  V.  Dans  deux  figures  homographiques  à 
trois  dimensions,  il  existe  six  droites  {^réelles  ou  imagi- 
naires) qui,  considérées  comme  appartenant  à  la  pre- 
mière Ji  g  ure,  sont  elles-mêmes  leurs  homologues  dans  la 
seconde. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  des  deux  qui  précè- 
dent; ces  droites  doubles  sont  les  arêtes  du  tétraèdre  dé- 
terminé par  les  points  doubles  ou  par  les  plans  doubles 
indistinctement. 


SOLITIO^  DE  QUELQIJES  QUESTIONS 

Proposées  par  M.  Strebor 

(voir  t.  IX,  p.  182); 

Par  le  P.  PEPIN,   S.  J. 


1°.  Soient  deux  paraboles  ayant  même  foyer  et  s'entre- 
coupant  orthogonalement,  qui  touchent  respectivement 
deux  ellipses  homofocales  données,  dont  un  des  foyers 
coïncide  avec  celui  des  paraboles.  Les  points  d'intersection 
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de  toutes  les  paires  de  paraboles  qui  satisfont  à  cette  condi- 
tion seront  situées  sur  une  circonférence  de  cercle,  ayant 
pour  centre  le  foyer  commun  des  paraboles. 

De  plus  le  rayon  de  ce  cercle  sera  la  demi-somme  des 
glands  axes  des  deux  ellipses  données. 

Soient 


ta 


p-7-r-Tz:ra' 


i-f-  <?  cos  6  i  -\-  e'  cos  0 

les  équations  en  coordonnées  polaires  p,  0,  des  deux  ellipses 
données,  le  pôle  étant  situé  au  foyer  commun  des  ellipses 
et  des  paraboles. 

Soient  a  et  a'  les  angles  que  font  avec  l'axe  polaire  les 
axes  des  deux  paraboles,  et  6  l'angle  polaire,  les  équations 
de  ces  deux  paraboles  seront 

P  ._  P' 


^       i-f-cos(6  —  «)'      ^        H- cos  (6  — a') 

Les  points  d'intersection  des  deux  paraboles  correspon- 
dent aux  angles  polaires  qui  satisfont  à  l'équation 


(«) 


i-|-cos(ô  —  a)        I -h  ces  (9  —  a') 
D'ailleurs  on  doit  avoir 


TT  -h  a; 


en  effet,  appelons  ^  et  [jl'  les  angles  que  font  avec  l'axe 
polaire  les  tangentes  menées  respectivement  aux  deux 
paraboles,  par  leur  point  d'intersection.  L'angle  formé 
par  la  tangente  avec  l'axe  de  la  parabole  est  la  moitié  de 
l'angle  formé  par  le  rayon  vecteur  du  point  de  contact  avec 
le  même  axej  on  a  donc 

y.=  -(n  —  Ô-ha),       fx' == -(tt  —  ô-h  a'). 
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Or,  pour  qiKî  les  deux  tangentrs  soient  pei-ptîiidiculaii  es 
Viine  à  1  autre,  on  doit  avoir 


on  a  donc 
d'où 


/*  =  -4-K 


-(tt  —  O-h  «')  =  --+--  (tt  — ô-ha), 
2  ^  ^  7.  2  ^ 


a.   =.  7z  -4-  ce. 


Dès  lors  l'équation  (a)  donnera 

cosfô  —  ix)  =  ^  ~ ^ .\ 

le  rayon  vecteur  des  points  d'intersection  des  deux  para- 
boles sera  donc 

pour  démontrer  le  théorème  énoncé,  il  suffira  donc  de 
démontrer  que  la  somme  des  deux  paramètres  variables 
p,  p' ^  est  égale  à  la  somme  des  grands  axes  des  deux 
ellipses. 

La  tangente  trigonométrique  de  Fangle  formé  avec  le 

rayon  vecteur  par  la  taneente  à  l'ellipse  p  = 


est 


d  6       I  -h  ecos9 


"dû  e  sin  Ô     ' 


relativement  à  la  parabole  p  = ^ ■?  cette  tangente 

^  '         icos(0  —  a)  ^ 

est 

i«  /^  v        cos-(ô  —  a) 

do 1 -h  ces  (9  —  a)  __         2^  ^ 

^  d  p  sin  (0  —  a  •     i  / 

^  ^  sm-(0— a) 
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Puisque  la  parabole  doit  être  tangente  à  Tellipse,  en  dési- 
gnant par  6'  Tangle  polaire  correspondant  au  point  de 
contact,  on  aura 

nrri  +cos(G'  —  a)] 
'^  1  H-  c  ces  Ô' 

(c)  {  cos-(0'  —  a) 

^   ^  1   1  -H  e  cos  6'  __         2  ^  _ 

/       esine'      ~    -     i  ff,r  > 

sm  -  (0   —  a) 

\  2 

En  appelant  6"  l'angle  polaire  qui  répond  au  point  de 
contact  de  la  seconde  ellipse  et  de  la  seconde  parabole,  on 
aura  semblablement 


,__CT^[i  —CCS  (9^^  — g)] 
'  ""  I  -H  e'  CCS  Q"         ' 

W  {  ,        ^v  sin-(e"--a) 

^     '  1    1  -f-  e'  CCS  0'^  _  2  ^  ' 

e'  sin  G''  i  ,,,,         , 

cos-(ô'-- a) 
2  ^ 

Les  deux  équations  (c)  donnent 

e  sin  0' .  ces  -  (  6'  —  a) 

I  -h  e  ces  9'  =  ■  ? 

sin  i  (  G'  —  a) 
2  ^ 

CT.2COS''- (6' — a)  sin -(G'  —  a)  ■    /^/  \ 

2  ^  ^        2  ^  ^ CTSin  (G  —  g) 

'^^  ^      ;^  r~  ^  "~        c  sin  G' 

esinG  .cos  -  (9  —  g) 
2  ^ 

Les  équations  {^)  donnent  de  même 

<?'c.os^/sin-(G''  — g) 


7. 

i  4-  e'  (OS  G"  = 


cos  i  (  G"  ~~  a) 
2 
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et 

„'.sin(0"  — a) 


c'  sin  0" 


on  a  donc 

,    ,  ,        tj.sin(0'  —  a)        nr.sinfO"  — a) 

'"'         ''^''^      .si,,  y     • TlîlTF 

Or  la  dernière  des  équations  (c)  donne 

o  =  sin-(0'  —  a) 

2 

—  e    sin  Ô'.cos-(Ô'— a)  ■— cosO'  sin  -(0'—  «) 

=  sin  i.  (9'  —  a)  —  £>  sin  i  (G'  -h  a)- 
On  en  déduit 

sin  -  9  .ces -a  { I  —  e]  —  ces  -  0  sin  -  a  (i  -h  e)  =  o, 
2  1      ^  '  2  2 

d'où 

I     ,         \  -\-  e.  I  ,  f  I  —  <?0  sin  a 

tang  -  0'  = tang  -  a ,      tang  G'  =       ^ 


2  I  —  c  2  (  1 4-  6?-  )  ces  a  —  ie 

On  aura  donc 

sin  (0' — a)  .  ,        i(e  —  e'^cosa) 

: ; =.  cos  a  —  Sin  a .  cos .  G  =  — ^^ • 

sin  G'  i  —  e" 

De  même  la  seconde  des  équations  (r/)  donne 

sin  (  G"  —  a  )  _  2  (  c'  -J-  e"'  cos  a  )  _ 
sin  G'        ~  I  —  c'""  ' 

en  substituant  dans  l'équation  (e)  on  obtiendra 

2  CI    (?  —  (?-  cos  a        2  ct'    f'  -4-  c'"^  cos  a 

1v3              2  cj'  [cm  e'  ni' 

H r,  4-  2  cos  a 


1  —  <"'        I  —  e"^  '  \i  —  c^        I  —  c'^ 


(6o) 
or  les  deux  ellipses  étant  homufocales,  ou  a 


On  a  donc 


e-a  e   m' 

I  —  t'^  ~  I  —e""  ~  °' 


,  2  cr  2  CI 


2  CT  2  CJ 


or :  et sont  les  sfrands  axes  des  deux  ellipses: 

la  somme  des  paramètres  variables  des  deux  paraboles  est 
done  égale  à  la  somme  des  grands  axes  des  deux  ellipses, 
et,  en  vertu  de  l'équation  (Z>),  le  rayon  vecteur  de  leur 
point  d'insertion  est  égal  à  la  moitié  de  la  somme  de  ces 
grands  axes.  c.  q.  f.  d. 

2'\  Trouver  en  coordonnées  elliptiquesV  équation  d'une 
parabole  quelconque ,  tangente  à  une  ellipse  donnée ,  et 
dont  le  foyer  coïncide  a^^ec  Vun  des  foyers  de  l  ellipse. 

Soient 

P  CT 

p  rrr et       p  = t 

I  -h  cos  (9  —  a  )  '  I  -H  ^'  CCS  & 

les  é(|ualions  de  la  parabole  et  de  Tellipse  rapportées  à 
leur  foyer  commun.  On  aura  entre  les  indéterminées/^, 
a ,  et  les  constantes  cj  et  ^,  la  relation  trouvée  dans  le  pro- 
blème précédent 


.    ,  2  CT  (  I  —  c  COS  a  ) 

(1)  p  =z  ^ -. 

D'ailleurs  l'équation  de  la  parabole  développée  donne 

( 2 )  P  -f-  p . COS  0 . cos  a  -h  p  sin  0   s\na.z=  p. 

Soit  c  la  distance  du  centre  de  Fellipse  au  foyer;  et 
prenons  pour  coordonnées  ellipti(|ues  du  point  (^o,  0,)  les 
demi-axes  lrans\ erses  X,  |ut,  de  Fellipse  cl  de  1  hyperbole, 
bomofocales   à    Tellipsc  donnée,   qui    se  coupent  en  ce 


(  <i'  ) 

point.  Los  formulos  do  iransformaiiou  s<;ront 

p  cos  0  =  -^-\-  c,      r>  sin  0  =^  -  v/(>^  —  c')  (r'  — p») , 
c  c 

d'où 

p  =r  X  -f-  f/. 

I/ôquatioii  (2)  dcviondra  donc 

(3)  (^  4-  p)  +  ('Ld  4-  ^\  cosa  4-  ^v/(V-c^)(c'-p.')  =r  /> , 
d'où 

-  V  p'  H-  -^— ^     X  +  a)  -h  (X  -h  fx)^COS'a 
ï    £"  C 

^^^1  -h  2  X  u  1  I  —  ' J  4-  2  (X  +  u)  (c  cos  a  —  /;>) 

'  -}-/?'  -1-  c-  —  2  /jc  cos  a  =  o . 

Telle  est  l'équation  demandée.  Elle  détermine  pour  une 
valeur  donnée  de  l'angle  a,  quatre  paraboles  symétriques 
par  rapport  aux  deux  axes  ^  car  chaque  couple  de  valeurs 
de  X  et  de  f/  détermine  quatre  points  symétriques  par 
rapport  aux  deux  axes.  Ces  quatre  paraboles  satisfont  aux 
conditions  données^  leurs  axes  principaux  font  avec  l'axe 

des  X  positifs  les  angles  «,  a  -{ — ?  a  -f-  tt,  a  H ^• 

3".   Soient 

J^     \/i  —  sin'9.sin^«p  J^      yi — cos^ 9 . sin' <p  ' 

il  faut  prouver  que 

0         2 

log(4sinG  tangO)>o. 

Démonstration.   0' étant  positif,  l'inégalité  proposée 


(  6'^  ) 


revient  à  la  suivante  : 

0 


TT  *='  \cos9 


-0'log(sin'0)  >o, 


Or,  en  désignant  par  Q  la  série 

v^"°   ,       ,     l^3^  ..(2/7  — i)» 


[' 


^i'  +  r4  +  5^+--*-(î 


n  —  i).2«J 


on  a  la  relation  (Verhulst,   Traité  des  fonctions 
tiques j  page  isS) 

0  —  -  .  0'  iotç  (  — ^  1=0. 
L'égalité  qu'il  s'agit  de  démontrer  devient  donc 

Q  —  -  0Mog  (sin' 9)  >  o. 


ellit 


Or 


©'  = 


I ces'  G  -f-  — — -  cos<  9  4- . .  . 

2^  2^.4 

l'.3^  .  .(2/2— iV  , 

H :r-r. —. :—-  (cos'G)''-^.  ,  . 


22.4\ . .  {Q.ny 


] 


-  log(,  _  cos' 6)  =  cos^ 9  +  (£2!l^'  +  l£2!l?2' 

3 


2 

(ces' G)" 


On  a  donc 

2 


-0Mog(sin^9)  =  2     (cos^G)' 


X 


[ 


/?  /7    12' 


iV3' 

^   2^4= 


H- 


oc: 


I^3^ .,  (2/7  —  3) 
2^4^  . .  (2/7—  2) 

2^4^   .  (2/î)'    ^        M^  ^2      3 


] 


(  G.i  ) 


et,  par  conséquent, 


=0      .3      "îî 


X 


Q— ri-V.loi;(sin'G)>  V  V\ -ll(cos'G)'' 

(i4--4--^-f-...4--)--(  I  -f-  -^-f-'--+î ^ )     ■ 

[_\         2       .:>  nj        \  2.3  {2/î  —  'j'^^J  J 

Or,  quel  que  soit  le  nombre  entier  w,  la  difTérence 

est  toujours  positive;  la  série  qui  forme  le  second  mem- 
bre de  l'inégalité  précédente  est  donc  positive,  et  l'on  a 


0'  !og(sin'Q)^o. 


C.     Q.     F.     D, 


TROISIEME  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  596 

fvoir  page  9); 

Pau  m.   LEGRANDAIS, 
Elève  du  lycée  Louis-le-Grand  (classe  de  M.  Vieille). 


Par  le  sommet  A  d\m  triangle  plan  ABC  mener  une 
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droite  telle,  que  les  perpendiculaires  BB',  CC  abaissées 
respectivement  des  sommets  B  et  C  sur  cette  droite  for- 
ment deux  triangles  rectangles  ABB',  ACC  équivalents. 

Soit  le  triangle  ABC  dont  la  médiane  est  AM.  Je  dé- 
cris du  point  M  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  AM, 
un  arc  de  cercle  qui  coupe  BC  en  D.  Je  dis  que  la  droite 
AD  satisfait  à  la  question. 

En  effet,  ce  qu'il  faut  démontrer,  c'est  que 

BB'       AC 


ce       AB'  ' 
or  les  triangles  semblables  BB'D,  CCD  donnent 

BB-  __B'D 

Mais  si  je  mène  MH  perpendiculaire  à  AD,  le  point  M 
étant  le  milieu  de  BC,  le  point  H  est  le  milieu  de  B'C, 
et  l'on  a 

HB'=He; 

mais  le  triangle  AMD  étant  isocèle,  on  a  aussi 

AH  =  HD. 
Donc 

AB'  =  DC 
et 

AC'=:B'D; 

donc 

BB'  _  AC 
CG"'  ~  ÂF* 

c.     Q.     F.    D. 

Comme  l'arc  de  cercle  décrit  du  point  M  comme  cen- 
tre, avec  MA  pour  rayon,  coupe  BC  eu  deux  points  D  et 
D',  le  problème  admet  deux  solutions. 
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Lorsijiic  le  tri.uii^K;  ABC  est  ibocrle,  ces  deux  solu- 
lioiis  subsistent;  sculeniont  les  liiaDpJes  deviennent 
égaux. 

l.ors(|ii(;  le  triangle  est  reetanglc,  les  deux  triangles 
construits  par  la  méthode  piécédente  s'annuleni  ,  ear 
les  droites   AD    et   AD'   se  confondent  avec  les  cotés  du 


triangle. 


On  voit,  du  reste,  facilement  dans  ce  cas  que  le  pro- 
blème n'admet  pas  de  solution,  à  moins  que  le  triangle 
reciangle  nesoit  isocèle,  et  alors  il  en  admet  une  infinité. 

Lorsque  le  triangle  est  isocèle,  sans  être  rectangle, 
outre  les  deux  solutions  qu'on  trouve  pour  un  triangle 
quelconque,  et  qui  subsisterit  encore  dans  ce  cas,  il  y  a 
une  troisième  solution  donnée  par  la  droite  menée  paral- 
lèlement à  la  buse. 


FOR^IIILES  FONDAMEl^TALES  DE  L  ANALYSE  SPHÉRIOUE; 

Par  m.   VAiNNSON. 


Nous  nous  sommes  proposé  ,  dans  cet  article  et  quel- 
ques-uns qui  suivront,  d'élabljr  les  formules  fondamen- 
tales de  l'analyse  sphérique.  Les  personnes  qui  voudront 
étudier  d'une  manière  plus  complète  cette  branche  d'a- 
nalyse devront  lire  un  très-bon  ouvrage  de  M.  Borgnet 
intitulé  :  Lssai's  (T analyse  sphérique  [*).  Toutefois  notre 
juarche  diffère  de  celle  de  M.  Borgnet  en  ce  qu'au  lieu 
d  employer  la  mélliode  des  projections  nous  nous  ser- 
vons du  calcul ,  en  prenant  pour  point  de  départ  les 
formules   les   plus  usuelles  de  trigonométrie  sphérique. 

(*)  Voir  Nouvelles  Anunles,t.  M,  p.  -iy/i  ;  t.  VII  ,  p.  i  '17  ot   i;'!.      Tm. 
Àrn.  de  Mathémnt.,  t.  XVII.  (Février  i858.)  5 


(66) 
Nous  insisterons   sur   un  cas   qui   se  présente  fiéquem- 
ment  dans  la  discussion  des  courbes ,  cas  dans  lequel  les 
formules  générales  données  par  M.  Borgnct  ne  peuvent 
s'appliquer. 

Soient  deux  axes  obliques  se  coupant  au  point  O  sous 
un  angle  0  j  prenons  à  partir  du  point  O  deux  distances 


OA,  OB ,  égales  à  un  quadrant.  Pour  déterminer  la  po- 
sition d'un  point  quelconque  M  sur  la  sphère,  il  nous 
suffira  de  le  joindre  aux  points  A  et  B  par  deux  arcs  de 
grands  cercles  qui  couperont  les  axes  en  deux  points  P  et 
Q,  et  de  nous  donner  les  segments  OP  et  OQ  que  nous 
appellerons  les  coordonnées  obliques  du  point  M;  les 
points  P  et  Q  sont  les  projections  du  point  M,  et  les 
points  A  et  B  se  nomment  centres  de  projections.  Dési- 
gnons les  segments  OP,  OQ  par  x  ei  y^  par  a  l'angle  que 
fait  l'arc  OM  avec  Taxe  des  x,  et  proposons-nous  de  cal- 
culer en  fonction  de  x,y  et  Q  les  principaux  lignes  et  angles 
de  cette  figure.  La  résolution  du  triangle  AQO,  dans  le- 
quel on  connaît  deux  côtés  et  l'angle  compris,  donne 

tang  A  =  sin  Ô  tang  j  ; 
on  a  de  même 

d'où 

{■) 


tangB  =:  sin  9  tangx, 
langA        tangj 


tang  B 


(  «7  ) 
Si  dans  le  triangle  OMA  on  prend  la  valeuide  tangOM, 
on  tiouvc 

ta  ML' A 


sma 


on  a  par  analogie 

tangB 


d  où 

et,  par  suite, 


^  sin  (0  —  a) 


tangA  sin  a 


tang  B        sin  (0  —  a) 

tang  j  î-in  a 

tangx        sin  (  9  —  a) 


Si  dans  celte  formule  a  est  constant ,  ^  et  :*:  variables , 
elle  donne  l'équation  d'un  grand  cercle  passant  par  l'o- 
rigine et  faisant  un  angle  connu  avec  l'axe  des  X'^  si  l'on 
convient  de  représenter  pour  plus  de  simplicité  les  deux 
tangentes  par  Y  et  X ,  on  aura  pour  équation  du  cercle 
OM 

Y  — «X. 

On  peut  écrire  ainsi  la  formule  (i) 

Y  _  cet  MAB  _  /  tang  MBA\ 
X~cotMBA  ~~  \  tang  MAB/' 

Si  l'on  regarde  le  deuxième  membre  comme  constant, 
on  a  ainsi  l'équation  d'un  grand  cercle  mené  par  Torigine. 
De  là  résulte  ce  théorème  : 

Le  lieu  des  sommets  des  triangles  sphèrîques  ayant 
une  base  commune  (AB)  et  dans  lesquels  les  tangantes 
des  angles  à  la  hase  sont  dans  un  rapport  donné  est  une 
circonférence  de  grand  cercle  passant  par  le  pôle  de  la 
hase. 

5. 


le  même 


ainsi 


(C8) 

Les  iriangles  suppléinenlaires  donnent  un  ihéorènic 
inverse  : 

Si  des  triangles  ont  un  angle  commun  et  que  les  tan- 
gentes ries  côtés  gui  le  comprennent  soient  en  rapport 
constant,  le  troisième  côté  passera  par  un  point  Jixe 
situé  à  90  degrés    du  sommet  de  V angle  commun. 

Ce  dernier  théorème  sert  à  trouver  graphiquement  une 
tangente  qui  soit  quatrième  proportionnelle  à  trois  tan- 
gentes d'arcs  donnés. 

Le  triangle  BOP  donne 

la  ne;  ô 

tansBPA= ^, 

cos  .r 

tanizô 

tangBQA=: ^: 

cos/  ' 

C05J        tang  P 
cos.r        tang  Q 

Si  le  deuxième  membre  est  constant,  cette  équation 
donnera  le  lieu  du  point  M.  Il  serait  facile  d'y  recon- 
naître une  ellipse  sphérique  ayant  son  centre  au  point  O. 

Pour  fixer  la  position  d'un  point  sur  la  sphère  ,  on  le 
rapporte  le  plus  ordinairement  à  deux  axes  rectangu- 
laires. Ainsi  en  géographie  on  prend  pour  axes  l'équa- 
teur  et  le  premier  méridien,  et  le  point  se  détermine  par 
sa  latitude  et  sa  longitude;  maison  peut  aussi,  au  lieu  de 
l'arc  de  latitude,  prendre  pour  ordonnée  la  projection 
de  cet  arc  sur  le  premier  méridien.  Ce  second  mode  de 
détermination  a  l'avantage  de  donner  des  formules  symé- 
triques par  rapport  à  x  et  à  j^  et  plus  faciles  à  comparer 
avec  leurs  analogues  sur  le  plan.  Pour  distinguer  l'un  de 
l'autre  ces  deux  systèmes  de  coordonnées,  nous  appelle- 
rons les  premières  coordonnées  géograpJiiques,  elles  se- 


I 


(«9) 
«ondes  coordoruièas  i^coinctr/ffiws  •  la  l'ormul<;  pour  passer 
d'uii  syslènie  à  l'aiilre  se  trouve  aisénieiil  par  la  résoliiiioii 
d'un  triangle  rectangle^  et  si  l'on  appelle  y  la  lalitude  et 
^  sa  projection  sur  le  premier  méridien  ou  axe  des  Y,  on 
liouve 

tangr  =  tangY  cos.r , 

X  étant  la  longitude  du  point. 

11  y  a  un  cas   particulier  où  les  coordonnées  géomé- 
triques  ne  détermineraient   pas  le   point.    C'est  quand 

j:  =  -<,  alors  Y  égale  aussi  -•>  et  les  deux  arcs  perpendi- 
culaires aux  axes  qui  donnent  en  général  la  position  du 
point  par  leur  rencontre  se  confondent  dans  ce  cas  par- 
liculier.  Il  faut  donc  se  donner  la  latitude  du  point  pour 
lixer  sa  position. 

Problème.   Cotuiaissant  les  coordonnées  d\in  point 
rapporté  à  des  axes  obliques ,  trousser  sa  dis  lance  à  Vot 


1  igine. 


On  a  déjà  trouvé  (p.   67) 


tanL^OM—     .'^■■, 
sma 

or 

lang  A  =  sinQ  tangj. 

D'ailleurs  Téquation  trouvée  plus  haut 

tangjr  sin  a 

tango:        sin  (9  —  a) 

tang/  sin  9 


donne 


lang  a  = 


d'où 


sin  %  =. 


tang X  +  lang/  cos9 


tang  r  sin  9 


y'tang-j  -h  langea:  -f-  2  tangr  tangx  cosO 


(  70  ) 
Substiluant  ces  valeurs   dans   l'expression  de   taug  OM, 
on  a 

tang^  OM  =  tung^/  -f-  tang^  x  -\-  i  tangj  tangj:  cosO 

ou  ,  plus  simplement, 

Y'  4-  X'^  +  2  XY  COS0  =  r\ 

X,  Y,  /•  représentant  des  tangentes  j  si  r  est  constant,  Y  et 
X  variables,  on  aura  l'équation  d'un  petit  cercle  ayant 
son  pôle  à  l'origine  et  rapporté  à  des  axes  obliques*,  si 

G  =  90*», 
on  aura 

Y^  +  X'^  =  /•% 

comme  sur  un  plan. 

Problème.  Trouver  V équation  d^ un  ^rand  cercle  qui 
coupe  les  axes  à  des  distances  connues  de  V origine  (a 
etp). 

Soient  A  et  B  les  traces  du  cercle  donné ,  prenons  un 
point  M  sur  ce  cercle^  soient  P  et  P'  les  centres  de  pro- 
jections .,  N  la  projection  de  M  sur  l'axe  desj^,  N'  sur  l'axe 
des  X.  Le  triangle  AOB  coupé  par  l'arc  transversal  pro- 
jetant NMP  donnera  (*) 

sin(p— j)        1        siaMB_ 


de  même 


sin/  ces  a    sm  MA 

sin  (a  —  x)        I        sinMA 
sin  .r.  cos  ê    sin  ]MB 


t'équalio»!  ox|irimo  \o  llK-oicmc  de  Ftulcmce  sur  !a  transversale.       Tsîi 


(  7"  ) 
Si  nous  inniliplions  c'cs  ('•qualious  membre  à  meml)ie, 
nous  trouvons,  en  simplifiant, 

tang  6  tang  a 
ou 

Y  X 

o  a 

les  lettres  X  ,  Y,  a,  6  représentant  des  tangentes.  La  for- 
mule est  démontrée  pour  des  axes  quelconques.  On  peut 
aussi  récrire  sous  cette  forme 

y  =z  Ax  -h  b  ^ 

A  représentant,  si  les  axes  sont  rectangulaires,  la  cotan- 
gonte  en  signe  contraire  de  l'angle  formé  par  l'axe  des  x 
avec  un  arc  qui  projetterait  l'origine  sur  la  circonférence 
donnée.  L'équation  de  cet  arc  projetant  serait  donc 

I 

•^  A     ' 

si  l'on  cherche  l'intersection  de  deux  arcs,  puis  la  dis- 
tance de  l'origine  au  point  de  rencontie  ,  on  trouvera,  en 
appelant  D  la  tangente  de  cette  distance, 


V/H-A' 


D'où  l'on  voit  que  l'équation  d'une  circonférence  de  grand 
cercle  éloignée  de  l'origine  d'un  arc  D  sera 


r 


=  AxdzD  s/i  -h  A\ 


Si  A  varie,  D  restant  le  même,  ce  sera  l'équation  d'une 
tangente  quelconque  à  un  cercle  dont  le  centre  est  à  l'o- 
rigine, D  lepiésentant  la  tangente  de  la  distance  polaire 


{  7^  ) 
ot  A  la  cotaDgcrite  en  signe  contraire  de  l'angle  forme 
par  l'axe  des  x  et  Tare  qui  va  du  pôle  au  point  de  con- 
tact. Si  l'on  considère  alternativement  les  deux  signes, 
on  aura  les  équations  de  deux  tangentes  menées  aux 
extrémités  du  même  diamètre;  enfin  si  Ton  cherche  leur 
point  de  rencontre  ,  on  trouve  x  =  (x>  ,  ce  qui  fait  voir 
que  le  point  de  rencontre  est  à  go  degrés  de  l'origine. 

Pour  achever  de  connaître  ce  point,  il  faut  donc  avoir 
la  tangente  de  sa  latitude  :  on  trouve  aisément  qu'elle 
est  égale  à  A. 

Remarque,  Connaissant  les  coordonnées  du  pôle  d'un 
grand  cercle,  on  peut  en  déduire  la  valeur  de  a  et  h. 
x\y'  désignant  les  tangentes  des  coordonnées  du  pôle  ,  on 
a  évidemment 

a~-.L       h  —  —  —^ 

oc'  y'  ' 

ce  qui  permet  de  représenter  une  circonférence  de  grand 
cercle  par  l'équation 

y  y'  -\-  xx'  —  I  rr=  o. 

(BaRGNET.) 

L'équation  d'une  circonférence  de  grand  cercle  passant 
par  un  point  donné  sera  évidemment 

y  -^y'  ^K[.r   -^x'). 

Cette  écpiation  ne  s'applique  pas  au  cas  où  le  point  donné 
serait  à  90  degrés  de  l'origine  ,  alors 

x'  =^y'  ~  ce  , 

et  il  faut  se  servii-  de  la  latitude  du  point  M  que  j'appel- 
lerai /.  Pour  cela,  considérons  le  tiiangle  POP'  formé 
par  les  dcMix  centres  d<^  projection  etrorigine.  Il  est  coupé 


(  1^  ) 

[).'U'  I  arc  donné  au  {)oiiit  Al  (!MP  est  éj^al  à  /)  ,  et  ot»  a  par 

FiG.  ?.. 


le  théorème  des  transversales 


sin/ 


sin  rt     cosS 


ou 


sin  (ô  —  /)     ces  a     sin  6 
sin  / 


tangS 
tanua 


sin  (9  —  /) 
L'équation  demandée  sera  donc 

j  m  A  .r  -h  ^  , 

4  ,  sin  /  .        ,  ... 

A  représentant   . — ,- 7,  ou  simplement  tancr  /  si  les  axes 

^  sin(0  —  /)  ^  ^ 

sont  rectangulaires.  Si  donc  plusieurs  circonférences  ont 
un  point  commun  situé  à  90  degrés  de  l'origine,  le  coefïi- 
cient  de  x  sera  le  même  dans  leurs  équations  et  ce  coeffi- 
cient sera  la  tangente  de  la  latitude  du  point  commun, 
les  axes  étant  rectangulaires.  Ce  système  de  circonférences 
sera  donc  Tanalogue  d  un  système  de  droites  parallèles  sur 
un  plan. 

L'équation  d'une  circonférence  de  grand  cercle  passant 
par  deux  points  sera  en  généial 


y —Y 

X  —  x' 


y 


y 


X 


X 


Si  le  deuxième  point  est  à  90  degrés,  l'équation  sera 

y  —  r'  =:=  A  (  ^  —  x'  ) , 


(74  ) 

A  désignant  la  tangente  de  la  latitude  du  deuxième  point 
si  les  axes  sont  rectangulaires,  et,  dans  Je  cas  général, 

sin/ 
sin  (9  — /)' 

Nous  allons  faire  l'application  des  formules  précédentes 
à  quelques  problèmes  et  théorèmes. 

DèJiniUon.  Etant  donnés  deux  points  A  et  B  sur  une 
sphère ,  si  l'on  prend  sur  l'arc  qui  les  joint  un  troisième 
point  O  déterminé  par  l'équation 


X  — .r' 


m 
—  > 


x"  —  X         n 

X,  x',  x"  étant  les  tangentes  des  abscisses  des  trois  points, 
ce  troisième  point,  quand  le  rayon  de  la  sphère  devient 
infini ,  partage  évidemment  la  ligne  A13  dans  le  rapport 
de  m  à  n.  Cela  posé,  nous  dirons,  pour  abréger  quel- 
ques énoncés,  que  ce  point  O  partage  l'arc  AB  suivant  le 
rapport  sphén'que  de  m  à  n.  On  tire  de  l'équation 

mx"  +  nx' 

X  '::^:^  • 

m  -\-  n 

On  voit  aisément  que  la  même  relation  existe  poui*  les  or- 
données ,  en  sorte  ({ue 

y  —  ^!2llzL^. 

m  -H  II 

Théouèime.  Si  l'on  diuisc  les  trois  côtés  c,  b,  a  d^un 
triangle  sphérique,  le  premier  siu\'ant  le  l'apport  sphé- 
rique  de  m  rz  n,  le  deuxième  siii^atit  le  rapport  de  p  àm, 
le  troisième  sm\^ant  le  rapport  de  n  à  p  -,  si  Von  joint  en- 
suite chaque  point  de  diwision  au  sommet  opposé ^  les 
trois  arcs  ainsi  obtenus  concourent  au  même  point. 

Le  calcul  se  fait  identiquement  comme  sur  un  plan.  Il 
suffit  d'écrire  les  équations  des  trois   arcs  ramenées  à  la 


(  ?.'''  ) 

forme 

A.r-}-Bjr  +  C  =  o. 

l'ii  ajoutant  loin  s  premiers  membres,  on  trouve  idenli- 
quement  /,éro  ,  ce  (|ui  piouve  que  les  trois  eircoiifereiices 
ont  un  poiiil  commun. 

On   trouve,   pour  les  coordonnées   du    point   de   ren- 
contre , 

_  wx'  -h  nx"  -h  px'"  wy'  H-  ny"  +  py'" 


/;/  -\-  n  -\-  p  m  -\~  Il  -\-  p 

Les  mêmes  formules  s'appliquent  sur  un  plan  j  si ,  j)ar 
exemple,  on  mène  dans  un  triangle  les  trois  bissectrices, 
on  voit  que  les  trois  nombres  ni^  // ,  p  seront  alors  les 
trois  côtés  a,  />>,  c\  on  aura  donc  pour  les  coordonnées 
du  centre  du  cercle  inscrit  à  un  triangle  recti ligne 

^  _  a.T'  +  b.v"  +  ex'"        ^        ay'  +  by"  -f-  cy'" 


a  -\-  b  -\-  c 

S'il  s'agissait  du  centre  d'un  des  trois  cercles  exinscrits, 
il  suffirait  de  changer  le  signe  du  côté  qu'on  n'aurait  pas 
prolongé. 

Si  dans  la  formule  relative  à  la  division  d'un  arc  sui- 
vant le  rapport  sphérique  de  m  à  /i  ^  on  suppose  ni  =  n  ^ 
on  trouve 

2  2 

et  dans  le  problème  suivant  si  nous  faisons 

m  =z  n  r=  p  ^ 


on  H'ouve 


x:^-^-^-^^-,  x-^'-^y 


3  3 

Nous  appellerons  par  analogie   le   point  ainsi   obtenu 


(76) 
centre  sjyhériquc  des  moyennes  distances  pour  deux  ou 
trois  points.  En  général ,  nous  appellerons  cenlie  sphé- 
riquc  des  moyennes  distances  d'un  système  de /i  points, 
le  point  déterminé  par  les  deux  équations 


X  = 


2(x') 


2(j') 


TnÉORÈiME.  Étant  donné  un  système  de  points  sur  la 
sphère,  si  l'on  joint  le  centre  spliérique  des  deux  pre- 
miers au  troisième^  qii  on  divise  l'arc  obtenu  dans  le 
rapport  sphcrique  de  \  à  i^  qu'oti  joigne  le  point  trouvé 
au  quatrième  des  points ,  puis  qu  on  divise  Varc  de  jonc- 
tion dans  le  rapport  sphérique  de  i  à  3,  et  ainsi  de  suite, 
on  trouvera  aisément  pour  fixer  la  position  du  dernier 
point  les  équations 


l{x') 


Y  = 


2f/) 


Ce  point  est  donc  le  centre  spliérique  du  système  de 
points^  ce  centre  reste  donc  le  même  dans  quelque  ordre 
qu^on  prenne  les  points. 

Si  l'on  détermine  d'abord  le  centre  spliérique  des 
moyennes  distances  de  m  points ,  puis  le  centre  des  n  —  m 
qui  restent,  qu'on  joigne  ces  deux  points  par  un  arc  de 
grand  cercle,  enfin  qu'on  partage  cet  arc  suivant  le  rap- 
port spliérique  de  m  à  (^  —  m)  ,  le  point  de  division  sera 
encore  le  centre  sphérique  des  moyennes  distances  des  n 
points  donnés. 

Théorème.  Étant  donné  un  système  de  n  H-  i  points^ 
si  Von  joint  V un  quelconque  d'eux  au  centre  spliérique 
des  moyennes  distances  de  tous  les  autres  ,  on  obtiendra 
ainsi  n  H-  ï  arcs  de  grands  cercles  qui  passeront  ])ar  un 
point  commun. 

Cela  résulte  comme  conséquence  du  théorème  précé- 
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(Iciil.  ()ii  jx'iil  aussi  le  (UMiionlici- (Jlrcclcinciit  j)ar  un  cal- 
cul ircs-siniplf.  Soil  Xi  la  laii^ciilo  de  Tabscissc  du  (m  nlrc 
do  loul  le  systùmo  et  X^  pour  relui  de  n  points,  on  auia 

Ao  = > 

n  n 

de  même 

_r  («  +  .)-/ 

X  0  —  -  • 

I/e(|ualion  du  ecrele  passant  par  le  eentie  d(^  n  points  et 
par  le  [n  -f-  i )"'""'  sera  donc 

y  —  x'  _  Y.  —  j,  ^ 

eeiele  (|ui  passe  évidemment  par  le  point  dont  les  coor- 
données sont  Y' et  X'.  c.    Q.    F.    D, 

La  suite  prncîiainnncnt. 


QUESTION  D'EXAMEN. 


SUR    LE_  NOMBRE    DE    POIINTS    QUI   DÉTERMINENT 
UNE    COURBE    DU    SECOND    DEGRÉ. 

En  exprimant  que  les  deux  axes  a^  h  d'une  ellipse  de. 
viennent  égaux  entre  eux,  on  a  une  circonférence  qui  se 
détermine  par  trois  points.  De  sorte  que  l'égalité 

a  —  b  :=  o 

équivaut  à  deux  conditions  déterminantes.  Il  en  est  autre- 
ment dans  riiyperbole,  l'égalité  des  axes  n'équivaut  plus 
qu'à  une  seule  condiiion.  C/cst  ce  qu'on  a  proposé  d'ex- 
pliquer. 

Cela  tient  «à  ce  que,  dans  le  cas  de  l'ellipse,  le  premier 
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iiicinbrt'  df  1  équation 


rst  la  somme  de  dt-iix  carrés  précédés  du  mémo  signe,  et. 
en  (  onsérjuence,  léqualion  se  partage  et  donne  lieu  à 
deux  relations  entre  les  coefficients  de  l'équation  géné- 
rale du  second  degré.  Il  n  en  est  plus  de  même  pour  ITiy- 
prrbole. 

En  effet,  la  réduction  de  l'équation  générale  du  second 
degré 

A  r'  -+-  B  .rj-  H-  C  J--  -h  D  V  -f-  E  X  -h  F  =:  o  , 

par  la  transformation  des  coordonnées,  montre  que  les 
axes  de  Tellipse  représentée  par  cette  équation  sont  entre 
eux  comme  les  fonctions 


(A  ~  C)  +  v/(A  — C)'-hB% 


(A4-C;  -  v,A  — C)^-|-B% 

et  que  le  rapport  de  deux  axes  de  l'hyperbole  est  égal  au 
rapport  de  ces  deux  fonctions  changé  de  signe. 

11   sVnsuit  (|ue  l'égalité  des  deux  axes  de   IVllipse  est 
exprimée  par  léquation 

(A  — C)=4-B^  =  o, 

qui  donne  les  deux  conditions 

A  —  C  =:  o ,      B  =  G , 

tandis  que  1  égalité  des  axes  de  Ihvperbole  exige  seule- 
ment qu'on  ait 

A-f-  C  =  o. 

G. 
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SECONDK  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  19!i 

(voir  l,  XI,  p.  198}  ; 

Par  m.   I..   DKWIILF. 


On  donne  trois  cercles  Ci,  Ca,  C:i\  on  trace  trois  non- 
veaux  cercles,  P,  ayant  même  sécante  commune  que  Ct 
et  Cj,  et  coupant  C,  ortliogonalement;  de  même  P,  etPj. 
Démontrer  que  ces  trois  nouveaux  cercles  ont  même  corde; 
(réelle  ou  idéale)  commune  ou.  môme  axe  radical. 

Traçons  le  cercle  orthotomique  O  aux  trois  cercles 
donnés,  ce  cercle  est  aussi  ortliotomique  aux  trois  nou- 
veaux cercles.  Leurs  axes  radicaux  passent  donc  par  son 
centre. 

Le  centre  de  P,  se  trouve  à  rintersection  de  la  droite 
C,  Cs  avec  la  corde  y^  y^  commune  à  Cj  et  à  O. 


(  8o  ) 

On  trouve  de  même  les  ((mUics  thî  P,  cl  de  P3.  Il  faut 
démontrer  que  ces  trois  points  sont  en  ligne  droite. 

Projetons  la  figure  de  manière  que  la  droite  P,  P,  passe 
à  r infini. 

yjy,  deviendra  parallèle  à  CtCj  et  CjO  sera  perpendi- 
culaire à  CjCs. 

yi^a  deviendra  parallèle  à  CjCs  et  C2O  sera  perpendi- 
culaire à  CiCg. 

O  deviendra  l'iniersection  de  deux  hauteurs  du  nou- 
veau triangle;  donc  la  projection  de  CgO  sera  aussi 
perpendiculaire  à  C,C|   cl  Pj  passera   aussi   à   Finfini. 


Donc,  etc. 


Remarques. 


I®.  C,,  Cs,  Cs,  7i,  y,,  7$  forment  deux  triangles  po- 
laires réciproques.  Les  droites  qui  joignent  les  sommets 
opposés  se  coupent  en  un  même  point,  pôle  de  la  ligne 
P,  P3  par  rapport  au  cercle  orlholomique  O. 

2°.  Les  points  C,,  Cs,  C3,  yj,  y^,  ys  sont  sur  une  même 
conique,  ce  qui  donne  ce  théorème  :  Les  sommets  de  deux 
triangles  polaires  réciproques  sont  sur  une  même  co- 
nique. 

3^.  Les  côlés  des  deux  triangles  forment  un  hexagone 
circonscriptible  à  une  conique. 

On  peut  arriver  à  une  solution  aussi  simple  par  l'ana- 
lyse. Les  trois  axes  radicaux  de  P1P2P3  passent  en  O. 

Soit  (j;  =  o  l'équation  homogène  du  cercle  orlholo- 
mique O;  soient  0:0/0-05  x^y^z^y  x^jtZi  les  coordon- 
nées des  trois  sommets  du  triangle  CjCjCs,  et  posons 


•^0  ^0  ^0 


=    A. 


Les  équations   des   lignes   C,  C2,    C1C3,   CjCs,    yiyi-, 


(  Hl  ) 


d 


dx^  dy\  dza 

dm  (la  (Ira 


<^/x,  dy^ 


dZi 
d< 


d(p  d(p  a  a> 

a.rj  r/|',  r/3, 


4'l 


X 

dx^ 

4- 

-h 

dà 

dzo 

dA 

dxi 

-f- 

dà 

dy, 

+ 

dA 
dz^ 

dà 

dA 

dA 

X 


d.Tj  dy^ 


dz. 


Z  =:z  O 


Appelons  x' y' z' ^  x"y"z'\  x'" y'" z'"  les  coordonnées  des 
poinls  P,,  P2,  Ps,   et  faisons 


D  = 


x'  y'  z' 

x"  y"  z" 

.r.1"  ^'i>  ^"' 

X  y  z 


La  condition  ponr  que  les  trois  points  Pj,  P,,  Pg  soient 


on  li^nc  droite 


r/D      dï)         r/D  r/D  r/'D 


dx'"     dy'         dx'  dy'' 


dx'"  dy' 


OU 


D  =  o, 


équation  qui   se   vérifie,   mais  par  des    calculs  un  peu 
longs. 


\nn.  de  Malhênial.,  l.  XV  II.  (  Mars  i85S  .  ) 


(8.  ) 
SECO\nE  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  319 

(  voir  t.  XVI,  p.  385); 

Par  m.   L.   DEWULF. 


Soient 
(i)  T(x\x,z)=:zo 

l'équation  de  la  surface, 

{  2  )  X  cos  a  -i-  /  cos  p  -4-  2  cos  7  —  ^  =  o 

l'équation  du  plan  P, 

(3)  .._x')g  +  (^-r')5  +  (^-^')ï  =  o 

l'équation  du  plan  tangent  à  la  surface  en  un  point  x'y'  z\ 
Si  ce  point  est  dans  le  plan  (2),  l'équation,  de  ce  plan  (2) 
pourra  se  mettre  sous  la  forme 

(4)  (.r  —  ^')  cosa  -f-  (/  —  j')  cosp  +  (z  —  z')  COS7  =  o. 

La  projection  de  l'intersection  des  plans  (3)  et  (4)  sur 
le  plan  des  xy  aura  pour  équation 


(5)    < 


,•  /rfF  dF  \ 


Cette  équation  représente  la  projection  de  la  tangente  à  la 
courbe  I  au  point  x'y' z\  ou  aussi  la  tangente  à  la  projec- 
tion de  la  courbe  I  sur  le  plan  xy  en  un  point  x'y' ,  La 
tangente  à  la  courbe  I'  au  point  x' y'  est 

(6)  (x-x')g  +  (r-^')J  =  o. 


(  8:i  ) 

Si  les  ('(jualions  (f))  ot  (())  soiil   idciilicjiuvs,  la  projection 
de  I  (Si  laiii^ciuc  à  I'  aux  points  où  1  coup»;  le  pl.iri  <]c  1/, 

tM  celle  idenlitc  a  nen  si   -— =  o  pour  hs  coordoiiuees  de 

ces  points. 

Dans  le  (as  particulier  des  surfaces  du  second  degré,  si 
P'  est  un  plan  principal,  les  plans  tangents  à  la  surfac:e 
on  un  point  (juelconcjue  de  rinlerseclion  de  la  surface  et 
d(*  P'  sont  perpendiculaires  au  plan  P',  et  par  suite 
dV 
.7?  =  ''• 


SUR  LA  THEORIE  DE  DEIX  CONIQUES; 

Par  m.   g.   SALMON. 


(1  est  à  M.  C.ayley  que  je  dois  beaucoup  de  ce  (pii  suil. 

1 .  Soient  les  équations  des  deux  coniques 

U,  =■  ax^  -h  by'-\-  cz'-  -\-  ?.  dyz  -H  o.cz-r  -j-  nfxy  r=z  o , 
V^z=ia'  x^-\~  h'  r-  -^  c'  z""  -^  2.  d' jz  -f-  -?.  e'  z.r  -f-  2./'  xy  =  o  . 

(Pour  les  équations  homogènes  dont  nous  ferons  us^ge, 
voir  Nou^^cUcs  Annales^  t.  XM,  p.  294.) 

2.  Trouver  les  équations  des  cordes  <rinterseclLori  des 
deux  coniques. 

On  sait  que  l'équation 

U,  -h  ÀU2  =.  o 

représente  une  conique  qui  passe  par  les  quatre  points 
d'intersection  de  Ui  de  U2.  Maintenant  il  s'agit  de  dé- 
terminer À  tel,  rpie  celte  équation  soit  décomposahle  en 
deux  fadeurs  linéaires.  Il  est  évideni  (pie  la  déterinina- 

(i 
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lion  doit  dépciKlrc  d'une  ('({iialion  du  troisième  degré. 
Car  par  quatre  points  A  ,  l>,  C,  D  nous  pouvons  tiier 
tiois  svstènics  de  deux  lignes  droites  A15,  CD-,  AC,  1)1)^ 
AD,  BC.  La  eondition  que  U,  soit  déeomposable  en  de 
tels  facteurs  est 

^  =  abc-h  idcf—  ad'  —  hc-'^cf  —o  (*). 

Nous  trouverons  la  condition  (jue  Ui  H- UX2  soit  ainsi 
déeomposable,  en  substituant  pour  r/. ,  (L-^\a\  pour  h  ^ 
h-\-\h' ^  etc.,  et  la  condition  sera 

où  (comme  c'est  évident  par  le  théorème  de  Taylor) 

d\         ,,d\  ,d\  „r/A  ,d^  d\ 

da  do  de  dd  de  ci/ 

OU  bien 

e  =  a'  ibc—d')  +  b'(cn  —  c')-hc'{nb—/') 

+  2r/'  {ff—  ad)  ^ie'  [fd  -  br)  -+-  if  [de  -  cf) , 
l'—a'  b'c'  H-  ^.d'c'f  ~  a'  d''-  -  b' e''^  —  c' f'\ 
r/A'         ,  d^' 

3.  Les  coelîicients  A,  0,  ©',  A'  sont  des  invav'iaiHs 
(t.  ^VI,  p.  40^)?  c'est-à-dire  c[ue  le  rapport  mutuel  de 
ces  quantités  ne  change  pas  quand  on  transforme  les  équa- 
tions Uî  ,  Ug  en  prenant  de  nouveaux  axes  {juelcon(|ues. 
Car  si  l'équation 

U, -h)^U,  =  o 

représente  dt^ux  lignes  droites,  elle  ne  cessera  pas  de  les 
représenter  quand  on  transforme  les  équations  comme 

(*)  ^ q'w  Nouvelles  Annales ,  t.  1,  p.  /jgi.  Tm. 

(*^)  On  trouve  cette  équation  clans  l'admirable  opuscule  de  M.  Lamé 
sur  les  mcthodcs  (i8i8);  germe  qui  a  été  très-fécondé.  Le  principe  de 
Harvev  omnc  v'ivum  ex  oi'o  sovéritio  pnrtoiU.         Tm. 
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i>ii  voudra,  p.ncc,'  (|uc  nulle  haiisloniialiou  de  cooidon- 
iK'cs  i\v.  cliango  A.  II  faut  donc,  (juand  on  cIkmcIic  les  va- 
leurs de  1  pour  Ic'sijuclles  Ui  4-^  Uj  reprcscnlc  deux  lignes 
droites,  (jne  Ton  liouve  toujours  les  mêmes  valeuis  de 
^  (juels  (jue  soient  les  axes;  d'où  il  suit  ([U(î  Téqualion 

A  -f-  X  W  -f-  A-  (-)'  -h  >•  '  A'  =z  o 

a  toujours  les  mêmes  racines,  quelles  que  soient  les  formes 
<le  U,  et  Uj,  d'où  nous  avons  déduit  les  fonctions  A,  0, 

e',  A'. 

4.  Pour  faire  voir  l'usage  (|ue  Ton  peut  tirer  de  ce 
principe,  nous  chercherons  la  condition  (duc  à  M.  Cayley 
et  d'ailleurs  très-diiïicile  à  trouver)  pour  qu'un  triangle 
soit  inscrit  à  la  conique  U,  et  circonscrit  à  U^  ('*'). 

Si  cela  est  possible  et  si  nous  appelons  x,j^,  z  les  équa- 
tions des  côtés  d'un  tel  triangle,  il  sera  possible  d'écrire 
Ui  ,  Uo  sous  les  formes 

U,  =  2  (xy  H-  yz  +  z^-J  =  o , 

Xjj  =  /"A''  -h  nr y^  •+■  /^^  z'  —  2  iruxy  —  imnyz  —  inlzx  =  o. 

{Voir  t.  XM,  p.  3o7  et  3o8.) 

Dans  ce  cas,  nous  avons 

Azr:2, 

0——  (/-h  ///  -h/^)-■, 
C-)'=  d^lmn  [l  -i-  //i  -\-  /f)  y 

et,  par  conséquent, 

e'^  =  4(-)A'. 

Mais  parce  que  0,  0',  A'  sont  des  invariants  ,  cette  rela- 
tion subsiste  toujours  quels  que  soient  les  axes   (u"  3). 

(*)  \()'w  Nom  cils  Jinn.ilc!;,  \.  \\\,  y.    \m  ,         I'm, 


(  8«  ) 
Ainsi  laconclilioii  cheirhéc  est 

r      a(b'c'  -d'^)+h[c^a'  -c'-^)-^e{a'  b'  -J'-')  -\' 

^id[c'f  -a'  d')-^'2.e[f'  cV  -h'  a') 
1+ ',.f(d' e'  -  c' f  )  J 

z=./^{a'  b'  c   ~\--i  d'c'f  —  a'  d"  —  b'  c'^  -  c'f") 
X  \a'  {bc  -d')-\-  b'{ca  —  6-)  -t-  .  .  .]. 

5.  Ti'oui^er  la  condition  pour  que  les  coni(juos  Uj  ,  Uj 
se  touchent. 

Nous  avons  dit  que  par  quatre  points  A,  B,  C,  D  on 
peut  faire  passer  trois  systèmes  de  deux  droiles  AB,  CD 5 
AC  ,  BD;  AD,  BC.  Mais  si  les  points  A,  B  coïiieident, 
deux  de  ces  systèmes  aussi  deviendront  jdejiti([ues ,  sa- 
voir :  AC,  BD;  AD,  BC.  Dans  ce  cas  donc,  il  faut  que 
l'équation 

ii  -V-  A 0  4-  V  0'  H-  A'  A'  =  o 

ait  deux  racines  égales.  La  condition  est 

0i0'î  +  i8AA'00'  =r  3A-' A'--h4A0'^  H-  4a'0\ 
(3.   Si  Féquation 

représenle  deux  droites  ,  on  aura 

A'  =  G, 

et  l'on  voit  que  la  condition  pour  (jue  lune  ou  1  autre  de 
ces  droites  touche  IJj  est 

&'  z=z  4  A0', 

c'est  aussi  la  condition  poni'  que  l'équation 

A  +  A  0  -h  A^  0'  =  O 

ait  deux  racines  égales. 

7.    Si    Ut;  est   un    carr(''    paiiail    {/:r -h ///)" -f- /i^)' ,  on 


1 


(  8"  ) 
iroiiNcijiic  (l.iiis  ce  cas   on  aura 

A'  ==  O,        C-)'  =:=  O. 

L(.'(|iia(lillutèr(î  AlîC'iD  S(M'hangc  cii  un  trian^'lo dont  deux 
<ôlcs  soiil   l(\s   laiigciUcs  aux  poiiils  d  inU;rsecUon  dv.  la 
droit*'  /.r  -f-  ///)   -f-  nz  —  o  el  de  la  ('oin(|ue  U,  =  o. 
Détenuinous  X  par  réqualion 

A  -f-  \0  =  o  ; 

nous  iroiivous  (|uc  réquatioii  de  <es  laiigentes  esl 

0 II,  —  A  ( /.r  4-  /;/ )  -+-  /iz Yzzz:o[*). 

Mais  si  0  :i=:  o,  celle  équation  esl  réduite  à 

[l.c  4-  ///>  4-  /fz  f  =  o  , 

d'où  nous  voyons  (|ue  dans  (C  cas  la  droite  Ix -h iny  -h fiz 
touche  la  conique  U,.  La  condiliou  donc  pour  que  la 
droite  /x  -h  ff{/  H-  nz  louche  U,  est  0  =  o ,  ou  bien 

fis  (Il  (Il  dà  fia  ,     dA 

(1(1  ((()  (le  (In  (le  (Ij 

ou 

P  (  ^f  —  d']  -h  //r  (rrt  —  ('-)  -h  //'^  (  ah  — f'  )  -f-  i>.  w/i  (t/—  «r/) 
-h  2  ///  (/-/  —  ^6')  -f-  3  ////  (r/f  —  cf)  rr.  o  (**  ). 
Pour  abréger,  nous  écrirons  celle  condition 
A /'  -h  B  m'  H-  C /i  -i-  2  D  w/<  -h  2  K  ///  -f-  2  F Z/^/  .—  o. 

8.  Si  ,^,  V7,  i^  sont  les  coordonnées  d  un  point  de  la  po- 
laire récipro({ùe  de  la  conique  Li  (prise  par  rapport  à 
x'^  -h)  '-h  :3"\=  o) ,  nous  trouverons  l'équation  de  cette  po- 

(*)  Car  Ton  a  U,  -h  /  U,_.  ^=^  o.         Tm. 
(**)   Voir  A'o«  v//o  Annales,  t     11  ,  p     io8: 


(tu  fih 


Iw 


(  ««  ) 

lairo  iccipro(|Uu  en  oxpiimaiit  la  coiiclitioM  (jLie   la  dioitc 
x^~\-yr, -\-z^  louclio  Ui-  L'équalion  est  donc 

où  A,  13,  etc.,  ont  la  signification  que  nous  venons  d  cx- 
pli(|uer. 

9.  On  a  les  relations  suivantes,  savoir: 

BC—  D^  =  Art,  CA—  E^=:iA6,  AB  — F=:Ac, 

EF  —  AD  =  \d,       ï{y  —  BC  —\c,       DE  —  AB  =  A/(**), 

d'où  nous  voyons  que  la  polaire  réciproque  de   la  réci- 
proque est  AUi ,  comme  cela  doit  être. 

10.  Cherchons  maintenant  l'équation  de  la  polaire  ré- 
ciproque de  la  conique  Ui  -h  XUa- 

Il  faudra  dans  l'équation  2i  (n"  8)  substituer  pour  a^ 
a  -f-  Art',  pour  h  ^  b  -^lb\  etc.,  et  on  trouvera 


Âa> 


Vl,z=o, 


ou 


*i>  =  (bc'  -h  0'  c  —  -idd')  P  -h  ( ca   -h  ac'  —  icc) rr 
-^[ah'  -^  ha'  —  iff  )'Q  ^i[ef'  -^  c' f  —  ad'  —  a'  d)  n\ 
-h  2  [fd'  4-  df  —  be'  —  b'  e)ll 
~h  2  {de'  -\-  d'  e—  cf  —  e'f)  In- 

On  obtient  Sa  en  accentuant  rt,  Z>,  c,  etc.,  dans  Sj. 

il.   On  sait  que  l'équation 

2,  -}-  X<l>  -j-  A^  i;;i  =  o, 

qui   contient  le  paramètre  À,  représente  une  courbe  cpii 
louche  toujours 


(*)  Voir  Nouvelles  Aiuiulcs,  Polnii  <  <>  rrvi/n  oqua.  \y\ 

(**)   \ oiv  %Hnrll<\<  .innnl(s,   t.   I,  p     .\c,o.  Jm 


à 


(  «9  ) 

iMais  parce'  (juc  I  ('(jikiiIimi 

I  ('j)ios(Mil('  un  syslLMiH'  (Ic  coiiiqucs  passant  par  (jualrc 
[)oiiits,  lo  système  réclpicxjiic 

I,  4-  ).<I>  -f-  X'^,  =r.  o 

ii'|)rés(;nUra  un  système  de  eoniques  touchant  (juatre 
ilroites.  Il  faut  donc  (jue 

repi'éseule  ces  quatre  tangentes  counuunes  de  Si  et  Si- 
La  forme  de  ré(|uation  fait  voir  (|ue  la  coni(jU(;  ^  passe 
par  les  points  où  les  coui({ues  Si ,  ^2  sont  touclièes  par  les 
tangentes  communes  dont  l'écjuation  est 

Nous  voyons  donc  que  les  huit  points  où  deux  coniques 
sont  touchées  par  leurs  tangentes  communes  se  trouvent 
sur  une  conique  dont  nous  pouvons  former  l'équation. 

12.  On  trouvera  de  même  que  la  polaire  réciproque 
de  la  conique 

est 

AU,  -i-li\  -f- A^A'U,  =^  o 
OÙ 

£=  (BC/-f-B'C  —  2DD')  x--h(CA'4- AC  —  al^K'jj'^ 
-h  (AB'H-  BA'  —  2FF')^'^ 
-h  2  (  EF'  -H  E'F  —  AD'  —  AD)  js 
4-  a  (FD'  +  DF'  —  BE'  —  B'  E)  zx 
-h  1  (DE'  4-  D'  E  ~  CF'  —  C'F)  xr. 

L'é(|uali<>n  des  langcnLes  communes  de  Ui  et  LJ.  e>t 

f  ^c.:4AA'[i,ll    , 


(  9"  ) 
<it  jFeslla  coni([ue  qui  passe  j)ar  les  hull  points  où  U,  et 
Us  sont  touchées  par  ces  tangentes  communes. 

13.  Nous  allons  l'aire  voir  comme  on  pourrait  parvenii* 
à  ces  coniques  4>,  £  par  une  autre  voie.  En  effet,  on  re- 
trouvera la  conique  £  en  cherchant  le  lieu  'd'un  point 
d'où  les  tangentes  à  Uj  ,  U2  forment  un  faisceau  harmo- 
nique,  et  la  conique  0  en  cherchant  Fenveloppe  d'une 
dioite  (jui  est  coupée  en  section  harmonique  par  les  co- 
niques IJj ,  U2  (*). 

14.  pRORLiîME.  Troui^er  la  condition  pour  que  les 
quatie  points  sur  l'axe  fies  \  donnés  par  les  équations 

nx^  -f-  2  ^.r  +  c  =  0 ,      a'  x"^  -{-  2.  b'  X  -\-  c'  =1  Q 

forment  un  système  harmonique  ? 

Si  Xi ,  .T2  sont  les  racines  de  la  première  équation  et  x^ 
x^  de  la  seconde,  nous  aiirons 

(.r,  —  x^)  [x-i—  x^)  -k-  (x^  —  a.'<)  (.r,  —  x.,)  r=  o. 
Mais 

c  ^         ib 

a  a 

c  ,  ,         2// 

donc  la  condition  cherchée  est 

ac'  ~\-  ca  —  2  hh'  :==  o. 
Si,  lendant  les  équations  homogènes,  on  pose 

S,  =  a.T'  -H  2  hxy  -\-  cy''-  z:^  o  , 
82=  a'  .r-  -\-  ib'  xy  4-  c' j"  =  o  , 


(*)  Il  est  évideiil  que  <t  =1  o ,  £  =^  o  sont  des  i)olaires  réciproque^  , 
<ï>  =  o  est  la  conique  qui  pa^se  i)ar  les  huit  poinls  tle  conlacl  relalits  à  ï, 
t'\  L  et  £  =-  o  la  ( oniquo  qui  pa^sc  pai'  l<'s  buil  poiril>  do  conlac»  relatifs 
à  li,  =  o,  l',— 0.  1m 


(   iM    ) 
lions  j)()ii\()Ms  CCI  ir«' «clic  coiirrilloii  sous  ('elle  loriuc 

(i.r-      (ly-  (ixdy  d.rdy  dy"^     dx' 

ou   l)l(Ml   SVUll)()rK|U(MII(MU 

'  d      d  d      d  Y 

-7-  -7-  -y-  7-     s.s. r=0. 

(IXy  ft)  2         (l'Ci  dfx  j 

15.  PiiOBLKME.  Jfouver  la  condition  pour  que  la  droite 
Ix  -f-  nij  ~\-  /iz  =z  o 
soit  coupée  en,  section  harmonique  par  les  deux  coniques 

Afin  de  trouver  les  points  où  Ui  est  coupée  par  la  droite 
donnée,  nous  éliminons  z  entre  les  équations 

U|  =  o  ,      I.r  -Jr-  m  y  -\-  tiz  ^=.  o , 

nous  obtenons  une  équ.uion  Sj  homogène  ea  x  el  y'.  JNous 
aurons  ainsi 

r/S,    _  r/U,         /   r/U, 

dx  dx         II    dz 

rfS|        r/U,        mdVi, 

dy 


semblablemeiit 


dy         n     dz 

dS.       dU,       l  d\}., 


1 


dv  dx         n    dz 

dSi        d\]2        m  dlJi 
dy  dy         n     dz 

'ar  conséquent,  nous  avons 

d     d  d      d 


dxx  dy-i       dXi  dy\  j 


j  .    d      d  d     d 


/;/ 


d     d  d     d   ^ 

dzx  dx^  dz2  dx^ 

d     d  d      d   ^ 

r/.r,  dy^  d.x.^  dy^ 


u.u, 


(  jr^  ) 

La  condition  donc  (jiic  iions  cheiclmn.s  csl 


,  I    (l      (l  <l      d    \  I    d     d 

/  1 _f_  /,/ 

dfi  f/zj        (Ifi  dz^j  \r/2|  d.r^        dz^  dx^j 

d      d 

de,  (Iyx 


d      d 
d.r^  dy 


U.U,  =  o 


c  cst-a-dir(3 


l' (bc'  -\~  b'  c  —  1  dd')  -\-  m-"  {  eu'  -h  ac'  —  i>,  ee') 

-{-  n'(ab'  -hba'  ~  iff) 
-^  ?.  mn  (  rf  -\-  fc'  —  ad'  —  a'  d) 
-h  inKJd'  -^J',l—  be'  —  b'c) 
-h  2  Ini  (  de'  -(-  d'  c  —  cf —  c  f)  =  o . 

et  parce  qne  /,  m  ^  n  sont  liés  par  une  relation  du  second 
ordre,  Tenveloppe  de  la  droite  est  une  conique  dont  Té- 
quation  est  trouvée  en  prenant  la  polaire  réciproque  de  4> 
et  qui  es^l 

0'u,  -I-01T,  —  jr=  o. 

16.  Problème.  Trouver  V équation  des  deux  tangentes 
d'un  point  quelconque  a(3y  à  une  conique  U, . 

L'équation  de  la  droite  qui  joint  aj3y  à  un  point  quel- 
con(|ue  x',  y\  z'  est 

X  (  p  ?■'  —  7  y'  )  -r-  y  [y  -f'  —  a  *'  )  -H  2  (  a  j'  —  <i  x' )  =z  O  , 

et  si  x' y'  z'  est  un  point  sur  l'une  ou  l'autre  des  deux 
tangentes,  celte  droite  touchera  U,.  On  trouvera  donc 
l'équation  cherchée  en  iormant  la  condition  que  la  droite 
Ix  -\r  niy  -\-  nz  =  o  touche  Uj ,  et  puis,  substituant  res- 
pectivement pour  /,  ni ,  n  , 

[i  z  —  7  /  j      7  -^  —  «  2 ,       a  /  —  jS  .r  , 

on  bien,  en  substituant  en  E,  (n'*  8)  , 

p  z  —  7  y  ,      7  X  —  a  -  ,      a  y  -{-  fi  x  j 
poui   ^  .  -/}  ,   '(. 


(  9^  ) 
17     Soil  S|  I  <';<|U;irinii  .liiisi  l'cduilc,  cl   nous  .niions 


r/S, 
d,r 

="■ 

dl, 
'd. 

dS, 
ff.r 

— 

dl. 

^'^ 

d 

^  [d.r 

(1)2 

d 

d 

d 

d       \ 

^<'/^. 

dï 

1         drti 

<v,.  )  -^ 

r/S, 

;/^- 

dxi  dy 
(  d 


r/I, 


d^i 

y 


)  s,  s. 


'^  '^r/Ç,  r/_^,  


--h  7 


</      r/ 


r/    d 

dl.dl. 
d      d 

La  condition  donc  pour  que  le  faisceau  des  tangentes 
du  point  a ,  (3 ,  y  soit  harmonique  est 


Li  bien 


a^(RC'  +  CB'—  9,Diy 


£■ 


(>. 


18.  On  sait  qu'il  y  a  trois  points  dont  les  polaires  re- 
lativement à  deux  coniques  sont  les  mêmes,  et  que  (si  ces 
trois  polaires  ont  pour  équations  x  .^  j^  a)  il  est  possible 
de  donner  aux  équations  des  deux  coniques  les  formes 

n.T^  H-  by-  -h  cz^  =  o , 
a'  X-  H-  h' y'^  -f-  c'  .t:-  rr:  o. 

[  Foir  mes  Coiiics ,  p.  2 3 2  et  16 j  (*).J 

Maintenant  nous  allons  faire  voir  comment  celte  trans- 
formation est  effectuée,  et  nous  allons  démontrer  que  , 
étant  données  les  équations  Ui ,  U2  de  deux  coniques ,  les 
trois  droites  dont  les  pèles  sont  les  mêmes  pour  les  deux 
coniques,  sont  données  par  réqnalion 


,i£ 

(dV,  r/U2 

r/U,  d\},\         d£ 
dz     dy  j          dy 

/r/U,  d\]. 

r/U,  r/UA 

dx 

l^  dy      dz 

\  dz     dx 

dx      dz  ) 

d£ 

^r/U,  d\}. 

r/U,  r/UA 

-^    dz 

\^  dx     dy 

dy     dy  j 

(*)  Onvrago  hors  ligne,  traduit  par  M.  l'oudra.  Tm  . 


i 
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éqiiaLioli  (|uc  iiuiis  pouvons  ("criic  sous  la  ioinic  d'un  tlij- 
tenninanf 

^/U,       r/U,       r/U, 


rtr  O. 


(Ix 

<b^ 

dz 

d\3. 

r/U, 

d\}. 

dx 

dy 

dz 

d£ 

d£ 

dl 

dx. 

'ly 

dz 

D  abord  on  voit  aisément  que  cela  est  viai  quand  les 
coniques  Uj  ,  Uo  ont  les  formes 

U,  =  ax""  H--  l)}-^  -h  cz'^  ==:  o , 
II,  —  a'  x'  -h  h'  y'  -+-  c'  z^  —  o. 

Dans  ce  cas ,  ou  a 

A  =  Z>C  ,  H  :rz  en  ,  C  rrr  <-//;  , 

A'=z://r',        W—c'n\        a=a'h\ 
£z=  aa'  (  hc'  4-  //  t) ./,-  -|-  hb'  [ca'  --f-  «c-')   r' 
-h  ce'  i^ab'  -h  (-•'  b)  2% 

et  le  détcrminaut  que  nous  venons  d'indiquer  est  (à  un 
facteur  constant  près) 

XJZ  =0. 

Il  faut  donc  démontrer  que  celte  équation  représente  tou- 
jours ces  mêmes  droites  quelle  que  soit  la  forme  de  Ui 
etU,. 

19.  Maintenant  il  faut  observer  que  £  est  un  cos^ariajit 
(t.  X\  I ,  p.  /\o6)  des  coniques  Uj  ,  U,.  Un  covariant  est 
un  dérivé  d'une  équation  (ou  de  plusieurs  équations)  tel, 
que  sa  relation  aux  équations  primitives  subsiste  encore 
(juand  toutes  les  équations  sont  transformées  par  une 
iransformaiion  linéaire  quelconcpie.  Par  exemple,  la  dé- 


(  y^>  ) 


r/ii, 


river  '■  Il  (  >l  pas  un  (n\arianL  (\v  IJ,  ,  parcM;  (juc; ,  (piaiid 

on  transforme  récjualion  aux  nouveaux  axes,  !<;  nouveau 
ne  représ(;nle  plus  la  même  courbe.  Mais  pai(  (;  (pie 

£  (la  conifpuî  (jui  passer  par  les  hnil  j)(>inLs  de  contacL 
des  tangentes  eomnmnes  de  U,  et  Us)  est  unique,  il  faut 
(quels  que  soient  les  axes)  que  nous  trouvions  une  équa- 
tion qui  représente  toujours  la  même  courbe. 

20.   Ensuite  nous  allons  démontrer  (pi(;  trois  courbes 
U  ,  V,  W  étant  données,  le  déterminant 


r/U  r/U  rlV 

d.r  dy  dz 

dV  d\  dV 

djc  dy  dz 

dW  d^y  dW 


dx         dy 


dz 


n 


est  un  cowariarif  des  trois  courbes. 

Il  est  bien  connu  que  le  produit  clés  deux  déterminants 


abc 
a'     b'    c' 


X 


ABC 

A'  B'  a 

k"   B''   C" 


est  le  déterminant 

aA-h  ^B    -j-  cC        ak' 
a'k  4-  ^'B  -\-c'C      a' k.' 
a"  k-{-  b"^-\-c"C      a"  k' 


b'^'    -4-cC'         ak"    -H  b^"    -\-ca' 
6'B'  -hc'C       a'  k"  +6'B"  4-c'C" 
b"  B'  -h  c"  C      a"  k"  -H  b"  B"  -h  c"  C" 


(*j  Quand  U,  V,  W  sont  des  cercles,  cette  dérivée  représente  le  cercle 
qui  coupe  tous  les  trois  cercles  orthofTonaleinenl. 


(  96  ) 
Or  si  nous  rcinpiarons  x,  y,  z  par 

X  z=z  nx  -+-  hy  -r-  cz , 
y  —  n'  X  -\- 
z  ^=z  n" X  ~\ 


b'  y  ->r  c'  z^ 


nous  avons 


d 
cLr. 
d 


d 

dx 
d 


d 

dy 

d 


dy  dx  dy 


d   _       d 

dz  <lx 


dy 


''    dz' 

,,>  <i 
^    dz' 

dz      ' 


Nous  voyous  donc  que  si  nous  transformons  linéaire- 
ment U,  V,  W  et  puis  formons  la  dérivée  des  équations 
transformées ,  nous  aurons 

r/U       r/U       d\^ 


dx  dy  dz 

dV  dV  dV 

dx  dy  dz 

d\N  r/W  d^N 


dx 


dy 


dz 


a   n    n 

h    b'   b" 

c    c'    c" 


X 


r/U 

du 

d\J 

dx 

ày 

dz 

r/V 

d\ 

dy 

dx 

dy 

dz 

r/W       r/W      ^W 


dx 


dy 


dz 


et  quand  les  deux  dérivées  ne  diffèrent  que  par  un  fac- 
teur constant,  toutes  les  deux  représentent  la  même 
courbe. 


Donc 

d£  fdU,  dU, 


dx   \   dy    dz-i 

r/JF/r/U,  r/U, 
dz   \  dx     dy 


r/U,  dl], 
(Iz     dy 

r/U,  r/U, 


d£  fd\],  r/U,         r/U,  r/U, 


dy    \  dz     dx  dx      dz 


dy     dx 


=:  o 


représente  toujours  la  même  courbe  quels  que  soient  les 
axes.   Il  élait  donc  suffisant  de  démontrer  qu'elle  repré- 


(")  Après  les  d  il  faut  soiis-entondre  IT,  V,  W.  Tm. 
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si'liU'  hols  chuitcs  ,  vu  nous  .s«'ivaiil  drs  |>liis  simples  (Mpia- 
lions. 

*2\ .  On  junil  liouvor  facilement  par  ccih;  iiiolluxlo  Té- 
HualioM  (les  plans  piincipaux  d'une  surlaei;  du  second 
d('i;ré. 

S(>i<*nl   les  1<M mes  (pia(lrati(pi(;s  de  réqiiallon 

IJ,  =:  ax^  +  hj'^  -h  cz'  -\-  '2(l/z  -h  'iczx  -|-  '-'^■f-Ky 
que  nous  voulons  réduire  à  la  forme 

U,  =:  Ax  +  Br-h  Cz. 

Mais  il  faut  observer  que  le  carré  de  la  dislance  d'un 
point  à  Toriginc  est ,  pour  les  deux  systèmes  de  coor- 
données , 

U-j  r=  x-  -!-.>•■-  -\-  z''  =z  X  -\-  y  -h  z. 

Si  les  axes  primitifs  sont  obliques,  nous  substituons, 
pour  x^  -h  y^  -h  *^. 

.r^  -f-  j2  _j_  ^2  _|_  2  J3  COS  (  J"  ,  2  )   H-  2  ZX  COS  (  2  ,  .r  ) 

-h  2..rjcos(.r,  y). 
Formons  l'expression  jFde  ces  systèmes  Ut ,  Ua ,  savoir  : 

£=[a{b^c)-  fr  -p\  X-  -^\h[c^a)  ~p  -  cP  ]  j^ 
-\-[c(a  -\-  h)  —  d-  —  e'^]  3-  -f-  2  (  ad  —  </)  yz 
-+-  2  (  he  —fd)  ZX  4-  2  (r/—  r/d?)  jrj  (*)  , 

et  puis  le  déterminant  dérivé  de  Uj  ,  tJo,  JF  leprésente 
l'équation  cubique  des  trois  plans  principaux  x ,  Jt  z 
(page  95). 

22.  Nous  ajoutons  aussi  la  méthode  de  M.  Boole  poui- 
tiouver  en  grandeur  les  axes  d'une  surface  du  second  de- 
gré. 11  ne  faut  que  former  les  invariants  A  ,  0  ,  0',  A'  du 

(')   S'oir  page  89  :  Poli  a  «'  r=  i'  •=  c'  =:  0,  <f'  =  i-'  z=.  J  '  —  o.       Fm. 
An,i.  de  Malhvnwl.,  X.  XVII.  (Mats  iSr.S.)  "" 


(  9«  ) 
syslème  Ui  ,  IJ2.  l'A  parce  que  nous  a\oiis  [xnu  1  é([uaUoji 
iraiisforniée  (page  84) 

A  =z:  ABC,    0  ==  AB  -fliC  -h  CA  ,   C-)'  —  A  -h  B  +  C,   A'  =  i  , 

les  quantités  A  ,  B,  C  (  ([ui  sont  les  réciproques  des  cariés 
des  demi-axes)  sont  les  racines  de  l'équation 

A'  V'  —  eV  +  0  A  —  A  r=  O 

OU  bieu 

V  —  [n  ~\-  h  -f  c  )V  -\-  [bc  —  d'  -hca  —  r'  4-  ah  —/'')  l 
_  (  abc  -f-  ?.  fief  —  ad '  ~  bfr  —cf), 

écpialion    cubiijue   ([ui   est  très-connue  tians   celte    tliéo- 

SECOl^DE  SOLITIOIV 

mm  oiESTiON  SIR  m  tuodiit  co^timel 

(voir  t.  XVI,  p    39:11; 

Pau   m.   p.   A.   G. 


Le  produit  «  (/i  -H  1)  [a  -f-  2)  (/i  +  3)  de  quatre  nom- 
bres entiers  consécutifs  étant  augmenté  de  l'unité,  devient 
le  carré  de  /i  (/i  -h  3)  -h  i,  somme  formée  du  pioduil  des 
deux  facteurs  extrêmes  et  de  T  uni  té. 

C'est  ce  que  l'on  rend  immédiatement  manifeste  en 
multipliant  par  /^  (/i  -h  3)  les  deux  membres  de  l'identilé 

{n  -+-  i)(r(  -\-  2)  =  n  [n  -\-  3;  -h  2, 

et  ajoutant  i  de  pan  etd'aulie. 

Conséquence,  Le  produit  de  quatre  nombres  entiers 
consécutifs  ne  peut  être  un  carré. 

(*)  Pi)ur  comprendre  les  n^^  21  et  22,   il    faut  se  1  appeler  la  théorie 
des  chan"emenls  de;^  '.•oordonnées.        Tni . 
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FOinilll.KS  FOMHflKMAI,ES  M  I,  ANAI.VSK  SPFIKIIIQIIK 

(Toir  page  r>'6), 

Pau   m.    VANNSOIV. 


Théorkme.  Étant  donnés  un  triangle  sphèrique  AH(1 
et  un  point  O  sur  la  surface  d'une  sphère  y  si  de  ce  })oin( 
connue  pôle  on  décrit  une  circonférence  de  grand  cercle, 
qu'on  joigne  le  point  O,  pris  pour  origine  des  coordon- 
nées, au  sommet  A  /Jar  un  arc  quon  prolongera  jusquà 
sa  rencontre  en  k'  auec  la  circonjérence,  si  ensuite  oti 
joint  M  avec  le  centre  sphèrique  des  deux  autres  som- 
mets et  quon  répète  la  même  opération  trois  fois  en 
changeant  de  sommets,  les  trois  circonférences  ainsi 
obtenues  auront  un  point  commun. 

On  peut  généraliser  le  théorème  eu  l'appliquant  à  uis 
système  de  (n -h  i)  points,  comme  nous  allons  le  faire 
voir. 

Soient  x',y'  les  tangentes  des  coordonnées  du  point  A, 
l'équation  de  l'arc  OA  sera 

y 


X 

x' 


toute  circonférence  passant  par  le  point  A'  aura  pour  coef- 

y- 

ficient  dex,   — •  Donc  la  circonférence  qui  joint  le  point 

A'  au  centre  sphèrique  des   n   autres   points  sera  repré- 
sentée par  l'équation 


J-Y„r:r^(.r_Xo); 


mais  on  a  tiouvé  dans  le  pioblème  précédent 

_Y'(.. +  1)-/       „        X-(^^  +  i)- 

I  „  : — 7       -V.,  —  ■ ■ 


X 


(  I^<>  ) 

valeurs  qui  étant  porlé(;s  dans  l'équation  pié(  édejite  don- 
nent 

Y'(A^-t-I)__y  /  X-(//-M)' 


y ^ .=—    \X 

n  X 


On  voit  donc  que  celte  circonférence  et  toutes  les  ana- 
logues pour  les  autres  points  passent  par  un  point  com- 
mun ayant  pour  tangente  de  ses  coordonnées 


Y'(«-f-i) 

X'  (/^-hI) 

~  î 

X  =  , 

n 

n 

y 

Y' 

X 

X'* 

y 

d'nn 


Ce  point  se  trouve  donc  sur  la  circonférence  qui  passe 
par  le  point  O  et  le  centre  sphéricjue  C  des  moyennes  dis- 
tances du  système.  On  voit  aussi  que  ce  point  partage 
l'arc  OC  suivant  le  rapport  sphérique  de  n  -\-  i  à  —  i . 

Le  théorème  analogue  sur  un  plan  se  démontre  par  un 
calcul  identique  et  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Étant  donné  un  système  de  (n  -f- 1)  points  et  un  autre 
point  O ,  si  l'on  joint  chaque  point  du  système  au  point 
O,  et  si  Von  mène  à  chacune  des  droites  ainsi  obtenues 
une  parallèle  par  le  centre  des  moyennes  distances  des 
autres  points,  toutes  les  parallèles  se  couperont  en  un 
même  point  qui  sera  situé  sur  la  droite  menée  du  point  O 
au  centre  des  moyennes  distances  de  tout  le  système  et 
qui  partagera  cette  droite  dans  le  rapport  r/e  n  H-  i  à 
—  I,  c^ est' à-dire  qu  il  sera  sur  le  prolongement  au  delà 
du  centre  et  que  ses  distances  à  C  et  à  O  seront  comme  i 
est  ^  n  -f-  1 . 

Dans  le  cas  particulier  d'un  triangle,  les  parallèles 
sont  menées  par  les  milieux  des  côtés,  et  le  théorème  se 
démontre  très-simplement  par  la  géométrie.  Le  même 
théorème  s'applique  aussi   à   un   système  de  points  dans 


(  "J-  ) 

lospacc  cl    sr  (U'iiioiilrct  t](;  la  fiu'^riK*   inauicMC  <jU('  swv  l.i 
S])liùr(!. 

Si  les  points  (lu  système  se  (lé[)laeeiiL  sans  (juc  leur- 
centre  de  nioycînnes  dislances  change  de  position  ,  \c  j)oini 
de  rencontre  des  lij^nes  parallèles  sur  un  plan  ou  des  arcs 
de  glands  cercles  sur  la  splière  ne;  changera  pas.  De  là  ré. 
snlte  une  propriété  des  polygones  réguliers  inscrits  dans 
un  cercle  de  centre  fixe  et  de  rayon  variahle.  Elle  aurait 
lieu  également  pour  un  polyèdre  régulier  inscrit  dans  une 
sphère  avec  les  mêmes  conditions. 

PROBLiiME.  Etant  donné  un  triangle  ABC,  si  d'un 
point  que  nous  supposerons  sur  le  côté  CB  à  une  dis- 
tance a  du  point  C  on  mène  un  arc  sécant  qui  rencontre 
AB  en  C/  et  AC  en  B',  quon  joigne  B  ,  B'  et  C,  C,  on 
demande  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  arcs. 

Prenons  C  pour  origine  ,  CB  et  CA  pour  axes,  et  dési- 
gnons CB  par  a',  CA  par  S'  et  la  variable  CB'  jiar  ê. 

Cela  posé,  l'équation  de  l'arc  DB'  sera 


b  a 


celle  de  l'arc  AB  sera 


y_ 

6' 


^  =  ' 


Leur  intersection  aura  pour  équations 

•^'  —    «Ç'  -  oc'  S    '       "^  ' 
L'arc  ce  aura  donc  pour  équation 

pour  Tare  AB;,  c'est 

y  ,  -^ 

Ç>  a. 


(     I02     ) 

Ëliniitiaiil  6  eiilic  ces  é(|ualions.  on  irouvcia 

/  ,         r^l    I  I   \  '    fit 

c'est  donc  un  grand  cercle  qui  passe  au  sommet  C   du 
triangle  et  qui  coupe  CB  en  un  point  (E)  pour  lequel 


2a  —  a 
On  lire  de  cette  relation 

(a  —  a'  )  .r  =r  a  (  a'  —  X  ) , 

et,  remplaçant  ces  lettres  par  des  tangentes ,  on  trouve 

sin  CD  X  sin EB  —  sin  BD .  sin  CE. 

Ce  qui  prouve  que  les  quatre  points  C,  E,  B,  D  sont  har- 
moniques, et,  par  suite,  que  le  lieu  demandé  est  le  qua- 
trième arc  d'un  faisceau  harmonique  dont  les  trois  autres 
sont  AC,  AB  ,  AD,  l'arc  cherché  étant  conjugué  de  AD. 
Cas  particuliers.   Si  nous  supposons 


a  =  tang  90"  =  x  , 


nous  aurons 


ou 


tang  CE  =z  ~  tangCB. 


Si  nous  supposons  en  même  temps 

C  r=  90% 


nous  aurons  aussi 


tangCO  =  -  tang  OC, 


O  étant   un   point  du  li(  u  cl  ('/  la  rcnconlic  de  l'arc  CO 
avec  AB, 


(  'O^  ) 

De  là  résulle  craboul  un  luoynii  gijjpliiquo  de  iés()iulr<: 

cetlo  ([ucslion  :    lùani  domié  un  (Uîrlaiii  iu)iul)r('  d'arcs 

a,  a',  a",  trouver  pour  chacu!i  d\îux  un  arc  x  ici ,  ([u'ori 

ait 

I 
tangjr  r=  -  tang  a. 

On  peut  en  déduire  aussi  celte  conséquence  :  Ktant  donnés 
un  point  C  el  une  circonférence  de  grand  cercle  AB,  si 
du  point  on  mène  un  arc  CC  coupant  la  circonférence 
tlonnée  en  C,  si  l  on  prend  sur  cet  arc  un  point  O  tel , 
<pi  on  ait 

tangCO  =  - tang  ce, 

le  lieu  du  point  O  sera  une  circonférence  de  grand  cercle 
perpendiculaire  à  l'are  qui  projette  le  point  C  sur  la  cir- 
conférence donnée.  Si,  au  lieu  de  menei"  l'arc  OC  sécani 
à  iMie  circonférence,  on  le  mène  sécant  h  une  courbe  quel- 
concpie,  le  lieu  du  point  O  obtenu  de  même  sera  une 
autre  courbe  de  même  degré  que  la  première  et  à  laquelle 
il  sera  facile  de  mener  une  tangente  en  un  point  donné, 
ayant  une  fois  tracé  la  tangente  au  point  homologue  de 
la  courbe  donnée.  Il  suffira,  d'après  ce  qui  précède,  de 
projeter  le  point  G  sur  cette  tangente  par  un  arc  perpen- 
dicidaire  CP,  de  prendre  à  partii*  de  P  sur  l'are  tangent 
une  distance  PM  de  90  degrés,  et  de  joindre  le  point  P 
au  point  C  de  la  seconde  courbe. 

Si  le  point  1)  par  lequel  on  mène  les  arcs  sécants  au 
triangle  ACB  était  pris  à  90  degrés  du  milieu  de  la  base 
CB,  le  lieu  des  intersectiojis  des  diagonales  du  quadrila- 
tère CRB'  C^  serait  l'arc  qui  joint  le  sommet  A  au  milieu 
de  la  base. 

Théorî:me.  Etant  donné  un  point  O  à  90  degrés  du 
sommet  d\ui  angle  A,  si  de  ce  point  O  on  mène  deux 


(  'o4  ) 

arcs  sécants  Omn  ,  Om'  n',  les  tangenles  des  quatre  se^- 
irtcnts  à  partir  de  A  sur  les  côtés  sont  en  proportion. 

Ce  qui  peut  servir  à  résoudre  graphiquement  les  deux 
questions  :  i"  construire  une  tangente  quatrième  propor- 
tionnelle à  trois  autres^  2"  mener  par  un  point  O  un  arc 
qui  détermine  sur  lus  côtés  deux  segments  dont  les  tan- 
gentes soient  dans  un  rapport  donné. 

Problîlme.  Connaissant  les  coordonnées  géographi- 
ques de  deux  points  y  trousser  les  coordonnées  du  milieu 
de  l'arc  qui  les  joint . 


Soient  x',  x/^  les  deux  longitudes,  y'  et  y'^  les  lati- 
tudes, I  le  milieu  de  l'arc  A',  A''  ^  appliquant  le  principe 
des  sinus  proportionnels  aux  deux  triangles  PA'I,  PA^'I 
dont  les  angles  en  P  ont  pour  mesure  X  —  x'  et  x" —  X, 
nous  aurons 


et 


cos  y 
sini 


(OS  y 
sin  I 


sinA'I 


sin(X  —y) 
sin  A"  I 


sin  [ôc" —  X}  ' 

divisant  membre  à  membre,  on  trouve 

fos  r  "  sin  (  .*"  —  \)  zr:  cos  j  '.  sin  (  X  — 


■'). 


(  ï^^  ) 

d'où  I  un  lire 

sin  .v'  cos  j'  -t  sin  x"  cos  /•' 


tang  X  = 


cosx'  cos  j'  -h  cos.r"  vos  jr  ' 

Si  nous  supposons  les  deux  points  à  égale  distance  de  10- 
rigine,  nous  aurons 

rosx'  ces  j'  =  cosjt"  cos^'', 

et    en   divisant   le   premier    terme   du    nuniérateui-    par 
«  os:r'  Qosy'  et  le  deuxième  par  cos.x''  cosj  ",  nous  aurons 

tancx'  -4-  tan£»x" 
tangX  =  — ^ ~ ^^— 


ou  plus  simplement 


ces  trois  lettres  représentant  des  tangentes.  JNous  aurons 
de  même 

r  4-  Y" 

X    =  • •) 

2 

ces  trois  lettres  représentant,  non  plus  les  tangentes  des 
latitudes,  mais  des  ordonnées  prises  sur  l'axe  des  y.  On 
voit  par  là  que  le  point  que  nous  avions  appelé  centre  des 
moyennes  distances  de  deux  points  n'est  autre  chose  que 
le  milieu  de  l'arc  qui  les  joint,  mais  seulement  quand  ces 
deux  points  sont  équidislants  de  l'origine. 

Corollaire  L  Si  un  triangle  est  inscrit  dans  un  cercle 
ayant  son  pôle  à  l'origine  et  qu'on  trace  les  trois  mé- 
dianes ,  on  trouvera ,  pour  déterminer  leur  point  de  ren- 
contre ,  les  équations 

^- 3 '      ^"= 3 ' 

expressions  déjà  trouvées  et  qui  déterminent  le  centre 
sphérique  des  moyennes  distances  pour  les  trois  sommets. 


(  '"«  ) 

Ainsi  lo  contre  s[)liériqne  des  moyennes  distances  des  trois 
sommets  d'un  triangle  n'(st  autre  chose  que  la  rencontre 
des  trois  médianes  ,  mais  seulement  (juand  les  trois  som- 
mets sont  équidistants  de  Torigine. 

Corollaire  II.  Si  un  quadrilatère  est  inscrit  dans  un 
cercle,  les  arcs  qui  joignent  les  milieux  des  côtés  opposés 
et  celui  qui  joint  les  milieux  des  diagonales  concourent 
au  même  point,  et  si  l'on  prend  le  pôle  du  cercle  comme 
origine,  les  coordonnées  du  point  de  rencontre  seront 
données  par  les  formules 

4  4 

Problème.  Etant  données  les  coordonnées  gcogra- 
j)h.i(jues  de  deux  points  (x'y',  x'^y'^),  si  Von  /}arfai^c 
l'arc  gui  les  joint  en  deux  segments  dont  les  sinus  sont 
comme  m  est  à  n ,  en  troui^cra  pour  la  longitude  du 
point  de  div^ision  ^  en  opérant  comme  dans  le  problème 

précèdent 

n  sin.r'  ces  r'  -j-  w  sin.r  "  cos  r" 

X  = ; '—; ^,- 

n  cos.r'  cos  y'  ■+■  m  coso,"  cos  j*" 

Si  les  deux  points  sont  équidistants  de  1  origine,  il 
vient 


de  même 


nx   -T  rnx 
m  -h  n 


\   =:  —  î 


m  -h  n 

ainsi  l'arc    est  partagé   suivant  le  rapport  spliéii(pie  do 
///.  à  n. 

Si  l'on  circonscrit  un  cercle  à  un  triangle  et  (ju'on 
prenne  le  pôle  de  ce  cercle  pour  origine,  on  reconnaî- 
tra (aiîlemoiif,  d'après  cv  qui  précède,  que  les  roor- 
données  du  [)oint  où  les  bissectrices  se  rencontrent  sont 


1   »^>7  ) 
(lotmccs  |>ai   l(•^  loi'iuules 

x'  siiui  -h  x"  si  II  h  -h  x'"  siiir 
siii*^  -f  siii  h  -+-  sin  c 

y'  sin«  -\-  y"  sin  /;  H-  y'"  sinr 


Y  = 


sin  (i  -f-  sin  />  -f-  sinr 


Corollaire.  Les  résallats  précédents  donnent  le  moyen 
lie  construire  un  arc  X  sachant  cju'on  a 

//i  lant'x'  -I-  n  tang-r" 


tang 


m  -f-  n 


jNous  su[)posons  que  m  cl  ti  sont  des  sinus. 

Soient  pris,  sur  l'axe  OX,  OA'  =  .r',  OA'^  =  x" .,  de  O 
roinnie  pôle  décrivons  un  cercle  ui'  m" ^  prenons  m"K  égal 

Fie      3. 


à   lare  dont  le  sinus  est  m  et  KH  égal   à  Tait   dont   le 
sinus  est  ^^ ,  joignez  m'  et  H^  h  partir  de  L,   milieu  de 

i\F  H,  prenez  LG  =  -  ;  joignez  G  à  K   par  un  arc  (ju  ou 

prolongera  jusqu'en  I;  on  aura  évidemment 

sin  m"  I        m 
sin/w'I        n 

Si  donc  on  projelle  I  sur  OX  par  l'arc  IP  ,  on  aura 

m  lani^.r'  -j-  n  tang  .r" 


tangOr 


m 


(   '"S  ) 
oi  J  on  avait  m  =  n  ^  ri.'xpressioii  à  (  oiisliuire  serait 

tang.r-'  -t-  tang.r" 
tangX=  — 2 — ; 

il  sudirait  de  projeter  le  point  milieu  de  ni'  m"  sm  OX, 
On  construirait  d'une  manière  analogue  un  arc  X  donné 
par  ré(juation 

tanirX  =  t^"g-^'  +  tangar"-h  tangj:^^' 
'    ^  3 

La  suite  prochainement. 


NOTE  SUR  LA  OIESTION  RÉSOLIE  PAGES  376,  430  ET  403 

(Tome  XYI)^ 

Par  m.   VANNSON. 


On  donne  Téqualion 

.r  =  A  sin  r  4-  B , 

trouver  le  nombre  des  racines  réelles. 

La  solution  donnée  page  3y6  ne  précise  pas  le  nombre 
des  racines.  Celle  donnée  page  4^0  me  semble  présenter 
une  assertion  inexacte.  L'auteur  dit  (p.  43i)  '•  «  Dans 
r intervalle  de  x'  k  x'  -i-  n  la  dérivée  i  —  A  cosx  s'an- 
nule au  plus  une  fois,  soit  x'  =  —  :  depuis  —  jusqu'à 

—  la   dérivée,    A   étant  suj)posé   positif  s  annule   deux 

fois.  De  plus,  quand  on  arrive  à  des  valeurs  de  x  qui 
donnent  des  résultats  de  même  signe,  il  est  bon  de  faiie 
voir  que  ces  nombres  substitués  ne  comprennent  pas  de 
racines  de  la  proposée  quoicju  ils  puissent  comprendre 
des  racines  de  la  dérivée  éc;alée  à  zéro. 


(  ^''^)  ) 

Pom  (ciiir  roniptc  (Nî  (U's  i('iiiai(|ii(ti ,  j(;  proposerai  la 
lédaclioii  suivante  qui  s  écaile  p<Mi  de  la  inaicluî  suivie 
par  M.  Jo/on. 

Je  suppos(Mai 

A>I{,      A>(),      i;>(). 
Si  nous  remplaçons  x  pai' 

-•) f-TT..., hAtTf..., \-  zn  j 

'.>,  1  9.  9. 

nous  irouvous  alternativemeni  plus  et  moins.  J'appelle  z 
le  (lerniin-  multiplicateur  de  tt  pour  le([ucl  cette  aller- 
nance  de  signes  ait  lieu*,  ([uand  h  est  impair,  on  a  tou- 
jours moins  ^  donc  z  est  impair,  sans  quoi  c  -f-  i  donne- 
rait le  signe  moins,  et  comme  par  hypothèse  z  a  donné 

plus,  nous  n'aurions  pas  atteint  la  limite.  Ainsi  — h  zn 
mis  à  la  place  de  x  a  donné  moins  ^  le  nombre  précédent 
— h  (z  —  i)  t:  a  donc  dû  donner  phis  ,  ce  qui  donne  l'é- 
galité ( z  —  I  étant  pair) 

A  +  B  — zttH —  ]>o 

2 

ou 

A-l-B        I 


^< 


77  2 


Il  faut  donc  prendre  pour  z  le  nombre  ïm/7«//'  immédiate- 
ment au-d 
l'exemple 


,               ,     A  +  B        I     j^  , 

ment  au-dessous  de 1 Supposons  comme  dans 

TT  2  ^^ 


A  =  A'7r,       B=:B'7i:, 

A',  B' étant  entiers,  on  aura 

z  =r  A'  -+-  B', 


si  cette  somme  est  impaire  ,  et,  dai)s  le  cas  cunliaire  , 

z  =  A'  4-  B'  —  1 . 

Dans  l'exemple  donné ,  e'esl  A'  H-  B'  —  i  qui  donne  !<.' 
nombre  des  racines  positives.  Remplaçons  maintenant  x 
par  la  série  décroissante 

-•> TT, 2  7r,..., Ht:  y...  y ztt,..,, 

2  2  2  2  2 

on  aura  alternativement  plus  et  moins  ^  c'est  toujours  plu^ 
quand  //  est  pair,  donc  z'  est  un  nombre  pair,  sans  quoi 
le  résultat  de  la  dernière  substitution  serait  négatif,  et 


(s'  -H  i)  t:  donnant  le  signe  -h  ,  la  série  ne  serait  pas 

complète.  L'avant-dernier  terme,  savoir  -  —  (z' —  i)  t:  a 
donc  donné  le  signe  moins  ,  ce  qui  conduit  à  l'inégalité 


d'oi: 


ou 


377 

B  A-hZTT <C^» 

2 


,    ,A  -  B       3 


11  faudra  prendre  poui*  z'  le  plus  grand  nombre  j)air  sa- 
tisfaisant à  cette  inégalité.  Conservant  les  suppositions 
déjà  admises,  on  aura 

z'  <  A'  —  B'  -f- 1  -h  -  ; 

2 

si  A'  H-  R'  est  impair,  A'  —  B'  le  sera  aussi  et  on  aura 

z'  =  A'  -  B'  -f-  I . 

l.e  noml)re  total  des  racines  trouvées  esl  alors  2  A  -+-  i . 
Dans  le  cas  où  A'  —  B'  est  pair,  on  a 

-/  =:^  A'  —  B', 
et  le  nomlire  des  racines  obtenues  esl 

oA'- 1=1999 


(  »li  ) 

si  A'=:  i<K>c)  (M  IV  rr:  5o.  il  li^slo  à  (IriiionUcr  (pTcnlK' 
i\cu\  lornics  conscciilifs  (Je  la  séiic 

A  7T  H —      et      (  /t  -f-  I  )  TT  H —  , 

2  2 

il  lie  tombe  qu'une  raeinc,  en  effet  si  h  est  pair,  le  co- 
sinus (1  nu  are  (onipris  entre  ces  deux  termes  est  néga- 
tif, donc  il  n'y  a  dans  cet  intervalle  aueune  lacine  de  la 
dérivée  égalée  h  zéro  ;  mais  si  h  est  impair,  il  tombe  entie 

/iTï  -\ —  et  [Il  4-  i)  71  H —  deux  racines  de  l'équation 

(f'  X  =  G. 

l^our  qu'il  en  résultat  l'existence  de  trois  racines  entre 
les  nombres  substitués,  il  faudrait  que  la  première  racine 
de  çp'a:=  o  donnât  à  <^x  un  signe  contraire  à  celui  que 

donne //TT  H- -î    c'est-à-dire    le    signe  plus,    et    que    la 

deuxième  racine  donnât  moins. 

Soit  x'  la  plus  petite  racine  positive  de  l'équation 

A  cos.r  —  I  =:  G 
obtenue  en  égalant  la  dérivée  à  zéro.  Les  deux  racines  de 
cette  même  équation  entre  /ztt  -f — et  (A  H-  i)  tt  -\ —  sont 

{h-{-i)n — x'      et     ( // -h  I )  TT  4- •^' ; 


pour  que  la  première  mise  au  lieu  de  x  dans  Téq nation 
proposée  donne  plus,  il  faut  avoir 

—  A  sin  a:'  4-  B  —  ( /i  -f-  i)  n  -\-  x'  '^  o , 

et  pour  que  la  deuxième  donne  moins,  il  faut  avoir 

A  sin  r'  -f-  B  —  [h  i-  1)77  —  .r'  <^  g  ; 


d'où  Ton  peut  tircM- 


(    'i^>   ) 


A< 


.v 


sinx 


M 


ais 


I 

A  = ,, 

cos.r' 


on  aurait  donc 

tang.r'<^', 

ce  qui  Csl  impossible. 

Si  Ton  objectait  que  le  problème  revient  à  (  ouper  une 
sinusoïde  par  une  droite  et  qu'il  peut  évidemment  y  avoir 

trois  intersections  entre  les  abscisses  3  -et  5  -?  il  suffirait 

2  2 

de  remarquer  qu'il  faut  avoir  pour  cela  l'ordonnée  de  la 
droite  à  l'origine  plus  grande  que  i  en  valeur  absolue^ 
d'où  il  résulte  A  <^  B,  et  c'est  le  cas  contraire  que  nous 
avons  supposé.  On  verra  de  la  même  manière  que  si  deux 

termes  hn  -] —  et  (h  -+-  i)  t:  -\ —  donnent  dans  l'équation 

des  résultats  de  signe  moins,  ils  ne  comprennent  entre 
eux  aucune  racine  de  l'équation. 

Car  s'ils  comprenaient  deux  racines,  il  devrait  y  avoir 
entre  eux  une  racine  de  (^'  x  =  o  donnant  à  cpjt:  une  va- 
leur positive;  nous  supposerons  li  impair,  afin  qu'il  y  ait 

des  ra<'ines  de  cp'  x  ==  o  entre  Jm  -\ —  et  '(//  -i-  i  )  t:  H 

'  2  ^  '  2 

La  racine  de  (^'  x  =  o  qui  peut  donner  un  résultat  positif 
est  [h -]- i)  n -\- x'  et  il  faudrait  avoir  pour  cela  l'iné- 
galité 

A  sin  x'  4-  B  —  i  //  -f-  i  )  tt  —  x'  ^  o , 
d'où 

//  +  I  <A'sinx'-(-B'  — -  <A'-|-  B'  — -, 

7r  2 

0  étant  plus  ])etit  que  t  .  D'où 

A  <  A'  +  B'  —  I . 


]',!)  s(»rl<'  (juc  les  iioinhics  subsliUK's  à  .n  .i|>|».ti  l  innli  aicni 
a  la  s(''i  ic  de  siiUshlnlions  pour  IcstnK'llcs  on  a  lioiivi'  des 
rrsnllals  de  lign<\s  allcninliveincnl  posliUs  cl  lu'f^aliis  • 
ce  ((ul  csl  coiilr<'  riiypolliès<'. 


SOLiriOI\  \m  QlESTIOi\S  401  ,   102  KT  /iO.> 

(voir  I.  XVF,  p.  '.01  )  ; 

Pau    m.    a.    CdANSOîN    kt    P.    CIIALLIOT    {*), 
Klèvos  au  lycco  do  Versailles  (classo  do  M.  Vannsoii). 


QliCSt/on    40t. 

On  projette  lui  point  d'une  ellipse  sui"  les  deux  axes, dé- 
montrer (jne  l'enveloppe  de  la  droite  qni  joint  les  deux 
projections  est  la  développée  d'une  ellipse. 

Même  question  pour  Tliypeibole. 

Soient  .r, ,  y^  les  coordonnées  d'un  point  de  Tellipse, 
on  aura 

(•^  Tr;  +  V  =  '^ 

Téquation  de  la  droite  joignant  les  pieds  des  perpendicu- 
laires sera 

,    ,  X        y 

Appliquant  le  théorème  qui  sert  à  trouver  les  courbes  en- 
veloppes ,  nous  aurons 


'*)  MM    LaqTiicros,  C.arenon  ,  I.aniacq,  IMeiides  ,  élèvps  du  lycée  Sa i ni 
Louis,  ont  adressé  des  solutions  analogues. 

Aiin.  de  MnlJirnifiliqueSj  l.   WIl.  (Mars  i8r)8.)  8 


i>; 


(  "4  ) 

OU 

ofi  tiic  <!('  là 

Portant  dans  les  équations  (i)  et  (a) ,  la  première  donne 


L      «'  b'       \~ 


ou 


(3)  /=      - 


La  seconde  donne 


[ri] 


^  r  ■• 


I . 


Remplaçant  A  par  cette  valeur  dans  Féquation   (3),    il 
viendra 


\j-ih 


d'où 

{bxf^(ayY={ab)\ 

équation  de  la  développée  d'une  ellipse  dont  nous  allons 
cliercher  les  axes. 

La  développée  d'une  ellipse  dont  les  axes  sont  A ,  B  a 
pour  équation 

(Axf-h(Brf  =  {C'Y. 

Pour  que  ces  deux  équations  soient  identiques  ,  il  faut  que 


(  "^  ) 

\t's  coclliciciils  soient   i  (Vsjxm  tiN  cmciil   |n  opoii  nMincU 

A_ A  —  n  _  n 

h  n  b  n 

(I  où  I  oïl  (l(''(ltjii 

ab^  <i'  b 

(pliant  à  1  hvpeibolc,  comme  ré(juation  de  l'hyperbole 

n'  Y^  —  If'  x"^  =  —  ft^  b"^ 

ne  diffèie  de  celle  de  l'ellipse  qu'en  ce  que  h^  est  rem- 
placé par  —  />^  il  suffit, dans  le  résultat  final,  de  remplacer 

h~  j)ar  —  h'^  et  Ton  a 

(ay-Y  -[bxy=-[abf. 

Question  402. 

On  piojeUe  ortliogonalement  un  point  d  un  ellipsoïde 
sur  ses  trois  plans  principaux,  trouver  Tenveloppe  du 
plan  (jui  passe  par  les  trois  points. 

Mémo  qu(^stion  pour  les  deux  hyperl)oloïdes. 

Soient  x',  y' ^  z'  les  eoordoiniées  d'un  point  de  l'ellip- 
soïde  on  aura 

L'équation  du  plan  passant  par  les  pieds  des  trois  perpen- 
diculaires sera 

(•>.)  —4-  — --h  -  —  1. 

Appliquant  le  tliéorèine  qui  sert  à  trouver  les  surfaces  en- 
veloppes ,  nous  obtiendrons 

•^'  ^''  ^?   _  /.■= 


a- X        b"*  y        C' 

8. 


(  II6'  ) 

d'où 

Portant  dans  les  équations  (i)  et  (2) ,  la  première  donne 
[_      a'  h'  c'      J 


ou  bien 

(3)  ^ 


et  la  seconde  donne 


a~         6"       c    A 


I    [  x'        r         c'I 


3 


Remplaçant  A  par  sa  valeur  dans  l'équation  (3),  on  obtient 
I 

4 

ou 

(hcxf  -h  (acfY  -h  {abzY  =  4~.  a^ .  b~ ,  c~' ; 
enfin 

(bcxf  -H  [cicyY  +  [abzY  =  {iabc)\ 

équation  qui  a  beaucoup  d'analogie  avec  celle  de  la  déve- 
loppée de  l'ellipse. 

L'iiyperboloïde  à  une  nappe  ayant  pour  équation 

il  suffit  de  remplacer  dans  Téquation  ci-dessus  c^  par  —  c', 
ce  qui  donne 

L  IL  L  ~ 

—  {bcxY  —  («c/)'  -h  (nbz)''  =  —  (^nbcY 


(    "7  ) 


OU 


Quant  à  1  hypciboloide  à  deux  nappes,  sou  tiquaiion 
csl 

rt'        b-        c' 
ou 

z'-       .r'       y^ 

il  sullil,  dans  le  résultat  final,  de  remplacer  à^  et  />>'  par 
—  rt'  et  —  />^,  ce  qui  donne 

L  1.  1  ^ 

ou 

(/;rx)^  -H  («cj)'  —  (abz)''  =  —  (7.nbc)\ 

Question  403. 

Ecrire  l'équation  d'un  faisceau  de  surfaces  qui  passent 
par  le  point  [x\  j\  z')  et  par  l'intersection  des  deux 
surfaces 

/(<^,  7.  z)  =  o,      «p(.r,  /,  z) —  G. 

L'équation  générale  des  surfaces  passant  par  T intersec- 
tion des  deux  surfaces  proposées  sera 

a/(x,7,  2)  +  (p(x,  j,  z)  =o, 

X  étant  une  indéterminée  arbitraire.  Exprimons  que  le 
point  [x  y'  z')  est  sur  la  surface 

X/(x',/,3')-4-c?(.r',/,  z')=.o, 

1'    ^ 
a  ou 


(  'i8  ) 
pai'  suilc  I  ctpialioM  (Icniaiidéc  csl 


SOLITIOX  DK  LA  QlESTIO\  422 

(voir  p.  3î); 

Far  m.    p.    DELESTRÉE, 

lilève  du  lycée  Saint-Louis  (  classe  de  M.  Briot), 

MM.  LAQUIÈRES,   FÉNÉON, 

Élèves  du  lycée  Saint-Louis, 

M.   BERGIS, 

Élève  de  riustitutiori   iVIayer. 

Et  m.  s.  de  SILGUY, 

Élèvo  des  Carmes  (classe  de  iVL   Gerono.) 


Discuter  et  construire  le  lieu  représenté  par  réqualion 

yx^  -h  bx  -\-  V  rr:  o. 

Nous  aurons  cjuatre  cas  à  considérer  suivant  que 

^  >  o  ,        c  >  o  , 
/>  <  o ,        f  <  o , 

/>  >>  o ,      c-  <;  o , 
/;  <  o ,       c  >  o  ; 

mais  il  sullira  de  laire  la  discussion  en  détail  poiii  le  pre- 
mier cas,  parce  que  les  autres  ne  diffènuit  du  premiei' 
qu  en  ce  que  la  position  relative  des  branches  de  courbe 
par  rapport  aux  axes  se  trouve  changée. 
Résol\anl  p.ii    rapporta^', 

hx  -\-  c 


(  "y  ) 

Pour  loulou  les  Nalciirs  positives  (l(.'  a  ,   y  leslc  conslaïu- 
nu'iil  iiégalivc  ;  de  plus  pour  x  =^  o  ^ 

puis  )■  dccroit  ensuite  à  mesure  que  x  augmente,  et  quand 

on  a  x  =  00  , 

On  obtient  ainsi  la  branche  CAB.  Si  nous  donnons  main- 
tenant à    X  des   valeurs   négatives  à  partir  de  o,  j^  est 


d'abord  inGniment  grand  négatif,  puis  il  décroît  en  va- 
leur absolue  jusqu'à  devenir  nulle  quand  x= — y;  au- 
delà  ,  elle  prend  des  valeurs  positives ,  croît  d'abord,  puis 
décroît  ensuite  jusqu'à  o  quand  x  est  infinie  après  avoir 
passé  par  une  valeur  maximum.  jNous  obtiendrons  ce 
maximum  en  cherchant  les  points  où  la  tangente  est  hori- 
zontale. Prenant  la  dérivée, 

J  —  — 


2C 


.V 


\]n  seul  point  a  donc  sa  tangente  horizontale,  et  (  e  poini 


(  ï'-^^>  ) 

i»  pour  cuoidoiincM'b 


b 
h' 


1C 


11  est  à  remarquer  que  l'abscisse  OE  esl  piéciséoieul  le 
double  de  OD.  Pour  obtenir  les  points  d'inflexion  de  la 
courbe,  j'égale  à  zéro  la  dérivée  seconde  , 


„ ibx  -\-Zc 

x^ 

Do  là   on   déduit   pour   le  point  d'inflexion  \vs  coor- 
données 

_  _  3jc 
Q.b 
_2.b' 
'^~  9'- 
Pour  déterminer  plus  complètement  la  courbe ,  propo- 
sons-nous de  cliei'cher  les  tangentes  aux  points  remar- 
(juables. 
Vax  1) 

r 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  est ^  •  «iii  point 

.                            ,           i±b' 
d'inllexiou,  ce  coemcient  a  pour  valeur -• 

On  peut  encore  remarquer  que  les  valeurs 

f  c 

x  =zz et       X  =z    - 

'2  b  b 

Substituées  dans   1  équation   donnent   poui    r   la   même 


(  ■■■'■•  ) 

(|uaiitilé,  ic  (|ui  [Hduvf  (|ik'  la  l)raii<  lu;  Dit  >>i'  lapproclu; 
plus  \ilc  de  ra\cdes  y  que  la  hranche  AHC. 

Eu  résolvant   par    lapporl    à    y,  ou   m)1i  (|lic  riiypei - 

bole  xy  =^ est  diauiélralo   par  rapport    à   la  courbe 

ilouuée. 

La  discussion  pour  les  trois  autres  cas  serait  identique. 

{*)  L'hyperbole  diamétrale  et  la  courbe  proposée  ont 
toutes  deux  pour  asymptotes  les  axes  coordonnés.  Cette 

proposition  est  évidente  pour  jcj'  =  —  -'-,  nous  pouvons 

la  démontrer  pour  la  courbe  en  appliquant  la  méthode 
générale  des  asymptotes  ;  j'obtiens  ainsi  pour  le  coelli- 
cienl  angulaire 


lim  —  =  c 
.r 


et  pour  rordonnée  à  l'origine 

donc  les  asymptotes  pour  la  courbe  proposée  sont  bien 
encore  les  axes. 

Note  du  Rédacteur,  i".  Les  Européens  habitent  l'hé- 
niisplière  boréal  et  écrivent  de  gauche  à  droite.  De  là  l'u- 
sage de  prendre  les  -h  a: ,  direction  de  l'axe  OX  de  gauche 
à  droite,  et  les  —  x,  direction  de  OX^  de  droite  à  gauche^ 
les  -Hy,  direction  de  OY  vers  le  nord,  et  les  —  y^  direc- 
tion de  OY'  vers  le  sud^  les  -t-  z  vers  le  zénith ,  direction 
de  l'axe  OZ  ,  et  les  —  ^  ,  direction  de  OZ'  vers  le  nadir. 
Toutefois  en  mécanique  on  prend  OZ  vers  le  nadir,  parce 
(|ue  c'est  la  direction  de  la  pesanteur.  De  même  pour 
étudier  les  mouvements  des  lignes  trigonométriques,  nous 


(*)  Ce  qui  suit  e.-it  de  1  <Mc\e  Delcslrec. 


(  I'-^'^  ) 

iai&oiis  voloii tiers  parcourir  la  circoiitérence  par  un  point 
de  gauche  à  droite  :  la  direction  opposée  clio(|ue  nos  ha- 
bitudes européennes.  Les  Orientaux  ,  écrivant  de  droite  à 
gauche,  ont  d'autres  habitudes.  Léonard  de  Vinci  écri- 
vait l'italien  de  droite  à  gauche:  caprice  d'artiste. 

On  connaît  l'importante  différence  entre  les  directions 
dextrorsum  et  sinistrorsum  dans  l'électricité  dynamique 
et  dans  les  phénomènes  de  polarisation. 

'i'\   Soit 

/jc-  -\-  bz  ■+■  c  =  o 

l'équation  d'une  surface  du  troisième  degré  ^  donnons  à  j 
hi  valeur  constante  a.  On  obtient 

c  —  ax^ 


h        ' 
et  prenons  celte  suite  de  valeurs  de  z 


c 


V 

X  =  z,,      z-,= 


c  —  az]        cb\  —  ac- 


'î) 


c  —  az\        cb'  —  abc"^  -+-  a^ 
3Z  --- 


.r  —  z„  j       z„. 


C  —  aZn 


Il  est  évident  que  z^j^^  est  une  fonction  de  ^^/ ,  ^  ,  c  dont 
la  formation  est  une  question  très-diliicile  de  calcul  in- 
verse des  différences,  non  encore  résolue.  M.  Gerono  a  le 
premier  découvert  cette  belle  et  utile  propriété  de  ces 
fonctions  (t.  X\l,  p,  436).  Lorsque  « ,  ^  ,  l)^  -f-  ^ac  sont 
positifs  et  que  l'on  a 


(IC 


o.<^--^'^' 


(  '-^s  ) 

alius.f   élaiil  la  [)lus  ptlile  laciiic  de  r('([iiali()M 
(IX'  '\-  bx  —  r'  =zi  ()  , 

la  séi'ie  z^^  z^  ^  z>^  ^  etc. ,  dccroil  vers  x'  el  la  série  x\  ,  a*/,, 
.<,; ,  etc. ,  (  roît  vers  x'  et  z  =  .r'. 
I.e  plan  qui   a   poni    écjiialion 

y  =  a 

coupe  la  surlace  suivant  une  ligue  dont  la  projection  sur 
le  plan  xz  est  la  parabole 

dx"^  -\-  bz  —  c  ci:  o, 

L  intersection  de  retle  parabole  par  la  l)isseclriee  x  =  z 
une  les  deux  racines  de  récjuation 


oo 


ax'  -\-  bx  —  (1=  G. 

Soit  x'  la  plus  petite  racine,  les  valeurs  des  z„  seront  al- 
ternativement au-dessus  et  au-dessous  du  plan  z  -.=.  x' . 

Pour  la  vraie  signification  des  racines  infinies,  il  faut 
lire  la  Note  de  M.  Gerono  (t.  III,  p.  3^  *,  i844)  *>  ^'^st  ^^ 
tju'on  a  dit  de  plus  satisfaisant,  de  plus  rationnel  et  de 
plus  complet  sur  cctle  matière. 


SOLUTION  DE  LA  m^VM  415 

(voir,  p.  31); 

Par  m.   Ernest  MALIN VAUD, 

Klève  de  l'institution  Bourdeau  ,  à  Limojjes. 


On  suppose  que  tlans  les  deux  triangles  AHC,  (ihc  ,  les 
angles  A  et  a  sont  égaux  ;  de  plus  les  cotés  HC ,  hc  oppo- 
sés à  ces  angles  sont  entie  eux  dans  le  lapporl  d<'s  péri- 


(  •'•'4  ) 

Jïièties  des  triangles.   Démontrer  que  ces  triangles   sont 
semblables. 

Appelons  a^  /> ,  c  el  a\  h' ^  c'  les  côtés  des  deux 
triangles,  ip  et  'ip'  les  périmètres.  Les  conditions  de  la 
question  nous  fournissent  les  relations  suivantes  : 

a         p  p  —  a  b  -\-  c 


(0 


a'        p'        p'  —  a'~b' 


La  formule  fondamentale  de  la  trigonométrie  rectiligne 
donne 

i-hcosA  =  i '- =  ^ -/— ,     car    A=A'^ 

ibc  ib  c 

d'où  l'on  tire 

bc  p  [p  —  a)         a' 

Ainsi 


b  -\-  c)   __    bc         cO  ^b 


(b'  -\-c'y        b'  c'~  a'^~~  ^b'  c' 
11  en  résulte 

,    ,  ib  —  cV         a-  b  —  c         a 

^    ^  [b'  —  c'Y        a^  b'  —  c'~~a' 

En  comparant  les  relations  (i)  et  (2)  ,  on  obtient 


d'où 


a 

t)  -^  c 

b  —  c 

. 

*■""" 

a'~ 

b'  -^c' 

b'-^c'' 

a        b 

c 

l'^T' 

^^^ 

?■ 

F.    V. 


MM.  Emile  Dajuty  (de  Tile  Maurice),  Laquières  et 
Fénéoii  (élèves  du  lycée  Saint-Louis)  ont  donné  des  solu- 
tions trigonométricjues  semblables^  mais  MM.  Laquières 
et  Fénéon  ont  aussi  donné  une  déFJiionslralion  géomé-^ 
ti  l(pio  fondée  sui  la  considération  des  cercles  ex-inscrilsv 


(  ''-^^>  ) 


OllESTIO^  irE\V)IEl\  (Ér.OLF  POLYTECUMQUE). 


On  f/ofific  les  deux  axes  A  A',  liR'  diuic  ellipse  ;  con- 
struire deux  diamètres  conjugués  qui  forment  un  angle 
donné  a. 

Sur  le  grand  ax'j  A' A  je  décris  un  segment  A'EA  ca- 
pable (le  l'angle  a  supposé  obtus  et  moindre  que  l'angle 


'' 

^A 

-, 

V 

M'/ 

,' 

^ 

;^1\I 

i       .•' 

-' 

u 

^***  "~ 

>X^ 

^* 

K",-'-'" 

V 

^^\  V 

i 

c 

I) 

l 

4 
1 

\ 

1 

t 

B' 


A'RA.  De  Tune  des  extrémités  B  du  petit  axe  BB',  je 
mène  la  droite  BD  qui  fasse  avec  A' A  un  angle  BDA  égal 
à  a  ,  et  du  point  D  la  droite  DH  faisant  avec  DA  un  angle 
HDA  égal  à  A^  BA.  Puis  je  conduis  par  le  point  H  une  pa- 
rallèle M'HM  au  grand  axe  A^A;  les  extrémités  M'  et  M 
de  la  corde  M' M  seront  des  points  d'intersection  de  l'are 
A'EA  et  de  l'ellipse  qui  serait  construite  sur  les  axes 
donnés  A' A,  B'B. 

En  menant  par  le  centre  C  de  l'ellipse  des  diamètres 
parallèles  aux  cordes  supplémentaires  A' M ,  AM,  ils  sa- 
tisferont aux  conditions  du  problème  proposé.  11  est  claii* 
que  le  point  M'  donne  lieu  à  une  seconde  solution. 

G. 


(   '^G  ) 
SOUITIOIV  DG  14  (QUESTION  Ail  (IIIÎRMITK 

(voir  p.  31); 

Par    m.    L.    RASSICOD  , 

Élève  du  lycée  Saint-T,o\iis. 


Pour  que  1  é([uali()ii 

(  1  )  ax  -{-  bj  z=  n  , 

on  a ,  h  y  n  soûl  des  uonibros  eutieis  positifs,  admette  des 

solutious  entières  et  positives,  il  faut  : 

1°.   Que  a  et  b  soieut  premiers  entre  eux  (*)  ^ 

2".    Que  n  soit  plus  graîid  que  a  elh.  Car  pour  que  les 

valeurs  de  x  et  de  y 


ji  —  h  y 


n  —  ax 


a  h 

tirées  de  réqualion  (1)  soient  positives,  il  faut  que  y  soit 

<C  T  et  X  <C  -  ;  mais   x  et  r  devant  être  entiers  ne  sau- 
^  /?  rt  "^ 

raient  être  plus  petits  qu  une  fraetion-,  donc  il  faut  que  // 
soit  ^  a  et  ^h. 

Si  ces  conditions  sont  réalisées,  Téquation  donnée  ad- 
mettra toujours  un  système  de  valeurs  (.t  =  A,  }'  =  B) 
entières  et  positives  qui  la  vérifieront.  Toutes  les  solu- 
tions seront  d'ailleurs  comprises  dans  ces  formules 

X  =z  a  —  bq  ^       ^-  :=  B  -f-  r/<7   (  **  ). 

Pour  que  ces  valeurs  soient  positives  ,  il  faut  que  Ton  ait 

-B  A 

<'7<T' 


a      ^'  ^b 


(*)  BrmR.wn,  Analyse  uulctertnince  du  premier  degré. 
(*"*)   Bi  UTRAND  ,  Àunlrse  indèlerwinèe  du  premier  dei^ré. 


(    '■^7  ) 

(.)  ^'<,<^^^;. 

n  a  ah 

Si  donc  on  cli'slj^rK'  par  />  ic  noiubio  dos  (Milicis  «'oiiU'- 

luis  dans  — -,   les  /)  -+-  i  valeurs 

ab  ' 

que  Ton  donnera  à  r/  satisfeionl  à  rinégalilé  (2)  ,  cl  ,  ])ar 
conséquent,  donneront  pour  l'équation  (i)  p -\- \  solu- 
tions [dont  fera  partie  la  solution  (A  ,  B)  donnée  pour 
^7  =  0]  évidemment  distinctes  et  de  plus  entières  et  posi- 
tives. Toute  autre  valeur  attribuée  à  q  ne  satifaisant  pas 
à  rinci];alité  (2)  ne  pourra  donner  pour  l'équation  pro- 
posée un  système  de  solutions  entières  et  positives. 

Le  nombre  de  ces  solutions  est  donc  en  général  marque 

par  le  plus  erand  nombre  d'entiers  contenu  dans  —r  plus 
^  ^        ^  ab  ^ 

un.  Je  dis  en  général ,  car  si  n  était  <^  <2  et  <^  6 ,  il  n'y 

aurait  pas  de  solution  entière  et  positive ,  c'est-à-dire  que 

le  nombre  de  ces  solutions  serait  précisément   égal  à  p 

qui  serait  alors  nul. 

Note  du  Rédacteur.  Ce  résultat  est  aussi  consigné 
dans  V  Algèbre  de  MM.  Mayer  et  Choquet-,  dans  le  Quar- 
terly  Journal  (mars,  i855,  p.  370)  ,  M.  Hermite  donne 
cette  nouvelle  démonstration  : 

Désignons  par  E  (  -  )  le  plus  grand  nombre  entier  con- 

tenu  dans  -• 
P 

On  doit  évidemment  avoir 


(  "'«  ) 

où  .r' cl  )  '  s«^rU  tl<'s  cMliors  positifs  •   siibsliuiant  ces  va- 
leurs ,  o)i  oblicnt, 


nx'  -\-  by'  =  «  —  a  —  ^i  zrz  n\ 


Cl\l 


a  =.  n  —  «  E  (  -  I  î 

\« 

On  a 

rx<^n      et      f^  <^  ^ 
et 

a  4-  B  <C  ''  »      "'  <C  ^  >       "'  <^"^       '/'  !>  ^'  1       n'  ^  b. 

Ces  inégalités  doivent  subsister  pour  qu'une  solution 
soil  possible.  Faisant  donc 

on  obtient 

OÙ 

et  l(;s  inégalités  analogues  à  celles  de  ci-dessus. 

Répétant  les  mêmes  opérations,  on  a,  pour  l'équation 
de  quantième  « , 

■E\  /E 


..'^(-)-..-  ,-.^l_,_,.^.., 


„'  _  «  E  (  —  ]  =  a',       /?'  —  ^  E  (  —  )  =  ^' 


et  de  la 


Lrs /i  lîiminuanl ,  lu  nombre  des  iranstbrmalioiis  esl  li- 
mile  et  elles  s'arrétenl  lorsqu'on  a 

n'  —  «'+'      ou      y.'  -h  p'  =  o  ; 

ce  qui  donne 

a'  r.-  o  ,       p'  —  o  , 

Mais  a  cl  b  étant  premiers  entre  eux,  on  a  donc 

n'  z=  wah  , 

w  est  mi  nombre  entier:  ainsi  on  obtient  une  transformée 

a.r'  -h  by'  ^=^  wah  ^ 
d'où 

,r'  z=z  h  c  ,       y'  =  aYi  y      w  :=:  vj  --h  £  ; 

îe    nombre  des  solutions  de  eette  dernière  équation  est 

^)  -f-  I. 
Faisons 

n=z7:ah-i-p     ou      v<^ab., 

faisant  les  transformations  sous  cette  forme,  on  voit  que 
le  nombre  des  solutions  de  Téquation 

a.r  -\~  by  ■=:  Tz  ab  -\~  v 

est  égal  à  la  somme  des  nombres  de  solutions  des  équa- 
tions 

ax  -^  by  =  nab     et      ûx  -\-  by  =  o. 

Si  cettedernière  équation  est  impossible,  alors  le  nombre 
des  solutions  est  ti  ^  si  elle  est  possible  ,  le  nombre  des 
solutions  est  TT  H-  I . 

En  faisant  les  substitutions  successives,  on   parvient 

4nn.  de  Maiiirmat.A.XyU.  ;  Avril  i8"^8.)  U 


(  -30  ) 


aux  senes 
a 


1-) 


M.  Sylvester  a  trouvé  le  nombre  des  solutions  positives 
entières  de  l'équation  générale  ax  -{-  by  -\-  cz ,  .  ,  =  ri] 
ce  travail,  à  ce  que  je  sache,  n'est  pas  encore  publié. 


DISCUSSION  DES  LIGNES  ET  SURFACES  Dll  SECOND  ORDRE 

(TOir  t.  XV,  p.  322  et  386;  t.  XVI,  p.  207  et  294); 

Par  m.  PAINVIN, 

Professeur,  Docteur  es  Sciences  mathématique». 


I. 


LIGNES   DU    SECOND    ORDRE. 


La  discussion  des  courbes  du  second  ordre,  c'est-à-dire 
la  connaissance  du  genre  et  de  l'espèce  de  la  courbe  re- 
présentée par  une  équation  du  second  degré,  se  déduit 
très-facilement  de  la  considération  des  signes  de  Virn^a- 
riant  et  du  déterminant. 

Soit,  en  adoptant  la  notation  ordinaire , 

(i)  Aa:^-l-2Bjr>'-HC/'-i-2Dx-f- 2E/4-F~o 

Téquation  générale  des  courbes  du  second  degré;    on 
pourra  toujours  supposer  A  ]>  o. 


(»■) 


(  •''  ) 

Je  icikU  lioiiioat^iK'  I  ('(jualioii  (i).  ce  (|in  (loiiric 


■V.r'   -H  Cy-'  -4-  Vy  -+-  '?\^ry  -+-  ?.  0x2  -f-  :>.  K  Kz  =^  o, 


rî  I  v'^nlo  à  /éro  l(\s  (Itirivcrs  du  pi(;mi«;r  mcinhic  do  I  é- 
qualitm  par  i*apport  aux  trois  variables  x^  7,  z\  ou  ob- 
tient ainsi 

Ax  4-  Br  -h  1)2  nr  o, 

B.r  4-  C  >    -+-  Kr.  =r  o, 

Dr  -f-  Er  -t-  F;r  =r  o. 

Le  déterminant  des  coelïicienis  du  système  de  ces  trois 
équations  est  ce  qu'on  appelle  le  discriminant  de  la  fonc- 
tion (p;  le  rôle  qii<*  joue  cetttî  quantité  dans  la  question 
actuelle  justifie  pleinement  celte  dénomination. 

On  aura  donc,  en  désignant  par  A  le  discriminant. 

i  x\     B  î  D  1 

A==  j   B     C  I   E  I 
j  D     E     F  1 

Je  considère  en  outre  le  déterminant  du  second  ordre 


^Invariant.) 


A     B 
B     C 


(*) 


qui  peut  s'écrire  immédiatement  d  après  rinspection  du 
discriminant,  et  qui  n'est  autie  chose  que  le  dénomina-^ 
leur  commun  des  coordonnées  du  centre  :  on  lui  donne  le 
nom  à' irn^ariant . 

Or,  par  une  analyse  très-simple  que  je  supprime  ici, 
on  arrive  aux  conséquences  suivantes  : 


(*)  J-^  Ap;  l'accenl  désigne  una  devivoo  par  rapport  à  la  Irtttra  F 

Tm 

9' 


(  >3'.  ) 

T"'  CAS.    —  Invariant  pofiitif  ;  ^'enre  ellipse . 

/  négatil. .  . .      Ellipse  réelle. 

Discriminant  \   nul Point. 

\   positif  .     .      Ellipse  imaginaire. 

ir  CAS.  —  Invariant  négatif;  genre  hyperbole. 
différent  de  zéro.     Hyperbole. 


Discriminant  ^       ,  i     .  • 

nul Deux  droites  qui  se  coupent, 

IIP  CAS.  —  Invariant  nul  ;  genre  parabole. 

[  différ.  dezéro.      Parabole. 
Discriminant;  (réelles,  ^\d<^o^ 

\  nul    Deux  dr.  parall.  l  se  confond^  si  d=z  o, 

[  imaginaires,  si  d'^o. 

d  représente  un  troisième  déterminant  auxiliaire 

A     D 
D     F 

qui  se  déduit  immédiatement  du  discriminant  en  prenant 
les  quatre  lettres  aux  sommets  du  carré. 


II. 

SURFACES    DU     SECOND    ORDRE. 

Je  fais  reposer  sur  des  considérations  analogues  la  dis- 
cussion des  surfaces  du  second  degré. 
Soit 

Kx^  -^  A'.r'  -4-  A"  s^  4-  9.  B  jz  -4-  ?,  B'  zx  +  ?■  B"  xy 
-f- 2  Cx  4- s». C  j  H- ?.  C" z -f- D  =r  o 


(  '3:i  ) 

1  ét|ualiou  générale  d«îs  surfaces  <l»i  second  oïdie,  i^ui  . 
rendue  homoii;ène.  devient 

(f  [x,  J,  z)=:  A.r'-l-  A' j'-f-  A"z'  4-  \)t    -+-  2l3jZ  -+-  2\V  zt 

-\-  2  IV' ^v  -f-  2Cxi  -\-  1 C  y  t.  -f-  2i;"  zt  =  o. 
En  égalant  à  zéro   les  dérivées  partielles  du  preniiei 
membre  de  cette  dernièie  équation  par  rapport  aux  va- 
riables x,  y^  z,  ?,  on  obtieiidia  les  cpiatie  équations 

Ax  -h  B"j  -+-  B'  z  +  O  :^  o , 
B".-r4-  A'jH-Bz  ~i~C't  =  o. 
B'.r-I-Bj  -+- A"s-f-C'V  — o, 
C:v   -hC'r  -[-C"z-{-'De  =o. 

A  est  toujours  supposé  positif. 

Le  déterminant  de  ce  système  est  le  discriminant  de 
la  fonction  (p. 

On  aura  donc ,  en  désignant  par  A  ce  discriminani, 

A      B''  1  B'  I  G 
B"     A'  I  B    j  C 

b"""b""  k"  \  C" 
c     a    c   D 

Je  considérerai  en  outre  les  deux  déterminants  du  troi- 
sième ordre  : 


A  =;: 


A 

B'^ 

B' 

B'^ 

A' 

B 

rï  ~ 

B' 

B 

A" 

[i^^  invar.)      a  .- 


et  les  deux  déterminants  du  second  ordie  : 


A 

B" 

c 

B'^ 

A' 

a 

C 

a 

D 

(*) 


(  2''  invar.  )        d  =:: 


A 

B"  i 

d'  = 

A 

C 

B" 

A' 

1 

C 

D 

C)  ^^-^D' 


^A    '      '^  —  '-^A'    —  -^DA'       '^'  ~  '^A    A  • 


Iv 


(  >34  ) 

Ces  (jualic  clélernniianls  peuvent  décrire  à  la  seule  in- 
spection du  discriminant ,  comme  il  est  indiqué  par  les 
lignes  ponctuées.  Je  donnerai  aux  déterminants  o  el  cl  les 
noms  de ^rem/e/' et  ^eco«^i invariant;  le  premier  invariant 
est  le  dénominateur  commun  des  coordonnées  du  centre. 

Ceci  posé,  la  discussion  générale  des  surfaces  du  se- 
cond ordre  pourra  se  résumer  de  la  manière  suivante. 

J'ai  supprimé  toute  démonstration ,  pensant  que  les 
méthodes  de  discussion  connues  étaient  bien  suffisantes 
pour  établir  facilement  les  propositions  énoncées  dans 
cette  note;  j'ajouterai  cependant  que  la  décomposition  en 
carrés  est  la  méthode  qui  m'a  semblé  conduire  le  plus  ra- 
pidement à  ces  résultats  ,  si  on  la  dirige  convenablement 
en  faisant  intervenir  quelques  propriétés  simples  des  dé- 
i(M  minants. 

1>\  —    PREMIER  INVARIANT  o   DIFFÉRENT  DE  ZÉRO. 

jre  FAMIULE.    —   Surfaces  à  centre  unique. 

F'  CAS.  —  Les  deux  invariants  â  et  d  tons  deux  positifs  ; 
genre  ellipsoïde. 

/    négatif.  .  .      Ellipsoïde  réel. 

Discriminant  )  nul Point. 

*  positif.   .  .      Ellipsoïde  imaginaire. 

ir-  CAS.  —  Le  premier  invariant  6  étant  diffèrent  de  zéro  et  n'é- 
tant pas  positif  en  même  temps  que  le  second  invariant  d  ; 
genre  hyperboloide. 

l   positif.  .  .      Hyperboloide  à  une  nappe. 
Discriminant  <  négatif. . .      Hyjierholoulc  à  deux  nappes. 
(   nul Cône. 

f/ peul  erre  <[Uelc(Ujqiie .  positif,  négatif  ou  nul. 


9 

\ 


(  «:i5  ) 


a».  PREMIER  INVARIANT  .;  NUL. 

2*  FAMILLE.   —  Surfaces    dénuées  de  centres  ou  possédant 
une  infinité  de  centres. 

I*"'  CAS.  —  Le  premier  invariant  3  nul  et  le  discriminant  A 
différent  de  zéro;  ^enre paraboloïde. 

Skcond  invariant  d  différent  de  zéro  : 

.,.      .    .  i  néiçatif.  .  .      Paraboloïde  elliptique. 

Discriminant  \       °.  ,    ,     ,    ,  , 

f  positit.  ..      Paraboloïde  hyperbolique. 

Secoivd  invariant  d  nul  : 

Discriminant  positif  ou  négatif .  .      Cylindre  parabolique. 

IP  CAS.  —  Le  premier  invariant  §  et  le  discriminant  A  étant  nuls ^ 

genre  cylindrique. 

Second  invariant  d  différent  de  zéro. 

d^  o,     (î'  ^  o .  .  .  Cylindre  elliptique  imaginaire. 

d^  Of     §' <^o.  .  .  Cylindre  elliptique. 

d<^Oy     ^'  ^  G . . .  .  Cylindre  hyperbolique . 

d'^Oj  ]  i  Deux  plans  imaginaires  qui  se  coupent. 

o    :::::::  O  .  .  . 


^/<^o,  )  I  Deux,  plans  qui  se  coupent. 

Second  invariant  d  nul. 

t/^  o .  .  . .      Deux  plans  parallèles  imaginaires. 
d'  =zo.  .  .  .      Deux  plans  qui  se  confondent, 
rt?'  <^  o .  .  .  .      Deux  plans  parallèles. 

Dégageant  cette  discussion  des  cas  particuliers,  on 
pourra  résumer  ainsi  les  signes  caractéristiques  des  diffé- 
rents genres  de  surfaces. 

Genre  ellipsoïde.  Les  deux  invariants  ô  et  ti  sont  tous 
deux  positifs  y  d  ne  doit  pas  être  mû. 


(  '^6  ) 
Genre  hyperboloïde.  Le  preiiiiei  imaiiaul  d  e^ît  diité- 
rent  de  zéro  et  n'est  pas  positif  en  même  temps  que  le 
second  invariant  c?,  qui  d'ailleurs  peut  être  quelconque. 

Genre  paraholoïde.  Le  premier  invariant  d  est  nul  et 
le  discriminant  A  est  différent  de  zéro. 

Genre  cylindrique.  Le  premier  invariant  et  le  discri- 
minant sont  tous  deux  nuls. 

Note  du  Rédacteur.  C'est  sans  doute  pour  ne  pas  trop 
s'éloigner  des  usages  ordinaires  que  le  savant  auteur  n'a 
pas  employé  la  notation  si  expressive ,  si  mnémonique 
des  coefficients  et  des  variables  à  indices  : 

-h  2â!,j  a;,  a,'j -f- 2fl,3X,  j;3  -h  2«,4.r,.r,i  =:  o   ligne, 

anX\-{-  «22  •^•,  H-  tho^l  +  (i,,^.t]  -f-  2fl,.,  .r,  Xî  -i-  la^^x^x^ 

-+-  2fl|4.r,  .r^  -f-  2«„x2.r3  -\-  7.cii,,X2.'Ki  --f-  ia,,^x\  =  o  surface- 


EXTRACTION  ABRÉGÉE  Wmi  RACII\E  CIBIOUE; 

Par  m.   Angelo  GENOCCHl, 


J'ai  eu  tout  jécemment  l'occasion  de  m  occuper  de 
l'extraction  abrégée  des  racines  cubiques  dans  un  cours 
d'algèbre  et  de  géométrie  que  je  suis  chargé  de  faire  à 
luniversité  de  Turin,  M.  Serret,  dans  son  Traité  d' A- 
rithmétique  (publié  en  iBSa)  exige  qu'on  ait  déjà  trouvé 
n  -{-  2  chiffres  de  la  racine  pour  en  déterminer  ?i  par  une 
simple  division.  Ou  trouve  la  même  proposition  dans  une 
traduction  italienne  de  V. Arithmétique  de  M,  Bertrand, 
imprimée  à  Florence  en   1856  avec  des  additions  et  des 


(   '-^7  ) 

noies  liu  LradiK  icui .  :M.  Amiol,  dans  un  iiitéiossaiit  ai- 
liclc  {  lYoh\'c//os  ytniiah's,  i85i,  [).  'i^/\  vA  -i^^)  scmbl<* 
iiièim'  exiger  qu'on  connaisse  au  moins  jl  -}-  '^  chiffres.  J(* 
me  suis  ranj^é  à  Topinion  tle  (VllNI.  iMitly  et  Finck,  (jui  se 
conleulent  de  7i  4-  i  chiffres  seulement  [Nouvelles  An- 
nales ^  »344i  P"  ^^^y  i  1846,  p.  '-^^i)^  mais  j'ai  précisé 
avec  plus  de  soin  fc  cas  où  le  qiiolieiU  de  la  division  n'est 
plus  la  \aleur  approchée  à  moins  d'une  unité  de  la  partie 
restante  de  la  racine. 

Je  rapporte  mon  calcul  qui  est  assez  simple- 
Soient  jN  le  nombre  dont  on  cherche  la  racine  cubique^ 
a  le  nombre  formé  par  les  n-\-  \  chiffres  déjà  trouvés  à  la 
racine ,  suivis  de  n  zéros  ^  q  le  quotient  et  /*  le  lesle  de  la 
division  de  N  — a'  par  ha^ . 
En  posant 


on  a 


(l'on 


IN  —  a^  jc"-        .v'  r 

3a'  a        3a'        '         3a' 


r  I  X' 


3a^        \a        3  a' 


Comme  r  <^  3a%  on  voit  que  la  différence  entre  x  et  (/ 
sera  toujours  <I  i  tant  qu'on  aura 

x^         x^ 

--  -f-  y-,  <  U 

a         6a' 

et  que  si  cette  inégalité  n  a  pas  lieu,  x  sera  <^</.  D'ailleurs 
on  a  a:  <^  10"  puisque  la  partie  entière  de  x  ne  doit  con- 
tenir que  fi  chiffres    Oi-  si  x  n'excède  pas  10" ?  on 


(   '-^8  ) 
})cul  ailiiiiHii  <]iu>  i  on  ;(iii.i 


.3 


car  3  X  II  cxt  édera  pas 

3 . 1  o" <:r  3   I  o  "  —  I , 

et  5  à  cause  de 


on  aura 


hx        x^      ^  3.  lO"  —  1  ! 

«l  où 

X'^  X?  X 

Mais    si    q    ne   surpasse  pas    lo"  lorsque  x  excédera 

lo" 5  la  différence  q  —  x  sera  toujours  <^  i .   11  faut 

donc  qu  on  ail 

y^io". 

o    1                N  —  ^^  ■,  I  »  V       -y  i   a  \ 

Ur  le  reste ^^  ne  peut  surpasser  S  I  — ^  )  -h  a  (  — ;;  )  •> 

et,  par  conséquent,  la  fraction  ^     ne  peut  pas  sur- 

passer  lo"-}- ;   d'où  il  s  ensuit  que  q  sera  toujours 

<^  lo"  -H  I,  excepté  dans  le  cas  de  a  =  lo^".  Dans  ce  cas 

f/  =   I  O"  -h  1  ,        /•  ==:  G  , 

N  =  io-''.[(io"  -h  «)'  ^  *]• 
Voici  le  cas  unique  où  q  étant  -^^  i o"  H-  i ,  ,r  ">  lo" -, 


(  >h)  ) 

DU   dUiii 

V  —  .r  >  1 , 

et,  par  biiitc ,  il  ^-  if  ne  sera  plus  une  valeiii  approehéc  de 
V  N  à  moins  (l'une  unilc.  Mais,  daris  ce  cas,  x  étaul  corn- 

I  1 

|)iiseulre  lo" el  lo",  a -\- q  —  i  sera  la  racine  ap- 
prochée à  moins  d'une  denii-unité  par  excès  ,  et  a-\-q —  2 
la  racine  approchée  à  moins  d'une  unité  par  défaut.  Ainsi 
la  racine  approchée  se  déduit  toujours  du  quotient  q  ; 
elle  résulte  donc  toujours  d'une  simple  division. 

Au  reste  le  cas  singulier  de  ^/  — x^  i  est  assez  recon- 
iiaissable  soit  par  la  forme  de  N,  soit  parce  qu'alors  q 
surpasse  le  plus  petit  nombre  entier  de  n  -\^  i  chiffres, 
landis  qu'on  n'a  besoin  que  de  n  chiffres. 

Je  crois  donc  qu  on  peut  prononcer  sans  exception  que 
n  -\-i  chiffres  de  la  racine  suffisent  pour  déterminer  les 
suivants  par  une  simple  division. 

Note  du  Rédacteur .  M.  Housel  m'écrit  que  la  mé- 
thode abrégée  donnée  à  la  page  'j  est  déjà  exposée  dans 
les  Calculs  pratiques  qu'il  a  publiés  avec  M.  Babiriel,  et 
il  ne  met  pas  en  doute  que  M.  Forestier  n'y  soit  parvenu 
de  son  côté. 


Ql]ESTIOI\S. 

'communiquées    par    m.    Va>>.S()N.  ) 

429.  Si  parle  centre  d'un  polygone  sphérique  régulier 
on  fait  passer  une  circonférence  de  grand  cercle  el  qu'on 
projette  sur  cette  circonférence  tous  les  arcs  menés  du 
cenir<î  aux  divers  somjnels ,  la  somme  des  tangentes  car- 
rées des  projections  est  tonstanle,  quelle  que  soit  la  direc- 


(  i4o  ) 

lion  du  j^iaiid  cercle.  Elle  esl  égale  à  la  laiigeiite  carrée 
de  la  distance  polaire  du  cercle  multipliée  par  la  moitié 
du  nombre  des  côtés  du  polygone. 

430.  Si  au  lieu  des  carrés  on  prend  une  puissance  quel- 
conque de  degré  pair  et  inférieur  an  nombre  des  cotés 
du  polygone,  on  trouve  pour  somme 

_  {/j  -h  ij{jj-h  2).  .  .  ip    y  tang^ /■ 

JS'  étant  le  nombre  des  côtés.  Les  théorèmes  analogues  ont 
lieu  pour  un  polygone  régulier  dans  un  plan. 


FOIUILLES  FONDAMENTALES  DE  L'ANALYSE  SIMIEmQLE 

(voir  page  99); 

Par  m.   VAINNSOIN. 


Nous   avons  démontré  que  1  équation  d  une  circonfé- 
rence de  grand  cercle  sur  la  sphère  est 

y        X 

V  H =1       ou       y  z=  Ax  -\-  b 

u        a  ^ 

et  que  celle  d'un  petit  cercle  ayant  son  pôle  à  1  origine 
est 

jpî  -h  /■  H-  2JC)  CCS  G  =  R% 

les  lettres  x,  /,  a,  etc.,  représentant  des  tangentes.  Ces 
équations  étant  les  mêmes  que  celles  de  la  ligne  droite  et 
du  cercle  sur  le  plan ,  il  en  résultequ  on  a  immédiatement 
la  solution  de  tout  problème  dans  lequel  n'entre  qu'un 
seid  petit  cercle  el  un  nombre  quelconque  de  grands  cer- 
cles. Si  le  problème  analogue  a  été   j-cî^oIu   sur   le  plan 


(  l.jl  ) 

l>ar  l  analyse,  il  sullil  (U;  jucndro  le  lésuUat  du  calcul  rj 
(le  rapplKiner  à  la  splièrc  on  considérant  certaines  let- 
ties  lomniedes  lanpjenlos  darcs;  les  applications  (pi'ou 
peut  faire  de  cette  méthode  sont  en  très-grand  nombre, 
lions  nous  bornerons  à  quelques  exemples. 

i'\  Trouver  V intersection  d'un  petit  cercle  et  (Viin 
grand  cercle. 

Il  serait  inulile  de  faire  ici  le  calcul  ;  on  trouve,  pour 
(  ondition  de  possibilité, 

_  è^sin'Ô 


I  -h  A-  -h  2  A  cosG 

Le  grand  cercle  ayant  poui'  équation 

J  =  A  X  -h  b  , 

pour  que  les  deux  courbes  soient  tangentes,  il  faut  qu'on 
ait 

^sin  9 

V  I  -t-  A^  -}-  2  A  cos  G» 

et  comme  alors  le  rayon  égale  la  distance  du  pôle  du  pe- 
tit cercle  à  l'arc  tangent,  il  en  résulte  que  celte  formule 
fait  connaître  par  sa  tangente  la  distance  de  l'origine  à 
une  circouférence  de  grand  cercle;  si  les  axes  sont  rec- 
tangles, la  condition  de  contact  sera 


/?  =:±:R  v/i-h  A-; 

en   sorte   que  l'équation  d'une  circonférence  de   grand 
cercle  tangente  à  un  petit  peut  s  écrire  ainsi 


j- =r  A.r±:Rs/n-A'. 

Cette  formule  résout  le  problème  de  mener  une  tan- 
gente à  un  cercle  de  manière  que  les  tangentes  des  seg- 


(  -4»  ) 

meiils  Imoncplés  sur  les  côtés  diin  aiiglo  droit  avani 
son  sommet  au  pôle  soient  dans  un  rapport  donné  ( — A  ). 
Il  y  a  deux  solutions  :  si  1  on  clicrehe  la  rencontre  des 
deux  circonférences , 

y  =  A.r  ziz  R  y/i-f-  A-. 

On  voit  qu'il  ne  peut  y  avoir  pour  j:  et  j)^de  valeurs  finies 
communes  aux  deux  équations^  il  faut  donc  que  x  =  oc  , 
c'est-à-dire  que  la  rencontre  a  lieu  à  po  degrés  du  pôle. 
Pour  achever  de  trouver  le  point  de  lencontre,  il  faut 
avoir  sa  latitude. 

Soit  Y  la  tangente  de  cette  latitude,  on  aura 


r 


cos/>- 


Les  équations  des  deux  aies  tangents  peuvent  donc  s'e 
crire  ainsi 


Y  =  A  sin.r  -i-  R  y/i  -h  A'  cosx, 

Y  =  A  sin  X  —  R  \/ 1  +  A^  cos  .r , 


d 'où 


ros.r 


o, 


=  -,      Y.-A 


En    effet,   la  distance  CO   étant  un   cjuadrant.  1  angle 

Fir, .    I . 


(   ''«3  ) 
COA  =  -,  la  la li Unie  Cf.  —  l'auglc  CO^  =  ''  —  AOL ,  rt 


-,  la  la li Unie  Cf.  =  l'auelc  CO^  =  - 
on  a  <'^vidonini('iit 


cor  AOL  =  — ^—  — —  — ^  —  A. 
tan^  LO  tangrt 

Si  1  ou  appelle  x'  cl  y'  les  (anj^cîiilcs  (Uîs  coordonnées  du 
point  de  rontaet,  on  trouvera,  au  moyen  des  résultats 
précédents,  (jue  la  tangente  peut  encore  se  représenter 
par  Téquation 

yy  H-  x.v'  =  R'. 

On  pourra  se  proposer  de  mener  une  tangente  au  cercle 
par  un  point  extérieur,  trouver  l'équation  de  la  corde  d«' 
contact  ou  plus  généralement  la  polaire  d'un  point  x" y" ^ 
ce  sera 

yy"  -h  ocx"  =  r\ 

De  là  on  conclura  aisément  les  propriétés  des  polaires  y 
les  mêmes  que  sur  un  plan. 

Problème.  Connaissant  les  coordonnées  géographi- 
ques de  deux  points,  trousser  leur  distance  A. 

Soient  xy ,  x'  j'  les  longitudes  et  latitudes  des  deux 
points  donnés  \  A  sera  le  troisième  côté  d'un  triangle  dans 
lequel  on  connaît  deux  côtés  et  l'angle  compris,  ce  qui 
donne 

cosA  =  sin^  sin  y'  -{-  cos  y  cos^'  ces  (.r  —  x'). 

Si   l'on   introduit   les    tangentes   et   qu'on    développe 

cos  [x  —  x') ,  on  a 

lang^'  tang  jk'  H-  cosj^  coso:'  -}-  sin.r  sinx' 


cos  A  =: 


V^i  4-  tang2  j  v'^i  4-  tang'j'' 


si  l'on  remplace  la  latitude  ^  par  l'ordonnée  géométrique^ 
il  faudra  à  tang'  y  substituer  Y^  cos'  x  (Y  étant  la  tangente 


[  ■'•i4  ) 

Y' 

de  l'ordonnée  géoméliique)  ou  —  (X  étant  la  lan- 

génie  de  l'abscisse  ou  longitude).  On  trouve  ainsi 

YY'  -+-  XX'  H-  i 

COS  A  =      ,  — ,.  •> 

y/i  +  x^-hY'  ^/,^_x';-hY-; 

de  là  on  tire 

(Y_Y,)-^-f-(X  — X')M-  (YX'  -  Y'X)'- 
^  ri  -f- XX' -h  YY,  )' 

Si  dans  celle  expression  on  regarde  A  comme  constant  et 
X,  Y  comme  variables  ,  on  aura  l'équalion  d  une  circonfé- 
rence de  cercle  en  fonction  des  coordonnées  de  son  pôle 
et  de  sa  distance  polaire  A. 

Si  A  =  90  degrés  ,  Féqualion  devient 

YY' -f- XX' -h  I  =  0  ; 

c'est  l'équation  d'uTie  rirconféjrence  de  grand  cercle  (déjà 
trouvée  plus  haut) . 

Quand  deux  points  sont  distants  de  90  degrés,  le  co- 
sinus de  leur  distance  est  nul  ,  et  on  a  entre  leurs  coor- 
données la  relation 

y"  y'  H-  x'  .r'  -f-  I  —  o . 

Quand  deux  circonférences  de  grands  cercles  se  cou- 
pent à  angle  droit ,  leurs  pôles  sont  distants  l'un  de  l'autre 
de  90  degrés  ,  la  relation  précédente  a  donc  lieu  entre  les 
coordonnées  de  leurs  pôles.  Si  les  circonférences  sont  re- 
présentées par  les  équations 

A.r+B/  =  C,      A'.r-f- B'j  —  C, 

la  relation  précédente  devient 

AA' H- BB' -h  ce  =  o. 

Enfin  si  1rs  circonférences  sont  représentées  par  les  deux 


(  'V->  ) 

la  iclalioii  cxpriinaut  (ju'cllos  se  coujxMilà  anj^lc  droit  sera 


aa 


I  I 

>  +  ^,  +  «  =  O. 


66' 


Si  donc  on  demandait  l'équation  d'une  circonférence 
passant  par  un  point  (oo\j')  et  perpendiculaire  à  une 
autre  représentée  par 


X  Y 

-  +  - 


on  aura  pour  calculer  a'  et  ê'  la  relation 


I  I 

-7  H-  2:77  +  '  =  «» 


«x  6ê 

et ,  de  plus, 

,t'        y' 
a  Q 

Ce  qui  donne  pour  écpialion  de  la  circonférence  perpen- 
diculaire à  une  autre 

a(i-f  6/), 
S  (i  -H  «.r  } 

Si  les  coordonnées  du  pôle  de  la  circonférence  donnée 
sont  x^'  et  y" ^  comme  il  suffit  de  joindre  le  point  donné  à 
ce  pôle,  l'équation  du  cercle  perpendiculaire  sera 

X.    —  X 

Pour  calculer  la  distance  d'un  point  à  une  circonfé- 
renc(Mle  grand  cercle,  il  suffit  de  prendre  le  complément 
de  la  distance  entre  son  pôle  et  le  point  donné.  Si  donc 

Ann.  iieUalhêmat..  t-  XVII.  (Avril  iS'iS.)  lO 


(  i4^>  ) 

la  (ii'ioiiiéi  t'iK  <'  est  icpréscntéc  [>.'tr 

iny  -h  nx  -{-  p  =  o , 
ni  (ju'on  appelle  A  la  distance  cherchée,  on  aura 

my'  -f-  njc'  -+-  p 


sm  A 


L'angle  de  deux  circonférences  de  grands  cercles  peut 
se  mesurer  par  la  distance  de;  leurs  pôles.  Si  donc  les 
deux  circonférences  ont  pour  équations 

Ax  H-  Bj  4-  C  =  G, 

A'.r -i-B'.r +  C'  r=  G, 

et  que  V  représente  leur  angle,  on  aura 

AA'  4-  BB'  -+-  ce 


cosV 


v/A^-hB'-hC^  y/A;  4-B;-hC; 

Théorème  des  sécantes. 

L'équation  d'une  circonférence  peut  se  mettre  sous  une 
autre  forme  plus  commode  dans  certains  cas. 

En  effet,  on  peut  déterminer  la  position  d'un  point  A 
par  sa  distance  p  à  un  point  fixe  P  et  par  l'angle  w  que 

FiG  .    :>. . 


fait  PA  avec  un  axe  PC  que  novis  supposerons  mené  par 

le  pôle  C  du  cercle.  Nous  aurons  dans  le  triangle  APC  ,         || 

en  posant  PC  =  a  et  AC  r=r  r, 


cos/"  :=^  cosf>  cosa  -f-  siiif.  su»  a  COSc»^. 


(   -47  ) 

Si  nous  iri;;ii  ilnus  p  cunimc  liKoiiimr.    innis   K'soikIi  un-' 
aisiMnciil   I  (''(iii.ilinii  en   |)(»s;nit 

I  —  ^'  9.1 

I  4-  ^'  I  4-  '• 

,  ,  .  '•'  ,  .         .      .  .      . 

t  clcsiunaul  laiii;  -  :  nolrt'  «'(iiiahon  (IcnkmiI   amsi 

[  1  )    (  COS  r  4-  (.'OS  7,]f  —  2  f  si  n  a  COS  w  +  OOS  r  —  ros  a  rrr  o . 

Le  produit  dos  racines  est  égal  à 


COS  /•  —  COS  y.  I  r 

—  tang    — '■ —  }  ta 

COS  /■  -h  COS  a  '       '"       ' 


""^  ( V) 


Ainsi  quand  d'un  point  P  on  mène  une  sécante  à  un 
cercle,  le  produit  des  tangentes  des  demi-arcs  compris 
entre  le  point  P  et  la  circonférence  est  constant,  il  est 
égal  au  carré  de  la  tangente  de  la  moitié  de  Parc  tangentiel 
mené  du  point  P,  si  ce  point  est  extérieur  au  cercle ,  et, 
dans  le  cas  contraire,  il  est  égal  à  la  tangente  carrée  du 
quart  de  la  corde  minima  passant  par  ce  point. 

Si  par  le  point  P  on  mène  un  grand  cercle  perpendi- 
culaire à  PA  ,  pour  avoir  son  intersection  avec  le  cercle  C, 
il  suffira  dans  l'équation  (i)  de  remplacer  cosw  par 
—  sino):  si  l'on  cherche  ensuite  la  somme  des  carrés 
des  quatre  racines  dans  les  deux  équations,  on  trouve 

4  sin^  r 


Sz= 


(ces/*  H-  cosa)' 


quantité  indépendante  de  w.  Ce  qui  démontre  un  théo- 
rème connu  sur  deux  sécantes  rectangulaires.  On  peut 
vérifier  la  formule  en  faisant 

r  =  X  ,      a  =  o. 

Ce  n'est  là  toutefois  qu'un  cas  particulier  d'un  théorème 
plus  généi  al  auquel  on  parvient  en  augmentant  successi- 

lO. 


(   >  i8  ) 

,      ■^. t:      \Tr     (.) 7r    .  ,,    lin  —  1  )  tt 

vement  m  de  — -,  -^  •>  —   lusqu  a  -,  r'i ,  en  inc- 

«/?«•'*  n 

uant  la  demi-somme  des  carrés  des  racines  dans  toutes  les 
équations  obtenues,  on  trouve 


h 


[  cos  r  -\-  cos  a  Y 


Ce  résultat,  indépendant  de  r>),  démontre  le  théorème  sui- 
vant : 

Si  Von  tiii^ise  la  surface  d'uiie  sphère  en  n  fuseaux 
égaux ,  nous  suj)posons  n  pair,  par  autant  de  grands 
cercles  menés  d'un  même  point  P,  si  ensuite  on  les  coupe 
par  un  cercle  grand  ou  petit  de  rayon  constant  et  ayant 
son  pôle  à  une  distance  fixe  du  point  P,  la  somme  des 
carrés  des  tangentes  des  demi-arcs  interceptés  entre  le 
point  P  et  chaque  point  d'intersection  sera  constante, 
quelle  que  soif  la  position  du  cercle  sécant . 

I.e  théorème  analof;ue  sur  un  plan  s'énoncerait  ainsi  : 
Si  l  on  construit  un  polygone  régulier  d'un  jiombre 
pair  de  côtés,  quon  joigne  soti  centre  P  à  tous  les  som- 
mets A  ,  B  ,  elc,  puis  quon  trace  un  cercle  quelconque  C 
dans  le  plan  du  polygone,  la  somme  des  carrés  des  seg- 
ments compris  entre  le  centre  P  et  les  points  d^inte/ sec- 
tion des  rayons  PA ,  PB  avec  le  cercle  C  est  cotistante 
et  égale  au  carré  du  rayon  pris  autant  de  fois  quil  y  a 
de  côtés  dans  le  polygone  j  si  le  cercle  C  ne  coupe  pas 
tous  les  rayons  VA  ,  PB,  etc.,  ou  si  niême  il  n'en  coupe 
aucwiy  le  théorème  a  également  lieu  en  substituant  aux 
segments  les  binômes  imaginaires  que  donne  la  résolu- 
tion des  équations. 

Dans  le  théorème  sur  la  sphèn  ,  si  1  on  suppose  que  le 
cercle  sécant  soit  un  sfrand  cercle,  on  aura 


cos  r 


cl  alnis 

llcttuinjuc.  \ai  lliéoiojiic  a  égaleinein  iini  pour  (l<vs 
puissances  quclcou([ucs  cVuu  degré  pair  iuléri(;ur  au  nom- 
bre des  côtés  du  })olygone,  c'est-à-dire  que  la  somme  des 
puissances  de  degré  iti  des  langenles  des  demi-arcs  es! 
i'onslante,  quel  que  soit  a. 

Intcrsectioti  rie  deux  cardes,  eues  radicaux, 

J /équation  trouvée  pour  un  cercle  quelconque  peut  s'é- 
crire ainsi 


\^  i  -\-  x-  -\- j'  =:  m'  [y  y'  -h  xj:'  -f-  i), 

ni   représentant  <*  m    peut  être  positif 

ces/-,  s/ 1  -+•  .r\  -h y] 

ou  négatif^  l'équation  d'un  second  cercle  sera  de  même 


\/i  4-  X-  -+-  7''  =  m"  (yy"  -f-  xx"  4-  i). 

Si  on  les  retranche  membre  à  membre ,  on  trouve 

V  [m'  y'  —  m"  y"  )  ->rx(m'  .r'  —  m"x")-\-  m'  —  m"  =  o. 

C'est  l'équation  d'un  grand  cercle.  Elle  sera  vérifiée 
par  les  coordonnées  des  points  d'intersection  des  deux 
cercles  donnés,  si  l'on  suppose  qu'ils  se  coupent ,  et,  dans 
le  cas  contraire,  elle  sera  vérifiée  par  les  racines  imagi- 
naires communes  aux  équations  des  deux  cercles.  Ce 
grand  cercle  s'appelle  Y  axe  radical  des  cercles  donnés. 

Si,  étant  donnés  trois  cercles,  on  prend  les  trois  équa- 
lions  de  leurs  axes  radicaux  en  les  combinant  deux  à 
deux  et  qu'on  les  ajoute  membre  à  membre,  on  trouve 
une  identité;  donc  les  trois  axes  radicaux  concourent  au 
même  point. 

Si  rnii  se  repolie  a  la  condition  pour  que  deux  grands 


(  ■  •-"  ) 

se  coiipt'iJl  a  aiii^lc  diuil,  on  roconiiailia  ([uc  I  axe  railical 
(le  deux  cercles  est  perpendiculaire  à  l'arc  qui  joinl  leurs 
pôles. 

Ainsi  pour  construire  l'axe  radical  de  deux  cercles  qui 
ne  se  rencontrent  pas,  on  les  coupera  par  un  cercle 
auxiliaire  coupant  le  premier  aux  points  A  et  B  ,  et  le 
deuxième  en  deux  points  C  et  D;  on  tracera  les  arcs  AB 
et  CD  ^  soit  O  leur  point  de  rencontre  :  il  suffira  d'abaissé j- 
de  O  une  perpendiculaire  sur  l'arc  qui  joint  les  pôles  des 
cercles  donnés  pour  avoir  leur  axe  radical. 

Définition.  Si  d'un  point  O  on  mène  un  arc  de  grand 
cercle  coupant  un   petit  cercle  C  aux  ])oinls  M  et  N,  le 

,    .  OM  ON  .  1  .      r. 

produit  tang  — tang  —  se  nomme  puissance  du  point  O 

par  rapport  au  cercle  C.  Cela  posé,  on  peut  dire  que 
Taxe  radical  d(î  deux  cercles  est  le  lieu  des  points  d'égale 
puissance  par  rapport  aux  deux  cercles.  F.n  effet,  menons 

FiG.  ;^ 


lui  cercle  qui  coupe  les  deux  cercles  donnés  le  premier 
aux  points  m,  n,  le  deuxième  aux  points  p  ■>  (f  •  Traçons 
les  arcs  mn  elpg.  Supposons  qu  ils  se  coupent  au  point  O, 
ce  point  O  sera  un  point  de  Taxe  radical  des  «  en  [es  don- 
nés., et  on  aura 


O  ///  O  // 

Vau^ lan^ —  =r.  («m 


0/^  Or/ 


(  •;•■  ) 

Donc  li;  poiiil  O,  cl,  eu  i^éiiéial,  loul  poiiil  a|)[)aM(,'nanl 
à  I  axo  ladlcal  des  cordes  donnes  est  un  point  d'cj^alc 
puissance  par  rapport  aux  deux  cercles.       c.   q.    v.   d. 

On  peut  encore  démonticr  qu(;  si  un  cen^ie  A  coupe 
deux  cercles  \^  et  C  à  angle  droit,  le  cercle  A  aura  son 
pôle  sur  Taxe  radical  des  deux  auireâ. 

Si  les  pôles  des  deux  cercles  sont  sur  l'axe  des  x .  l'é- 
(pialion  de  l'axe  radical  se  réduit  à 

III  'I    'I  \    ,       I  II 

X  l^m    X    —  ni    :r    )  4-  /«    —  r/i     =  o. 

Si  Ton  veut  (|ue  Taxe  radical  serve  comme  axe  des  y^  il 

taul  avoir 

m'  =  m" 
ou 

cosr,  sji-^x'    =  /-^  v'i-l-<; 

si  Ton  appelle  a',  a"  les  abscisses  des  deux  centres ,  celle 
relation  devient 

cosr'        ces/'" 


ces a         cosa 
L  équation  d'un  des  cercles  peut  alois  s  écrire  ainsi 


COSA        / 

.VX    -f-    I    --=   k,/  I   _J_  Jj2 

cosa 


Posons 

cos  r  ' 


,_A, 

cos  a 

nous  aurons 

xx'  H-  l  z::^  h  \  i  ~h  X-  -\-  r'^. 

Si  nous  donnons  à  x'  deux  valeurs  arbitraires  en  laissant 
//  constant,  nous  aurons  les  é([ualions  de  deux  cercle> 
ayant  pour  axe  radical  Taxe  des  y.  Cette  manière  de  le- 
présenterles  équations  de  deux  cercles  peut  servir  dans 
cjuebpics  pjoblèmos  ou  tbéorènies. 

/"    /''.n:ctnph-,    Si    poui'   un   point   de   laxc  radical  de 


i. 


(  'S-'-  ) 
tleux  ctTcies  on  dclcrmine  sa  polaiic  lelalivcineiit  à  tlia- 
cun  d'eux,  ces  deux  polaires  se  coupent  sur  Taxe  radical. 
(Nous  supprimons  la  démonstration  qui  est  très-simple.) 
//*  Exemple.  Etant  donnés  deux  cercles,  si  l'on  mène 
une  circonférence  de  grand  cercle  perpendiculaire  à  la 
ligne  des  centres,  et  que  pour  chacun  de  ses  points  on 
trace  la  polaire  relativement  à  chaque  cercle,  le  lieu  des 
intersections  de  ces  polaires  sera  une  circonférence  de 
grand  cercle  symétrique  de  la  première  par  rapport  à  Taxe 
radical . 

La  suite  prochainement. 


mm\m  m  la  question  571 


(voir  t.  XVI). 


Déterminer  sur  le  plan  cVun  triangle  ABC  [et  dans 
Vintérieur  du  triangle)  un  point  O  tel,  quen  multi- 
pliant chaque  distance  de  ce  point  à  un  sommet  par  le 
sinus  de  V  angle  formé  par  les  deux  distances  aux  deux 
autres  sommets,  la  somme  des  trois  produits  soit  un 
maximum.  Démontrer  que  le  centre  du  cercle  inscrit 
remplit  cette  condition. 


F         (i  B 

La  fonction  dont  il  faut  déterminer  le  maximum  est 

AO .  sin  BOG  -f-  BO .  sin  AOC  +  CO .  sin  AOB . 

Pour  déterminer  ce  maximum,  il   sulhra  d'étahlii  1q 
Içmmc  suivant  •. 


(  '"  ) 

Si  j)(ir  l'un  (les  sortnncts  duii  Imiiii^lc  AOli  on.  inciic 
une  limite  OV  qui  divise  an  deux  //ai  tics  (juclcunqiics 
/'nrif^/e  XOWJ'onnc  par  les  deux  côtés  OA  ,  OB,  et  (fuou 
luultiplic  respectivement  chacun  de  ces  côtés  pa!'  la  sinus 
de  r angle  que  Vautre  côté  forme  avec  la  ligne  de  divi- 
sion 0]'\  le  maximum  de  la  somme 

AO .  sin  BOF  +  BO .  sin  AOF 

de  ces  deux  produits  sera  le  troisième  côté  A  W  du  triangle 
Pour  démontrer  cette  proposition,  je  mène  une  droite 
OG  qui  fasse  avec  OA  l'angle  AOG  =  HOF,  il  en  résul- 
tera BOG  =  AOF. 

Les  triangles  AOG,  BOG  donnent 

AO .  sin  AOG  ~  AG .  sin  OGA 
et 

BO .  sin  BOG  =  BG .  sin 0GB  ^  BG .  sin  OGA . 

Ajoutant  membre  à  membre  ces  deux  égalités,  il  vient 

AO.sinAOG  +  BO.sinBOG  =  AB.sinOGA, 
d'où 

AO .  sin  BOF  +  BO .  sin  AOF  =:  AB .  sin  OGA . 

Cette  dernière  relation  montre  que  la  somme 
AO .  sin  BOF  4-  BO .  sin  AOF 

est  en  général  moindre  que  AB.  Pour  qu'elle  devienne 
égale  à  AB,  il  faut  que  l'angle  OGA  soit  droit,  et  dans 
ce  cas  les  angles  BOF,  AOF  sont  les  compléments  des 
angles  OAB,  OBA  adjacents  au  troisième  côté  AB  du 
triangle. 

Il  est  maintenant  facile  de  trouver  le  maximum  de  la 
fouction 

AO  .  sm  BOC  -4-  BO .  sir»  AOG  +  CO .  sin  AOB  . 
F.n  fitet,  désignons  |).n  OF,  Ol. .  (^^  I(l>  pinjoni^ruicius 


(  '34  ) 

(l(;.s  clrolicb  (lO,  HO.  AO,  ou  aiiia 

sin  BOC  —  sin  BOF,     sin  AOC  =  sin  AOl", 

<l  où 

AO  .  sin  BOC  -+-  BO .  sin  AOC  =  AO .  sin  BOF  -H  BO .  sm  AOF . 

Mais  on  vient  de  voir  (juc  AO  sin  BOF  H-  BO  sin  AOF  >i<' 
peut  jamais  surpasser  AB:  donc  on  aura  en  général 

(i)  AO .  sin  BOC  4- BO .  sin  AOC  <  AB  ; 

et  de  même 

(2)  BO.sinAOCH- CO.sinAOB<BC, 

(3)  CO.sinAOB  -h  VO.sinBOC<AC. 

Additionnant  et  divisant  par  2  ,  il  vient 

AO  sin  BOC  -h  BO  sin  AOC  +  CO.sin  AOB  <  ^— ^t5il±A^J. 

2 

Ainsi,  la  somme  des  trois  produits  dont  il  s'agit  est  i2;éné- 
ialement  plus  petite  que  le  demi-périmètre  du  tii angle 
ABC  ^  pour  qu  elle  soit  égale  à  ce  demi-périmètre,  il  faut 
que  les  premiers  membres  des  inégalités  (i),  (2) ,  (3)  de- 
viennent égaux  aux  seconds  membres  Alî,  BC,  AC. 
Or,  pour  qu  on  ail 

AO  .  sin  BOC  -4-  BO  .  sin  AOC  =  AB , 

il  faut,  comme  on  l'a  vu  précédemment .  que  Tauglc  AOF 
soit  le  complément  de  OBA.  De  même,  l'égalité 

BO .  sin  AOC  -h  CO .  sin  AOB  =  BC 

exige  que  1  angle  COD  soit  le  coniplémcnl  de  OBC  .Mais 
les  angles  AOF,  COD  sont  égaux  comme  opposés  au  som- 
niel  ;  donc  leurs  compléments  OBA  ,  OBC  seronl  aussi 
égaux  cnttc  eux.  c'c^l-à-diic  f|iir  la  ligne  BO  seia  la  bis- 
sfcetricede  l  angle  ABC. 


(  l:.^  ) 

()ii   |H(iU\('ra  i.\v.  iiiùiuc  (|iit'  (X)  doil  chr  l;i  l)i.s.>,L*(  h  h<; 
(!«'  I  aii^le  I3CA  si  I On  suppose  à  la  fois 


BO   sin  AOC  -h  CO.SHi  AOIi  =:  MC 


vl 


CO.sinAOB  H-  AO.sinBOC^  AO. 

I)  où  Ion  peut  conclure  que  le  inaxiniuin  de  la  souiiik' 
AO .  sin  BOC  +  BO  sin  AOC -f- CO .  sin  AOB 

s  oblient  en  faisant  coïncider  le  point  O  avec  le  cenlie 
du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  ABC,  et  que  la  valeui-  di' 
ce  maximum  est  le  demi-périmètre  du  triangle.       G. 

Note.  Dans  le  t.  VII,  n"  lo,  du  Bulletin  de  V Acadé- 
mie de  Saint-Pétersbourg,  M.  Peiers  ('*')  établit  par  le 
calcul  des  probabilités  que  la  station  de  la  planchette  est 
déterminée  avec  la  plus  grande  sécurité  lorsqu'elle  est 
placée  dans  le  centre  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle 
formé  par  les  trois  objets  pris  pour  auxiliaires  dans  1(.' 
problème  dit  de  Pothenot  j  cela  donne  lieu  au  problème 
que  M.  Gerono  vient  de  résoudre  d  une  manière  très- 
simple.  M.  le  professeur  Richelot  en  a  donné  une  solu- 
tion eunstique  et  fondée  sur  le  calcul  différentiel  [ylstr. 
Nachr.j  n"  998,  t.  XLII ,  p.  217,  i855).       rivr. 

(*}  i.e  célèbre  directeur  de  l'observatoire  dAUotia. 


(  'j'i  ) 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  :>»>  (IMIOUIIËT) 

(voir  l.    XVI  ,  p    311}  ; 

Par   mm.    H.    VIELLARD   ït   M.    LAQUIRRK, 

Elèves  du  lycée  Saint-Louis  (  classe  do  M.  Faurie), 

Et   m.    L.    de    COINCY, 

ÉUîve  du  lycée  Ronaparle. 


Soit  2 m  le  degré  de  réquation. 

Le  polynôme /^(r)  étant  un  produit  de  facteurs  du  se- 
cond degré  de  la  forme 

[{x  —  a)(.r  —  2s  -h  a)], 

sa  dérivée  sera  la  somme  de  produits  de  facteurs  du  se- 
cond degré  de  cette  forme,  produits  multipliés  respecti- 
vement par  la  dérivée  de  celui  de  ces  facteurs  du  second 
degré  qui  n'entre  pas  dans  le  produit. 

Cette  dérivée  étant  pour  tous  les  facteurs 

on  aura 


a 


r{x)=:2{a:-s)¥{.r], 


F  [x)  étant  la  somme  de  tous  les  [)roduits  (m — i)  à 
{m  —  i)  des  facteurs  du  second  degré  de  la  forme  ci-des- 
sus qui  entrent  dans  le  polynômey(x). 

i".   De  (a)  résulte  d'abord  que  s  est  racine  de 

2".    Les  facteurs  de  la  forme  énoncée 

I  (  .r  —  (7  )  (,r  —  2  j  H-  <7  )  1 

donncni  Ir  même  résultat  par  la  suhslilulioii  d<   /  ou  de 


(  '^'7  ) 
9..V —  />  à  la  |)l.ir<'  (le  r,   |Kiis(|uo  et'  H'Sull.'H  csl 

//  =  (  /•  —  ^/  )  (  ^  —  o.s  -^  a), 
ou  bien 

('  =:  (  2  .V  —  X  —  <7  )  (  <^/  „.  X-  )  riz  // . 

Ainsi  le  polynôino  F  (jr)  donnera  les  mêmes  résullats  par 

(cs  deux  subsliiulions.  Si  donc  /.  est  racine  da  f  (.r)  =  o 

cl  ,  par  consé((iient ,  de  F  (x)  =^  o,  is  —  A  le  sera  aussi. 

.V'.   ].a  dérivée/'  [x)  est  de  degré  (2m  —  i),  et  l'on  a 

y  (x)  étant  un  polynôme  de  même  forme  que/  (x),  c'estr 
à-dire  qu'il  est  un  produit  de  m —  i  facteurs  de  la  forme 

[{x--a'){a:  —  2s-\-  /?')]. 

Le  polynôme  9  (x)  est  donc  un  polynôme  de  degré  im- 
pair ayant  une  racine  égale  à  s  et  dont  les  autres  racines 
se  partagent  en  couples  de  somme  commune  2S.  Cela 
posé , 

tp'  [x]  r::  F  .r  4-  [.r  —  s)Y'[x). 

Or,  d'après  la  démonstration  ci-dessus, 

F'(.r)z=:a(.r-,ç)F,(ar), 

Fj  (x)  étant  d'après  la  démonstration  précédente  de  la 
forme  F  (x) ,  c'est-à-dire  produit  de  facteurs  du  second 
degré  en  nombre  2  (m  —  2  )  et  de  la  forme 

[(.r_  b){.r—  9,s-\-  h)]. 

Or 

'/  (,r)=:F  (.r)  4-  9.  (.r  —  s)(x  —  .ç)F.,  (jr). 

En  appliquant  encore  à  (jp'  (x)  la  même  démonstration 
que  ci-dessus  à  F  (x),  on  prouverait  que  si  ai'(x)  a  la 
racine  /,  il  a  aussi  la  racine  is  —  /.  c.    g.    f.   d. 


(    i5S  ) 
Ain  s  i 

sont  do  niùiiu:  tornic 

oui  la  racine  s. 

Les  autres  racines  des  polynômes  (|S)  cl  celles  des  po- 
lynômes (a)  se  partagent  en  groupes  de  somme  2 s  (*). 


[►nOPOSITIOi\S  DIVERSES  SIR  LHYPERROLOIDE  A  IIE  MVn. 

Construction  d'une  surface  du  quatrième  ordre  passant  par  huit  points; 

Par  m.   poudra. 


i".  Par  trois  droites  de  l'espace,  on  peut  faire  passer 
un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  on  n'en  peut  faire  passer 
qu  un  seul. 

2".  Par  deux  droites  et  trois  points  de  l'espace,  on 
peut  faire  passer  un  hyperboloïde  et  on  peut  n'en  faire 
passer  qu'un  seul. 

3".  Par  une  droite  et  six  points  de  l'espace,  on  peut 
faire  passer  un  hyperboloïde  et  on  n'en  peut  faire  passer 
qu'un  seul. 

4*^.  Par  irois  droites  dont  l'une  s'appuie  sur  les  deux 
auties  et  par  deux  points  de  l'espace  ,  on  peut  faire  passer 
un  hyperboloïde  et  on  n'en  peut  faire  passer  qu  un  seul. 

5^.  Par  quatre  droites  dont  deux  s'appuient  sur  les 
deux  autres  et  pai   un  point  de  l'espace,  on  peut  faire 


(*)  MlM.  Marquet,  candidat  à  l'École  Normale  snpori«iiro.  ot  Cllmiison 
ont  onvovc  dos  scdiitions  i\v  1;»  ((uostion  ffT^.. 


pa^st'i    nu  li\  pei  hoUiiilc  cl  ou  n'en  peut  laiir  |^.^^s«'i  (ju  un 
seul . 

()".  Deux  hyp(Mi)<>luï(lcs  ht'  (:OLi))('ui  i;(''U(''ral(Mu(.'ul  sui- 
N.iMl  une  <ourl)r  du  (juahièni(^  ordre. 

7".  Doux  hypcM  bohyidos  ayant  iiucgéi)ôrairicc  (  oniuiune 
st'  coupent  snivant  une  courlx'  dn  troisième  ordre  ayante 
eolte  généralriee  pour  asymptote. 

8^'.  Deux  hypeiboloïdes  ayant  deux  génératrices  coni- 
muues  se  coupent  suivant  deux  antres  droites  (jui  sont 
toutes  deux  réelles  on  toutes  les  deux  imaginaires.  En 
effet,  tout  plan  sécant  donne  lieu  à  deux  sections  co- 
niques qui  ont  généralement  (|uatre  points  d'intersec- 
tion; à  chaciui  (!<;  ces  points  correspond  une  géin''ratrice 
commune. 

9".  Quatre  points  /? ,  /> ,  c,  d  île  l'espace  donnent  lieu 
aux  trois  quadrilatères  gauches  abcd ^  abric ,  adbc.  Un 
cinquième  point  g  détermine  donc  (  5  )  trois  hyperboloïdes 
qui,  deux  à  deux,  ayant  deux  génératrices  communes, 
se  couperont  encore  suivant  deux  autres  droites. 

10°.  Cin(j  points  <?. ,  b  ^  c,  r/,  c  déterminent  quinze  hy- 
|)erboloïdcs  qui  deux  à  deux  ont  quatre  droites  com- 
munes. 

Considérons  un  quadrilatère  abcd  formé  par  les  deux 
droites  ab  ,  cd  et  les  deux  droites  rt<7,  bc  qui  s'appuient  sur 
les  deux  premières.  Soit  un  cinquième  point  c-  \  ariable.  A 
chaque  position  de  ce  point  e  correspondra  un  seul  hypei  - 
boloïde,  de  sort(>  que  pour  diverses  positions  de  ce  point, 
nous  aurons  divers  hyperboloïdes:  nous  appellerons  /yz/.9- 
ceau  d'hyperboloïdes  cette  série  de  surfaces  ayant  pour 
base  commune  le  quadrilatère  abcd .  Si  Ton  coupe  ce  fais* 
ceau  d' hyperboloïdes  par  un  plan ,  on  obtieiidra  wnfaisceau 
de  coniques  passant  par  les  quatre  points  communs  où  ce 
plan  coupcî  les  quatre  génératrices  communes  nb  ^  cd.. 
cid.  !>(\  (le  faisceau  de  couiqu<'s  a  pour  fonction  anhar- 


(  i(>o  ) 
in()ni<|Ut'  le  i;i|)j)f)i  I  anliiii  iu()ni(|U«.'  des  l'iDi^cJiU'S  à  t|inli(' 
(lo  tes  courbes  cil  uîipoijitqiiclcun(|iicdc  leur  intersecliou. 
Ce  rapport  anharmoniquc  sera  égal  à  celui  des  qualic 
plans  passant  par  ces  quatre  tangentes  et  pai"  la  généra- 
trice commune  qui  passe  par  ce  point.  11  en  résulte  que 
le  rapport  anharmoniquc  des  quatre  tangentes  sera  le 
même  que  celui  des  quatre  plans  tangents  en  ce  point. 
Ce  rapport  sera  le  même  quel  que  soit  le  plan  sécant^ 
nous  l'appellerons  ainsi  la  fonction  anliarmoîiique  du 
faisceau  dliyperboloïdes  (*). 

Soient  trois  hyperboloïdes  passant  par  les  deux  droites 
communes  ah ^  cd  et  successivement  pai-  les  trois  points 
<?i ,  Cs ,  63.  Le  plan  E  passant  par  les  trois  points  coupera 
les  trois  hyperboloïdes  suivant  trois  coniques  passant  par 
les  points  d'intersection  du  plan  avec  les  deux  droites  «/>>, 
cd  et  deux  autres  génératrices  (9). 

Soient  encore  trois  autres  hyperboloïdes  passant  suc- 
cessivement par  les  trois  mêmes  points  et  par  deux  droites 
communes  a' b' ,  c'  d' .  Le  plan  E  les  coupera  aussi  sui- 
vant trois  coniques. 

Imaginons  deux  systèmes  de  coniques  homographiques 
relativement  aux  trois  premières  coniques  et  aux  trois 
vsecondes  coniques.  Ces  deux  systèmes  se  couperont,  d'a- 
près un  théorème  connu,  suivant  une  courbe  du  qua- 
trième degré  passant  par  onze  points  connus  :  1"  les  trois 
positions  primitives  ei ,  eg ,  63 ,  et  2"  les  huit  points  où  le 
plan  E  coupe  les  huit  génératrices  ab  ^  de  ^  ad  ^  bc  ^  a'  b\ 
d'  c',  a'  d\  h'  c',  et  chaque  point  de  cette  courbe  sera  une 
position  du  point  e  par  lequel  passent  deux  génératrices 
de  deux  hyperboloïdes  homologues. 

Tout  autre  plan  sécant  donnera  lieu  de  même  à  deux 
faisceaux  homographiques  de  coniques,  1  un  ayant  pour 

("}   Voir  l.  XII,  p.  3Gi.  ]m. 


(  'fi'  ) 

haso  li'S  (|iialr(î  [>o"ml.s  d  intcrscctioii  de  ce  |)laM  avec-  les 
(|iialro  gcMKM'alriccs  ah  ^  c//,  (id^  hc  ^  vX  i'aulrc  parles 
ijualro  points  i  ésuilaiil  do  l'iiitcrscclioii  (1(î  ce;  momc  plan 
avec  les  (|ualro  goiiéralriccs  a' /;',  c'  d\  a'  (l\  h'  c' .  Mais 
ensuite  eliacpie  position  du  point  c  dans  le  plan  E  donne 
lieu  à  deux  génératrices  qui,  <oupées  par  le  nouveau  plan, 
donneront  deux  points  dont  1  un  appartiendra  à  une  (O- 
ni(|uc  d'un  faisceau  et  Tautre  à  la  conique  homologue  dans 
l'autre.  La  courbe  d'intersection  de  ces  deux  faisceaux 
sera  donc  généralement  une  courbe  du  quatrième  ordie. 
A  chaque  conique  correspond  un  hyperboloïde.  On  a 
donc  aussi  deux  faisceaux  liomograpliiques  d'hyperbo- 
loïdes. 

L'intersection  des  deux  faisceaux  homographiques  d'hy- 
perboloïdes  sera  une  surface  du  quatrième  ordre,  laquelle 
semble  intéressante  à  étudier. 

i*'.  Par  son  intersection  avec  un  plan  quelconque,  elle 
peut  donner  lieu  à  une  très-grande  variété  de  courbes 
planes  du  quatrième  ordre. 

2°.  Cette  surface  passe  par  les  huit  droites  ab  ^  cci^  ad^ 
hc,a'b',c'  d,a'  d'.b'c'. 

3^.  Si  le  plan  sécant  passe  par  une  des  huit  arêtes  ci- 
dessus,  la  section  sera  une  courbe  du  troisième  ordre  et 
l'arête  ci-dessus  en  sera  une  asymptote. 

4".  Si  le  plan  sécant  passe  par  deux  génératrices  telles 
que  ab  ,  hc  qui  se  rencontrent  en  Z>,  ce  plan  sera  d'abord 
un  plan  tangent  à  la  surface  en  ce  point,  et  la  courbe 
d'intersection  sera  une  section  conique.  Il  y  aura  donc 
huit  plans  qui  donneront  des  sections  coniques. 

5°.  Tout  plan  sécant  parallèle  à  une  des  arêtes  don- 
nera une  courbe  du  quatrième  ordre  ayant  deux  points  à 
l'infini  dans  la  direction  de  l'arête. 

6".   Si  le  plan  sécant  est  parallèle  à  deux  arêtes,  la 
"■courbe  aura  donc  quatre  points  à  l'infini. 
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7°.   Si  les  huit  points  crinlcrscction  du  plan  E  et  des 
huit  génératrices  étaient  sur  une  même  conique  ainsi  que 
les  points  c^  ,  <?2  -  e, ,  alors  la  surface  du  quatrième  ordre 
se  changerait  en  deux  hyperboloides. 


TABLEAl 

Des  divers  cas  que  présente  le  problème  où  il  s'agit  de  déterminer  iraraé- 
dialement  les  axes  d'une  section  conique  connae  seulement  par  certaines 
conditions  sans  décrire  la  courbe  ; 

Par   m.    poudra. 


Désignation  des  donîiées. 

\^ ,  a  ,  b ,  c ,  d^  e  des  points  de  la  courbe;  2*^.  A,  B,  C, 
D,  E  des  tangentes  à  la  courbe  aux  points  respectifs  «, 
Z?  5  c,  d,  ^;  3^.  O  le  centre  de  la  courbe;  4^.  F,  Fi  les 
foyers  ;  5°.  M ,  Mj  les  longueurs  de  deux  diamètres  conju- 
gués :  6'\  a.  Tangle  de  ces  deux  diamètres  conjugués  :  ^°.  h , 
/îj  les  extrémités  du  grand  axe  et  « ,  i^  celles  du  petit. 

J'ai  résolu  tous  les  cas  suivants  : 


Données., 
1°.   a  ,  b  ^  c ,  d ^  e. 

2°.   a ,  b ,  c,  d^  E. 
3°.  a,  b,c,  D,  E. 
4".   «,  è,C,D,E. 
5°.  fl,B,  C,  D,  E. 
6°.  A,  B,  C,  D,  E. 
'j°,   a ,  è,  c,  B,  C. 
8°.   A,  ^,  c,  B,  C. 
C^".   a ,  b  ,  c,  d,  D. 
^o'\    a,  B,  C,  d,  D. 


Données. 

I  1°.  a,  b,  C,  d,   D. 

12°.  A,  B,  C,  r/,  D. 

i3".  h\  a  ,  b  ,  c. 

14°.  F,  n,  b,  C. 

i5°.  ¥,n,  B,C. 

I6^  F,  A,  B,  C. 

17°.  F,  a,  b,B. 

18°.  ¥,  A,  b,B. 

190.  0,  M,  M,,  a. 

20''.  O.  a,  INI,  a. 


(  i6;^  ) 

Doimces.  DoiiiM'Ps. 

?.i".   O,  A,  M,  a.  :>.8\   O,  a,  H,  C. 

?.!?.".    O,  a,  h,  a.  ?.()".    O,  A,  lî,  C. 

23".    O,  ^/,  B,  a.  3()".    O,  r/,  A,  Ti. 

?4°.   o,  A,   K,  a.  3r'.    O,  A,  /^  R. 

25°.   O,  rtt,  A,  a.  3?/'.    O,  F,  a. 

o.6«.   O,  rt,  />»,  c.  33".   0,F,A. 
o7«.  0,  fi,  by  C. 

Il  me  reste  à  résoudre  : 

34".    h,  a,  b,  r.  40*^.    h,  Y,  a. 

35".   //,  n,  b,  C.  4i».   /^  F,  A. 

36*'.  //,  «,  B,  C.  4^"-  /^  O,  rt. 

37°.   A,  A,  B,  C.  43^   h,  O,  A. 

38«.   //,  b,  B,  c.  44«.   //,  /,  a. 

39°.   A,  A,  6,  B.  45^   A,  z,  A. 

Note.   On  est  disposé  à  donner  ces  solutions  aux  lec- 
teurs qui  les  demanderont.  « 


FOUMllLES  FOI\DAMEXTALES  DE  L  ANALYSE  SPHÉRIOllE 

(voir  p.  140); 

Par  m.   VANNSON. 


Transformation  des  coordonnées. 

1°.   Prendre  pour  nouvelle  origine  un  point  donné  sur 
l'axe  des  x  en  laissant  les  axes  rectangulaires. 
Soient  a  l'abscisse  delà  nouvelle  origine  et 

l'équalion  delà  courbe  donnée;  si  nous  y  introduisons  les 


!  I  . 


(  '64  ) 
coordonnées  géogiaphiqucs  sans  chaniçer   rorigine,  l'é- 
([ualioii  (levicm 


X,   -^^—  )  =o, 

COSX, 


Xx  étanl  l'abscisse  dont  x  était  la  tangente.  Remplaçons 
maintenant  x^  par  Xi  H-  a,  l'équation  deviendra 

A  tang(x.  +«),  7-~r~T     =°- 

L.  CCS  (X,  -h  rt)  J 

Pour  revenir  mainlenanl  aux  coordonnées  géométriques 
après  le  changement  d'origine,  il  suffit  de  multiplier  y 
par  cos  Xi  ^  l'équation  demandée  sera  donc 

[,              ,         y  ces  a:,       1 
tang  ^,  4-  a), =  o. 

Si  nous  développons  tang  [x^  -f-  a)  et  cos  ( Ji  -j-  a)  , 
nous  aurons ,  en  posant 

a=:tangâ!     et     X=:tang«c, 
l'équation  plus  simple 

rX-+-a  J  1  ^^ 

Li  — aX      cos«(l  —  û'X.jJ 

Nous  allons  appliquer  cette  méthode  à  la  recherche  du 
centre  dans  les  courbes  du  deuxième  degré  dont  l'équa- 
tion générale  est 

Aj^  -h  Bxy  +  C.r'  +D/H-Ejc  +  F  =  o. 

Remarquons  d'abord  que  si  l'on  trouve  sur  la  surface 
de  la  sphère  un  point  O  tel ,  que  deux  arcs  menés  de  ce 
point  et  terminés  de  part  et  d'autre  à  la  rencontre  de  la 
courbe  soient  divisés  au  point  O  en  deux  parties  égales, 
tout  autre  arc  mené  par  le  point  O  sera  divisé  de  la  même 
manière,  donc  le  point  O  sera  le  centre  de  la  courbe. 


(.65). 
Fil  viïcl ,  prenons  ces  «Icux  arcs  pour  axes  et  O  pour 
origine:  en  faisant)^  =  o,  on  devra  Irouvei-  deux  raeines 
égales  et  de  signe  contraire  ,  d'où 

E^o; 
on  aura  de  môme 

D  =  o  : 

d'où  l'on  voit  aisément  que  tout  autre  arc  mené  du  point 
O  et  insciit  à  la  courbe  aura  son  milieu  au  point  O ^  O  est 
donc  le  centre.  Soient  a  et  b  les  coordonnées  de;  ce  point 
O  rapporté  aux  axes  primitifs,  a  et  |3  les  tangentes  des 
arcs  a  et  h  ^  portons  l'origine  au  point  de  l'axe  des  x  qui 
a  pour  abscisse  a,  l'équation  transformée  sera 

cos^  a  cas  a  cosa 

4-E(a  +  X)(l  -  aX)  4-  F(i  —aX)'=:0. 

Concevons  maintenant  qu'on  ait  mené  par  le  point 
cberché  un  arc  perpendiculaire  à  l'axe  nouveau  des  j^ , 
l'équation  de  cet  arc  sera 

j  =  ê  COS  a 

[y  et  |3  sont  des  tangentes)*  on  aura  alors  une  équation 
du  deuxième  degré  en  X-,  donc  les  racines  seront  égales 
et  de  signe  contraire ,  ce  qui  donne  la  condition 

(i)  Bè-h  2Ca  +  E  =  a(D6+Ea  +  2F); 

on  trouve  de  même 

(2)  Ba4-2A^-hD  =  ê(DS-|-Ea4-2F). 

Ces  équations  sont  celles  qu'on  trouve  dans  la  recherche 
des  plans  principaux  des  surfaces  du  second  degré.  Pour 
nous  rendre  compte  de  cette  similitude ,  cheichons  l'équa- 
tion de  la  surface  particulière  pour  laquelle  la  recherche 
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des  plans  principaux  (  enduirait  idcniicjuenient  aux  équa- 
tions (i)  et  (2).  On  trouve  aisément 

A/^  H-  Cx'^  -+-  Bxj  -{-  Dyz  -i-  Exz  -\-  ¥  z-  =:  o. 

C'est  un  cône  ayant  son  sommet  à  l'origine. 

Si  l'on  cherche  l'intersection  de  celte  surface  avec  la 
sphère  en  employant  les  coordonnées  sphériques,  on 
trouve  la  courbe  proposée. 

Il  reste  à  faire  voir  que  la  ligne  de  l'espace  ayant  pour 
coeflicients  de  direction  a  ,  |3 ,  est  perpendiculaire  à  un  des 
plans  principaux.  En  effet,  si  nous  joignons  le  centre  de 
notre  conique  sphérique  au  centre  de  la  sphère  par  une 
droite,  cette  droite  aura  pour  équations 

et  comme  elle  est  l'intersection  de  deux  plans  principaux 
du  cône,  elle  est  bien  perpendiculaire  au  troisième,  ce 
qu'on  voulait  faire  voir. 

Il  suit  de  là  que  l'élimination  de  a  dans  les  équa- 
tions (1)  et  (2)  conduira  à  une  équation  du  troisième 
degré  ayant  ses  trois  racines  réelles.  Notre  courbe  a  donc 
trois  centres,  et,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  ils  sont 
placés  aux  trois  sommets  d'un  triangle  trirectangle.  On 
voit  aussi  que  si  l'on  construit  ce  triangle ,  chacun  de  ses 
côtés  partagera  la  courbe  en  parties  symétriques  et  sera  , 
par  conséquent,  un  axe  de  cette  courbe. 

Remarque.  Si ,  au  lieu  de  transporter  l'origine  en  un 
point  de  l'axe  des  x,  on  la  transportait  à  la  distance  ê  sur 
l'axe  des  j^,  on  aurait 

ces  (  j'  -+-  ê) 

Second  cas.  Pour  changer  d'axes  sans  déplacer  l'ori- 
gine, on  peut  employer  la  considération  des  projections 
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ccMil raies.   Oïl   ptMil  aussi  ,    coiniuiî   nous   allous   le  lalrc 
voii',  se  servir  d'un  procédé  identique  à  celui  qu'on  em- 
ploie sur  un  plan. 

Dèfinilion.  JNous  appellerons  rlioinbe  spliéri(jue  un 
quadrilatère  ABCl)  dans  lequel  les  côtés  opposés  A13,  CD 
et  les  deux  autres  AC  et  BD  se  coupent  à  90  degrés  du 
sommet  A  en  P  et  P^ 

Théorème.  Si  par  le  sommet  A  dhin  rhonihc  sphé- 
riqiie  [*)  on  mène  un  arc  de  grand  cercle ,  la  tangente 
de  la  projection  de  la  diagonale  AD  sur  cet  arc  égale  la 
somme  des  tangentes  des  projections  des  deux  côtés  AB 
et  AC. 

FlG  .     I . 


Soient  x\  y'  les  tangentes  des  coordonnées  de  B  et 
x"^j"  les  tangentes  des  coordonnées  de  C.  L'arc  PBC 
aura  pour  équation 


j-/'  =  ^-(^-x"), 


et  l'arc  P'  DB  aura  pour  équation 


/     y   <         Il  \ 
y—y—  ^/i"'""'^  '■ 


(*)  Le  terme  parallélogramme ,  que  nous  évitons  à  dessein,  a  déjà  été 
employé  pour  dési{Tner  un  quadrilatère  dont  les  diagonales  se  eoupent  e» 
parties  égales. 
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On  lire  de  là  pour  le  poini  D 

c.   Q.    F.   n. 

Si  Ton  menait  par  le  point  A  un  autre  an;  AE  et  qu'on 
construisît  un  nouveau  rlionibc  avec  AD  diagonale  du 
premier  et  AE  comme  côtés,  la  tangente  de  la  projection 
de  la  nouvelle  diagonale  égalerait  la  somme  des  tangentes 
des  projections  des  arcs  AB,  AC,  AE  ,  et  ainsi  de  suite 
pour  un  nombre  quelconque  d'arcs. 

Cela  posé,  soient  OX  et  OY  deux  axes  faisant  entre  eux 
Fangle  ô,  soient  a  l'angle  du  nouvel  axe  des  x  avec  l'an- 
cien et  ol'  l'angle  du  nouvel  axe  des  y  avec  OX  \  si  nous 
traçons  les  arcs  projetants  d'un  point  ui  dans  les  deux 
systèmes,  ont  sera  la  diagonale  commune  à  deux  rlionibes. 
Si  donc  nous  la  projetons  sur  un  arc  perpendiculaire  à 
l'axe  OY,  nous  aurons,  par  le  théorème  précédent  , 

tang  proj.  A  ///  ==:  x  sin  0 , 

et  cette  même  tangente  égale 

a:'  sin  (  0  —  a  )  -f-  j'  sin  (  0  —  a'  ) , 
d'où 

x'  sin  (  Ô  —  a  )  +  j  '  sin  (  Ô  —  a'  ) 

sin  9 
On  trouve  de  même 

x  sin  a  ■■\-  y'  sin  a' 
•^~'  sirTÔ 

Les  formules  relatives  aux  divers  cas  particuliers  se  dé- 
duisent de  là  comme  sur  un  plan. 

Simplification  de  V équation  générale  des  courbes 
sphériques  du  second  degré, 

INous  avons  indiqué  plus  haut  le  mov(Mi  do  trouver  les 


(  '(h)  ) 

foordoiiiiccs  (lu  centre  ((.])  ^  pour  y  lianspoiler  rorii^liu;, 
on  commencera  par  fairi;  touinei'  l'axer  d(îs  x  ju.s(ju'à  ce 
(|u'il  [)asse  au  centre  on  laissant  les  axes  reclanijulaiies; 

Tangle  a   aura  pour  tangente  —■>   y'  et  x'  désignant  les 

tani;enl(\s  des  coordonnées  du  ctMitre;  puis  on  transpor- 
tera Toriginesur  le  nouvel  axe  des  x  au  point  C,  la  dis- 
tance a  des  deux  origines  étant  donnée  par  la  formule 


tangrt  =r  v/jî  4-  ^'r 

Quand  on  applique  au  cas  du  cercle ,  la  première  trans- 
foimalion  doit  faire  disparaître  la  première  puissance  de 
y  et  le  rectangle  des  variables  par  raison  de  symétrie,  la 
seconde  fait  disparaître  x,  et  on  trouve  pour  équation 
transformée 

B'(D'-h  EM~h  2EDBF 
^  DE(DE  — 2BF) 

Ce  second  membre  représente  évidemment  le  carré  de 

la  tangente  de  la  distance  polaire  du  cercle  donné.  On  peut 

en  déduire 

DE(DE  —  2BF) 

COS^  /'  :=:  ^ — — • 

D' E^  +  B^  \V  +  B^  E 

(BORGNET.  ) 

Si  l'on  pose 

tangV-p% 

l'équation  prendra  la  forme 

J^  -\-  .r-  :=^  p'. 

Pour  une  courbe  quelconque  du  deuxième  degré,  après 
avoir  porté  l'origine  au  centre,  on  pourra  faire  dispa- 
raître le  rectangle  des  variables  et  calculer  les  nouveaux 
cocflicients  par  les  mêmes  formules  que  dans  les  courbes 
planes-,  l'équation  de  la  courbe  sera  alors 

'     A/'-f- Cji'=r=  F; 


(  i7*>  ) 
si  nous  supposons  A  cL  C  positifs,  F  devra  i'ctre.  cl  si 
l'on  pose 

on  Ja  niettia  sous  la  forme 

-2    +  ^  =   '  • 

Si  A  et  C  sont  de  signes  contraires,  on  la  mettra  de 
môme  sous  la  forme 

b'       à"  *" 

(BoilGNET.) 

Mais,  dans  ce  second  cas ,  on  peut  ramener  l'équation 
à  la  première  forme  en  transportant  l'origine  sur  l'axe 
des  X  à  90  degrés  de  l'origine  actuelle,  si  on  a  —  i  dans 
le  deuxième  membre,  et  en  opérant  de  même  pour  l'axe 
des  y  s'il  y  a  4-  i.  Pour  cela,  appelant  x'  et  y  les  coor- 
données anciennes,  et  X',  Y'  les  nouvelles,  on  posera, 
comme  on  l'a  vu  plus  haut, 

2 


et 


tanffY'cos.r' 
tangj'^: ^ , 

/  TT 

cos 


ce  qui  conduira  à  l'équation 

tang^  Y'       X^ 

en  posant 


(M 


(   '7'   ) 


—    Z=   (l 


OU,  plus  simplonioiii 


eu 
eu 


'P. 


2^ 

a] 


reprcsoutaut  laugY'  par  Y.  Ou  voit  doue  qu'il  u'y  a 
réalité  (pf  uue  seule  eourb(î  spliérique  lepréseutée  paî' 


l'équation  générale  du  deuxième  degré  :  on  la  nomme 
ellipse  spliérique .  Comme  on  peut  ajouter  tt  à  un  arc  sans 
changer  sa  tangente,  il  s'ensuit  que  l'équation  (i)  repré- 
sente deux  courbes  égales  abc ^  a'  b' c' -^  si  l'origine  est  au 
point  O  ou  O',  on  a  l'équation  (i)  ;  si  elle  est  au  point  D 
à  égale  dislance  de  O  et  de  O'  sur  l'axe  des  X,  on  a  l'é- 
quation 


et  D,  D'  seront  deux  nouveaux  centres  j  enfin,  si  l'on 
porte  l'origine  sur  l'axe  des  y  au  point  L  ou  L^  à  égale 
dislance  de  O  et  de  O',  l'équation  prendra  la  forme 
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el  les  points  L,  L'  seront  deux  nouveaux  centres.  Nous 
trouvons  donc  six  centres  ;  si  le  calcul  n'a  donné  que  trois 
solutions ,  c'est  parce  que  deux  points  diamétralement 
opposés  ont  les  mêmes  coordonnées.  On  reconnaît  aussi 
que  ces  trois  points  sont  placés  aux  sommets  d'un  triangle 
tri  rectangle.  (Borgnet.) 


PROBLEME. 

Trouver  le  lieu  géomélrique  des  centres  des  sections  faites  dans  un  cône  du 
second  ordre  par  une  suite  de  plans  passant  tons  ou  par  un  uiêoie  point 
ou  par  une  même  droite^ 

Par  mm.  MARQUET  et  DALIGAIN  , 

Candidats  à  l'École  Normale  supérieui'e. 


PREMIERE    PARTIE. 

Voici  la  méthode  générale  qu'il  faut  suivre  dans  le  pre- 
mier cas  : 
Soient 

l'équation  d'une  surface  du  deuxième  degré  ^ 

M  =  G  # 

l'équation  générale  du  plan  passant  par  le  point  donné  j 
cette  équation  renferme  deux  paramètres  arbitraires.  En- 
tre ces  deux  équations,  on  éliminera  une  des  trois  varia- 
bles, z  par  exemple,  on  aura  ainsi  une  équation  entre  x 
etj, 

/(.r,/)=rO, 

équation  de  la  projection  de  la  courbe  d'intersection  sur  le 
plan.  Les  coordonnées  du  centre  de  cette  courbe  seront 


(   >7-^  ) 
déloriuinccs  par  les  (''(|iialit)Ms 

/'.  (  •'•  '  J  >  )  — ~  o , 
/',  (-^^  />)  —  o, 
(Mitrcî  cos  deux  tlcMiiièros  équations  et  récjualioii 

M=:o, 

ou  éliminera  les  deux  paramètres  arbitraires,  et  on  aura 
une  seule  équation  en  x,  jr  et  z  qui  sera  celle  du  lieu 
clierché.  On  voit  donc  de  suite  que  le  lieu  cherché  est  une 
surface. 

Appliquons  cette  méthode  au  cône. 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  le  sommet  du 
cône  soit  à  l'origine,  et  que  son  équation  soit 

Il  faut  au  moins  qu'un  des  trois  coefficients  soit  né- 
gatif. 

Soient  [x' ,y ,  z')  les  coordonnées  du  point  donné;  l'é- 
(|uation  générale  du  plan  sécant  est 

(2)  a{x^x')-\-b(y  —  y')  —  {z^z')--o. 

Portant  la  valeur  de  z  dans  l'équation  (i),  on  obtient 
l'équation 

(P  —  «'F'')  x'-ir[^'  —  b'  P")  y'  —  lab  V"  xy  \ 

+  iV"  {ax'  -\- by'  ^  z' )  ax  +  2.'9"(ax'  -\-  by'-h  z')by  \  =  o, 
—  V"(ax'-{-by-i-z'Y  ) 

qui,  jointe  à  l'équation  (2) ,  représente  la  courbe  d'inter- 
section. Les  équations  qui  déterminent  le  centre  sont 

p 

(3)  a'  [x  —  x')  —  ab{y  —  y')  -h  az'  +  -^,xz=  o, 

(4)  b'ix  -y')  —  ab{x~x')-^  bz'  -^-  —  y  =  o. 


(  >74  ) 

Ellmiiianl  a  cl   h  entre  les   trois   équations  (2),  (3), 
(4) ,  on  obtient 

Pa;î.4_p'j2_|_p"2^  _  p.^'.^:_p^yj_f_  P"z'3  —  o. 

Le  lieu  cherché  est  donc  une  vsurface  du  second  degré 
Les  coordonnées  du  centre  sont 

X  y  z 

?.  '  2  2 

ce  qui  indique  que  ce  point  est  le  milieu  de  la  droite  qui 
joint  le  point  donné  au  sommet  du  cône. 

Si  l'on  prend  le  centre  pour  origine,  on  obtient 

4  (  P.r'  4-  P' J'  —  P"  7?)  —  P.r'2  4-  P'j'^  —  P"  z'\ 

l'on  a  un  hyperboloïde  à  une  nappe  ou  à  deux  nappes 
selon  que  le  second  membre  est  positif  ou  négatif^  ^^ij" 
perboloïde  et  le  cône  ont  un  élément  rectiligne  commun 
et  passant  par  le  centre. 


SECONDE    PARTIE. 

Dans  le  cas  où  le  plan  sécant  passe  par  une  droite  don- 
née, la  méthode  générale  est  la  suivante  : 
Soient 

l'équation  d'une  surface  du  deuxième  degré  ^ 

X  =r  <7r.  +  /; , 
y  z=:ihz  -\-  q 

les  équations  de  la  droite  donnée-,  Téquation  générale  des 
plans  passant  par  cette  droite  est 

X  —  az  —  /;  =  X  (  j  —  hz  —  q). 
Entre  cette  équation  et  celle  de  la  surface,  on  éliminera 


I 


(  >7S  ) 
inio  dos  variablCvS,  x  par  cxrnipltî,  on  aura  iiiio  ('fjunlion 

/(j,z)  =  o 

qui  représentera,  conjoinlcnienl  avec;  l'équation  du  plan, 
la  courbe  d'intersection.  Entre  les  é([uations 

du  centre  de  la  courbe  et  l'équation  du  plan,  on  élimi- 
nera rindéterminéc  X,  on  aura  un  système  de  deux  équa- 
tions en  X,  y  ^  z  qui  seront  les  équations  du  lieu  5  donc 
le  lieu  sera  une  courbe. 

Application  au  cône. 
Soit  donc 

(1)  PJC'H-Py  --P"z^=:0 

l'équation  du  cône.  Eliminant  x  entre  cette  question  et 
celle  du  plan  variable,  il  vient 

{[nz^pY-^V[y—hz~qy-\-l\[az-^-p){y~hz—q)\ 

(2)  (  P'  P",  )=o. 

(  P   "^  P  ) 

Les  coordonnées  du  centre  sont  données  par  les  équa- 
tions 

P' 

(3)  V[y  —  bz  —  q)^\[az-^  p)-\-  -y=^o, 

\^Vh[r~hz  —  q)  —  \\a[y—hz  —  q)  ~  b  [az  -^  p)] 
i  — «(«z-h/?j  H-  -p-3  —  o; 

d'où  l'on  tire 


(5)     \a(y  —  bz^  q)  -^  n(az-\-  p)  -h  —  by 


V  ,         P' 


P    •"         P 


z  z=:  o. 


(  ■;«  ) 

KJimiiiaiil  successivcnicnl   /  ciilir  l'éffiialion  du  ])lan 
variable  CL  l'équailon  (5),  on  oblieiu 

P' 

(6)  {x—  az—  p).x-{-  —(y—  hz—  q)jr  —o, 

(7)  a\?.v~h  bP'y  —  P"z=zo. 

Ce  sont  les  équations  de  rintersection  d'une  surface  du 
second  ordre  par  un  plan-  ainsi  le  lieu  cherché  est  une 
conique  plane. 

Remarque.  Il  resterait  maintenant,  pour  compléter  la 
question,  à  examiner  ce  que  devient  le  lieu  dans  les  cas 
particuliers  où  la  droite  passerait  par  le  sommet  du  cône, 
serait  une  génératrice,  etc.,  mais  l'étude  de  ces  cas  par- 
ticuliers n'offre  rien  de  jemarquable. 

Note  dit  Rédacteur.  La  théorie  des  polaires  récipro- 
ques (principe  de  dualité)  donne  ce  théorème  : 

Soient  donnés  :  1°  un  cône  du  second  degré;  2"  un 
point  fixe;  3°  un  plan  fixe.  Par  le  point  on  mène  un  plan 
quelconque  qui  coupe  le  cône  suivant  une  conique,  et  le 
plan  fixe  suivant  une  droite:  le  lieu  du  pôle  de  cette 
droite  relativement  à  la  conique  est  un  hyperboloïdc  dont 
le  centre  est  dans  le  plan  fixe. 

Les  deux  propriétés  énoncées  ci -dessus  pour  le  cône 
subsistent  pour  une  surface  quelconque  du  second  degré; 
c'est  d'une  évidence  intuitive  pour  la  sphère;  et  par  les 
procédés  métamorphiques  on  passe  de  la  sphère  aux  autres 
surfaces  ;  toutefois  une  démonstration  générale  directe  est 
à  désirer. 

Lorsque  la  droite  se  transporte  à  l'infini ,  on  a  des  sec- 
lions  parallèles.  Cette  propriété  est  dans  tous  les  traités 
élémentaires. 


(  '77  ; 


SOLllTIOIV  DE  U  QIESTIO^  428  (VA1\I\S0I\) 

(voir  p.  4K) ; 

Par  m.   Abkl  DE  KOISCHEVALLIEK, 
lilève  du  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Faurie). 


Soient  O  ,  O'  deux  cercles  se  touchant  extérieurement 
et  satisfaisant  aux  trois  conditions  énoncées.  Les  triangles 


isocèles  MKO ,  BRO'  étant  équiangles  ,  MO  et  BO'  sont 
parallèles  ;  de  même  OA  est  parallèle  à  O'N,  et  l'on  a 

(angles  de  même  espèce  dont  les  côtés  sont  perpendicu- 
laires). Dans  le  triangle  isocèle  O'NB,  l'angle  à  la  base 
est  le  complément  de  la  moitié  de  l'angle  QSP^  il  en  ré- 
sulte 

BNP  =  9Ê1. 


Donc  NB  est  parallèle  à  la  bissectrice  de  l'angle  QSP^  pa- 
reillement MA  est  parallèle  à  cette  bissectrice. 

Anv.   de  Mathémat.,  t.  XVII.  (Mai  iSSS.'»  12 


(   >78  ) 
Si  par  le;  point  K  on  inèiK;  KC  parallèle  à  la  bissectrice 

de  QSP  ,  on  a 

MC  _  MK  _  OK  _  rt 
CN  ~  BKT  ~  Ô^  ~~  V 

C  s'oblient  en  divisant  MN  en  deux  segments  dont  le  rap- 
port est  J-)  et  le  point  R  se  trouve  sur  la  parallèle  menée 

par  le  point  C  à  la  bissectrice  de  QSP. 
En  outre 

NRM  =  2^  —  NKB  =  2^  —  5_Z . 

2 

donc  en  décrivant  sur  MN  un  segment  capable  de  T angle 
2^^  — -^^^ — î  on  a  un  second  lieu  du  point  de  contact  des 

2 

deux  cercles. 

Construction.  On  joint  les  deux  points  donnés  ,  sur  la 
droite  tracée  on  décrit  un  segment  de  cercle  capable  du 
supplément  de  la  moitié  de  l'angle  des  deux  droites;  on 
partage  la  droite  qui  limite  les  points  donnés  sur  les  deux 
droites  en  deux  segments  additifs  proportionnels  aux  nom- 
bres donnés  a ,  &.  Par  le  point  ainsi  obtenu ,  on  mène  une 
parallèle  à  la  bissectrice ,  et  son  intersection  avec  la  cir- 
conférence détermine  le  point  de  contact  des  deux  cercles. 
En  joignant  les  points  donnés  à  cette  intersection  et  pro- 
longeant jusqu'à  la  rencontre  des  parallèles  à  la  bissec- 
trice menée  par  ces  mêmes  points ,  on  forme  deux  triangles 
inscrits  dans  les  cercles  cherchés. 


(   '  79  ) 


SOLUTION  DE  l,A  QUESTION  ^C) 

(  voir  I).  ai  ) , 
Par  mm.  CORMRT  kt  G.   LKGRANDAIS, 

Mli'vcs  (lu  lycée  L()uis-l(!-()raii(l. 


Soient  F  el  D  Kî  foyer  et  la  directrice  correspondaii le 
d  une  conique^  Aj ,  A2,  deux  points  iixes  sur  la  coni(|ue 
et  M  un  point  variable  aussi  sur  la  conique^  les  droites 
MAj,  MA2  rencontrent  respectivement  la  directrice  aux 
points  P  et  Q,  la  distance  PQ  est  vue  du  foyer  F  sous 
un  angle  constant,  quelle  que  soit  la  position  du  point  M 
sur  la  conique.  (Faure.) 

Cette  question  se  résout  très-facilement  en  s'appuyant 
sur  cette  propriété  si  connue  des  courbes  du  second  degré  : 


Soit  une  sécante  quelconque  MA, ,  F  un  foyer,  DD'  la 
directrice  correspondante ,  la  ligne  FP  qui  joint  le  foyer  F 
au  point  P  où  la  sécante  coupe  la  directrice  est  bissectrice 
de  l'angle  A,  FK  extérieur  au  triangle  MAj  F. 

De  même  FQ  est  bissectrice  de  l'angle  A2  FK. 

Mais 

A.FK       A2FK       A,  FA, 
PFQ  =  PFK  —  QFK  =  — =:  — -'•, 

^  ^  ^ 

donc  l'angle  PFQ  est  constant  et  égal  à  la  moitié  de  A,  FA 5 

C.     Q.     F.     D. 

12. 


(    '^o    ) 

Note.  M.  Aignaiil  lait  la  remarque  que  lorscjuc  la  droite 
A,  Ag  pa^sc  par  le  foycr^  l'angle  constant  est  droit. 

MM.  Carcnou,  Laquières,  Feneon,  élèves  du  lycée 
Saint-Louis,  l^onnet,  élève  de  l'institution  Mayer,  Ai- 
gnant,  élève  du  lycée  de  Douai  (classe  de  M.  David) ,  et 
Chanson ,  élève  du  lycée  de  Versailles ,  ont  résolu  la  même 
question. 

M.  A.  James,  maître  répétiteur  au  lycée  de  Versailles, 
applique  le  même  raisonnement  à  l'ellipse  sphérique. 


SOLUTION  AMLYTIOIIE  DE  LA  QllESTIOl^  413 

(voir  p.  179); 

Par  m.  BERGIS, 

Élève  du  lycée  Charlemagne  (institution  Massin). 


Soit  l'équation  de  la  conique 

P 


I  —  a  CCS  a 
et 

~  P 


a  cos  a 


celle  de  la  directrice  correspondante  au  foyer  pris  pour 
pôle. 

Soient  7*',  a'  les  coordonnées  du  point  Ai  ;  r'\  a"  celles 
de  Aa;  p' -,  w'  celles  du  point  variable  M. 

D'après  une  formule  connue,  l'équation  de  MAi  sera 

p'/sin  (w'  —  a!) 
"       r'  sin  (  w  —  a'  )  —  p'  sin  (  w  —  w'  ) 
ou 

p'  r'  sin  (  w'  —  a'  ) 
°        (  /•'  cos  a!  —  p'  cos  w'  )  sin  a  -h  (  p'  sin  w'  —  r'  sin  a!  )  cos  a 

La  coordonnée   angulaire  du  point  d'intersection  P  de 


(  '«'  ) 

(Clic  (liuilc  aviM'  la  ilirtîclricc   sera  doiiiicc  [>.ir  la  (brinuh; 
e  p'  r'  sin  (  w'  —  a'  )  -}-  (o'  sin  w'  —  r'  sin  a' )  p 

OU  bien  ,  on  exprimant  que  les  points  A, ,  A, ,  M  sont  sur 
la  coni([ue,  on  a,  réductions  faites  , 

sin  a'  —  sin  w' 

tani^  W|  = 

cos  a'  —  cos  &) 

OU 

f 


tang  wi  =  — 


tang  -  (a  -h  w  ) 


De  même  MA,  coupera  D  en  un  point  Q  dont  la  coor- 
donnée angulaire  sera  donnée  par 


taniçw^  = 


tang  -  (a"-hw'') 


L'angle  sous  lequel  la  distance  PQ  est  vue  du  foyer  F  est 
la  différence  des  angles  cOi  et  co^.  La  tangente  de  cet  angle 
sera  donc  donnée  par 


I  I 


ou 


tang  -  (a  '  -4-  w'  )        tang  _  f  a'  -f-  w'  ) 

I 

I  H ■ 

tang  -  (a"  +  w'  )  tang  -  (a'  -}-  w') 


sini(a'  — a'M 
1  ^  ' 


1 


II  II 

sin -(a'  -f-  w')sin  -  (a" -h  w') -h  cos -(a'  +  w')  cos-(a''+w') 


ou  enfin 


quantité  constante. 


tang  ^  (a' -..'') 


(  >8^  ) 
Le  théorème  est  donc  démoutié. 

Note  du  Rédacteur.  M.  Richard  Oxamendi  considère 
les  polaires  des  points  P  et  Q,  elles  passent  par  F  et  sont 
respectivement  perpendiculaires  à  PF  et  QF  5  les  droites 
PF,  la  perpendiculaire  à  PF  en  F,  les  droites  FA  ,  FM 
forment  un  faisceau  harmonique  :  un  angle  étant  droit 
dans  ce  faisceau,  l'autre  est  bissecté,  etc. 


SOLlTiai\  DK  LA  «lESTION  507 

(voir  t.  XIV,  p.  262); 

Par  m.   chanson, 

Élève  du  lycée  de  Versailles  (classe  de  M.  Vannson). 


Un  dé  est  un  cube  portant  sur  chaque  face  des  trous 
nommés  points.  Ses  faces  opposées  sont  i  et  6 ,  2  et  5 ,  3 
et  4-  Les  points  sont  placés  de  manière  que  le  centre  de 
gravité  de  chaque  face  coïncide  avec  son  centre  de  figure^ 
le  centre  de  gravité  du  dé  n'est  pas  à  son  centre  de  figure. 
Trouver  la  distance  du  centre  de  gravité  à  chaque  face ,  en 
supposant  que  chaque  trou  enlève  une  portion  de  volume 

représentée  par  -  du  volume  total ,  et  /?  >  21 . 

Soient  A  le  cube  donné  et  a  son  côté.  Le  volume  du  dé  est 

V       p 

Or  le  moment  du  dé  par  rapport  à  une  face  quelconque, 
la  face  qui  contient  6  points  par  exemple,  est  égal  au 
moment  du  cube  par  rapport  à  la  même  face,  moins  la 
somme  des  moments  des  trous. 

Si  j'appelle  Xf,  la  distance  du  centre  de  gravité  cherché 
à  la  face  (^),   \v  momenl  du  dé  par  rapport  à  celle  face 


(  'S'  ) 

le  moiiKMil  du  cube  par  rapport  à  la  mcmc  face  est 

a'  '  — 

2 

Quanl  à  la  somme  des  moments  des  trous,  je  peux 
Tévaluer  en  évaluant  séparément  la  somme  des  moments 
des  trous  de  chaque  face  et  ajoutant  ces  sommes. 

Or,  puisque  le  centre  de  gravité  de  chaque  face  coïncide 
avec  son  centre  de  figure,  j'obtiendrai  la  somme  des 
moments  des  trous  d'une  face  quelconque,  en  multipliant 
la  somme  de  leurs  volumes  par  la  distance  à  la  face  (6) 
du  centre  de  figure  de  la  face  considérée.  Ainsi  donc  la 
somme  des  moments  des  trous  par  rapport  à  la  face  (6) 
sera 

a^  L.a^     (i        3.a^     n        i   a^    a        5a^     n 

~  •  rt  +  - — 1 1 .  -  H .  — 

p  p         1  p         '2  p         1  p        1 


J'ai  donc  l'égalité 

'  P  —  2  1  \  [  p  —  21   —  4  —  3  —  2  — 

a'  I X,  .—  rt*  '  ^ 


PI  \  2/? 

d'où 


-) 


2(/^  —  21) 

ou 


Xc 


[/9  — (i  +  2  +  3  +  4-1-  5)—  i] 


[{p  —  2i)h-6  —  l]. 


2(/?—    2l) 


Je  vois  alors  une  loi  se  manifester  et  j'aurai  de  même, 
par  analogie  ,  en  appelant 


.r.  j    .Tj ,    x^ ,    x-j 


(  '84  ) 

les  (iislaiiccs  du  (  en  lie  de  gravi  lé  aux  laces  5,4?  ^5  ^j  ^t 

[(p  —  2l)  4-5  —  2], 


j:,  z= 


9.  [p  —  21)  ^  -■ 

[(/>-2l)   +  3-4], 


a 


1{  p  —  21) 


a 


l[p  —  21 


[(/>  —  21)4-2  —  5], 


X,  =  — [(/^  —  21)  -r-  1  —  6]. 

2  (/p  —  21}  '■^  '  ■' 

On  vérifie  du  reste  immédiatement  que  la  somme  des  dis- 
tances à  deux  faces  opposées  ,  c'est-à-dire 

Xi  H-  .r^      ou      X2  -h  X;      ou      .r,  -+-  x,, , 

est  égale  au  côté  du  cul)e  a. 

Nous  remarquerons  aussi  que  la  face  la  plus  voisine  du 
centre  de  gravité  est  la  face  (1)  et  que  la  plus  éloignée  est 
la  face  (6*).  Cette  dernière  est  donc  celle  qui  aura  le 
plus  de  chances  à  se  présenter  au  joueur. 

Le  rapport  entre  la  distance  maximum  et  la  dislance 
minimum  est 

Xe  p  —  l6 


26 


Il  est  facile  de  déterminer  ce  rapport  très-approxiraa- 
tivement  pour  un  dé  donné. 

Il  n'y  aura  qu'à  mesurer  le  volume  du  dé  au  moyen  de 
la  balance  hydrostatique ,  d'abord  tel  qu'on  le  donne , 
ensuite  en  boucliant  les  trous  avec  un  mastic  imper- 
méable et  de  manière  que  la  surface  de  chaque  face  reste 
bien  plane.  La  différence  entre  les  deux  donnera  la  somme 
des  \olumes  des  irons;  (H  divisant  par  21,  on  aura  le  vo- 


(  '»■>  ) 

liinu;  cl  iiii  trou  doul  li*  lapport  au  volume  du  cube  lolal 

(loimcra  la  fraction  -?  et  i)ar  suite  le  nombre  p. 
P 

Ayant  fait  cette  opération  sur  un  dé  dont  le  côté  était 
de  i5  niilliinèlres ,  j'ai  trouvé  (|ue  p  était  égal  à  iZ'jZ. 
Cela  domie  alors  pour  le  rapport  considéré  : 

i356       678 


Xc 


Xi        1346        673 


QUESTIONS. 


431.  ABCDEF  est  un  hexagone  inscrit  dans  une  cir- 
conférence. Si  l'on  pose 

AB  =  a,      CD=b,      EF  =  c, 

DE  =  a\     FA  =  b\     BC  =  c', 

CF  =  A,     BE  =  B,     ADrrrC, 
on  aura 

ABC  z=aaA-h  hh'  B  -f  ce'  C  -{-  abc  -^  a'  b'  c' , 

(Prou H ET.  ) 

432.  Déterminant 


1 .2.3.4  • • 
2.3.4.5... 
3.4.5.6... 


n 
n,  I 
2.  1 


n  —  i  .  « .  I  .  2 
/z .  I  .2.  3.  .  . 


n  —  2 
n  —  I 


/^"-'(/^  -h  i) 


-h  si  71  est  de  la  forme  ^p  ou  ^p  -\-i  \ 

—  si  n  est  de  la  forme  ^p  -\-  1  ou.  ^p  -\-?>.   (Painvin.) 

433.   Trouver  le  lieu  des  centres  des  cercles  inscrits  aux 


(  .86  ) 
Iriaii^les  ayant  pour  sommet  l'un  des  loyers  d  une  eo- 
nique  et  pour  base  une  corde  passant  par  l'autre  foyer  ^ 
le  centre  est  sur  la  parallèle  à  l'axe  focal  menée  par  le 
milieu  de  la  corde.  (Rouché.) 

434.  L'équation 

n  n  .n  —  i 

I  2 

a  au  moins  autant  de  racines  imaginaires  qu'on  trouve  de 
variations  de  signes  dans  la  suite 

2  2  2  2  2 

(Newton.) 

Note,  La  démonstration  d'Euler  (Introduction  au 
calcul  infinitésimal)  n'est  pas  satisfaisante. 

(Genoccdi.) 

435.  Sur  les  longueurs  OA ,  OB,  OC,  données  dans 
l'espace,  on  prend  respectivement  les  points  a,  è,  c;  les 

rapports  — ?  -—  sont  donnés.  Trouver  :   i'^  l'enveloppe 

A  Cl      J\.  Cl 

du  plan  abc  *,  i^  le  lieu  du  centre  de  gravité  du  triangle 
abc. 

436.  Quelle  est  l'enveloppe  de  la  droite  dont  la  somme 
des  carrés  des  distances  à  deux  points  fixes  est  donnée? 

437.  Oi  est  une  circonférence  décrite  sur  un  rayon  de 
la  circonférence  O  comme  diamètre*,  on  fait  rouler  O 
autour  de  Oj.  On  demande  :  i^  le  lieu  décrit  par  un  point 
quelconque  du  plan  de  O;  i^  l'enveloppe  d'une  droite 
quelconque  liée  invariablement  à  la  circonférence  O. 

(Mannheim.) 

438.  Démontrer  que  le  lieu  des  pieds  des  perpendicu- 
laires abaissées  du  cenir<^  d  une  circonférence  O   sur  les 


(   >«7  ) 
lai){^(Mil{'s  à  1.1  (U'vclopj)(inlc  J)  de  ccllo  ciic()iilér(;nc<;  osl 
une  spirale  cl' vV ich i i iièclc .  ( M amv n eim .  ) 

i.il).  On  donne  le  périmètre  el  Taxe  d'une  ellipse, 
calculer  Tantrc  a\(*  soil  par  une  série  eonvergcnte,  soil 
par  des  approximations  successives. 

iiO.   Démontrer  Tidentité 


n . 


(In  («0 


07  - 

«2 


fin) 


<h  [('^-^  fl^) 


«3 


(^«H-  a,  -h  02)  {a^  -+-«,  +  a^  -+-  ^3) 


4- 


(<7o-|-  <7,    -f-...-h  rt'„_,)(flfo  H-  «,  -l-...-f-  «„) 

(Werwer.) 

441 .  Le  produit  de  plusieurs  nombres  consécutifs  ne 
peut  être  une  puissance  parfaite  lorsqu'un  de  ces  nombres 
est  premier  absolu.  (Mathieu.) 


SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  410  ET  4  H  (PROLIIET) 

(voir  t.  XVI.  p.  403); 

Par  mm.    Emile  MATHIEU,  le  Capitaine  FAURE, 
GROLOUS  ET  TARDY  (Gènes). 


Si  Ton  désigne  par  D  le  déterminant  : 

cos /i  oLç^  cos  [n  —  I  )  ao  cos  [n  —  2 )  ao 
cos^a,  cos[n — i  )  3C|  cos[n  —  2)  a, 
cos  «  a^     cos(/i  —  I  )  «2      cos(/?  —  2)  «2 


ces  o  ao 
ces  o  a, 
ces  o  a, 


cos//  y-n    cos  («  • —  I  )  y.„     ros  i  u  —  2,,)  a„  .  .   cos  oc<„ 


(  >88  ) 


01  par  Dj  le  (lélorminaiil 


on  aura 


COS"  «0      cos"~'  a-o      C()S"~^  ao .  .  .  cos"  a„ 

cos"  a,      cos"~'  a,      cos"~^  a, .  .  .  cos"  a, 

COS"  a^     cos"~' a2      cos""'' a^ .  .  .  cos"  a^ 

COS"  a„      cos"'"'a„      cos"~^a„...  cos"a„    \ 
n{n—i) 


D  =  2       ^        D.. 

En  second  lieu ,  si  Ton  désigne  par  Dg  le  déterminant 

sin  {n  -\-  I  )  a„  sin  /^  a„ .  .  .  sin  a^ 
sin  (  «  -h  I  )  a,  sin  Al  a , .  .  .  sin  a, 
sin  (/^  +  I  )  aj     sin  /^  a^ .  .  .       sin  aj 


on  aura 


sin  (  «  +  1  )  a„     sin  n  cc„ .  .  .      sin  a„ 

W  (  »2  I  ) 

D2  =  2       ^       sin  aosin  a,.  .  .  sina„D, 
Commençons  par  rappeler  la  formule 

2"~*  cos"  au  =  cos  n  a.^,  H-  /^  cos  {n  —  2)  a,, 


{m) 


n(n  —\) 
_j ^ _ — i  cos  [n  —  4 ) û'o 


1 .2 


Ensuite  aux  éléments  de  la  première  colonne  du  déter- 
minant D,  ajoutons  les  éléments  des  colonnes  de  rang 
impair  multipliés  respectivement  par  les  coefficients  du 
second  membre  de  l'équation  (w)',  puis  agissons  d'une 
manière  analogue  pour  les  autres  colonnes  :  il  est  clair 
que  le  délerminant  D  pourra  s'écrire  de  la  manière  sui- 


(  '«y  ) 


vaille  : 

•?.""'  cos"  a„ 
?.""'  COS"  a, 


'»'!— 3  *•/^c"— I 


,»l— 3  />rkc"— 3 


COS"~'  «u       2""'*  COS" —  ao 
'."-'  COS"-  '  a,      ?."-■''  COS"-*  a, 


COS"  a„ 

COS**  a, 


,«-î  ,,rïc"-  1 


« — 3  fir»c"— î 


COS"  a 


2"~'  CCS"  a„      2"""  COS""  '  a„      S"--"  cos"~'  a 
Par  conséqucnl  nous  aurons 

D  :^2("-')"^("~*)-+----^*+'  D,. 
OU 

D=2       •        D,. 

Pour  démontrer  la  formule  de  la   deuxième  question  , 
nous  rappellerons  la  formule  suivante  : 

sin  («  -f-  I  )  «0  =  ('^  ■+-  1  )  ces"  ao  sin  «« 
{n  -\-  i)  n[n  —  i) 


1.2.3 


COS"~*  aoSm^ao  +  . 


qui  se  déduit  immédiatement  de  celle  de  Moivre.  Si 
nous  remplaçons  sin^  a ,  sin'^a,  etc.,  par  i  —  cos^  a, 
I  —  COS"  a  -h  cos^  a  ,  etc.,  cette  formule  pourra  s'écrire 


n(/2+i)ao=sinao 


ces"  ao 


A  C0S"~*  a-o 


[ 


n-hi-h 


{n~hi)/i{^i  —  I  ) 


1.2.3 

(n  -hi)  n{n  —  i)  [n  —  2)  (/?  —  3) 


I .2.3.4.5 


] 


B  cos"-^ 


ou 


sin  ( /z  -f-  I  )  ao  =  sin  «o  (2"  cos"  ao  +  A  cos"~*  ao  H-  B cos''~^ao-t- . . .). 

Remplaçons  dans  le  déterminant  D2  les  sinus  qui  y 
entrent  en  fonction  de  cos  a©  ?  et  faisons  sortir  en  dehors 
du  déterminant  les  facteurs  sin  «o,  sin  «i  etc.,  communs 
respectivement  aux  éléments  de  la  première  ligne,  de  la 


X 


(  'i>"  ) 

deuxième,  (Me,  Do  doviondra 

sin  a^jfiiii  a, .    .  sin  a„ 
':>"cos"aaH-Acos''~^a,-hBcos"~* -H.  .  .      2"""' cos""' a^  +  A'cos""'».^ -+-.  .  •      cos'a, 
•.<"  cos"  a,  H-  A  cos"~'  «,  H-  B  cos"-"  -h...      2""'  cos"~'  c<,  +  A'  cos"~^  a,  + .  .  .      cos'  a, 

2"  cos"  a„  -4-  A  cos""'  a„  -+-  B  cos"~'  -h .  .  .      2""'  cos""'  a„  -+-  A'  cos"  ''  a„  -K  .  .  .      cos"  a„ 

Or,  d'après  un  principe  duquel  nous  nous  sommes  déjà 
servis,  nous  pourrons  supprimer  les  derniers  termes  de 
ces  éléments,  puis  les  avant-derniers,  et  ainsi  de  suite, 
de  manière  que  chaque  élément  ne  contienne  plus  que 
son  premier  terme. 

Faisons  ensuite  sortir  les  puissances  de  2  en  dehors  du 
déterminant,  nous  aurons  enfin 

T>2  =  9.      ^'       sinao  sina,.  .  .  sin  anD,. 


mmm  des  ohestions  4 os  et  409 

(voir  t.  XVI,  p.  402); 


Question  408. 

Faisant 

G,  ==  o, 

le  déterminant  ayant  deux  lignes  égales  s'annule^  donc 
D  a  pour  facteur  «i  ;  on  démontre  de  même  (ju'il  a  pour 
facteur  a^ ,  etc  ^  d'ailleurs  les  exposants  ne  peuvent  dé- 
passer Tunité;  donc 

«n  voit  aussi  que  le  coefficient  est  i. 


(  M^'  ) 

Question    UY,). 
Faisant 

on  revicnl  au  (lélermiiiaiil  pit'cédcnl-  donc  il  (îxisU;  un 
(oi'inc  a^a^a^...  a„.  Faisant  ensuite 

^2  =  0, 

on  obtient  le  terme  ayU^a^  ...  a„ ,  et  ainsi  de  suite. 


NOTE  SUR  LA  QIIESTIOIV  403 

^TOir  p.  H7); 

Par  m.   p.  CHALLIOT, 

Elève  du  lycée  de  Versailles  (classe  de  M.  Vannson). 


Quelle  est  la  forme  générale  de  l'équation  des  surfaces 
qui  passent  par  le  point  [x\  y\  z')  et  par  Tinlersection 
des  deux  surfaces 

/(.r,  j,  z)  =  o,      <p  (x,  /,  2)  =  o? 

Soit  F  une  fonction  quelconque  de  x,  js  z,  ^  une  in- 
déterminée arbitraire. 

L'équation  générale  des  surfaces  passant  par  l'intersec- 
tion des  deux  surfaces  proposées  pourra  être  représentée 
par 

Exprimons  que  le  point  {x',y\  z')  est  sur  la  surface 

f{x',  y',  z')~^\Y  ix',  y,  z)  cp  (.x',  /,  z')  =  0, 
d'où 


F(x',/,z')<p(x',/,z') 


(   »92  ) 
Par  suite  réqualioii  demandée  est 

y(.r',  j',/)         F(.r',  j',3')*,p(.r',/,z')' 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  405 

(voir  t.  XVI,  p.  401); 

Par  m.  C.  SOUILLART, 

Ancien  élève  de  l'École  Normale, 

Et  m.   Emile  MATHIEU, 

Professeur. 


Etant  donnée  l'équation 

(a;3  H- j3  4_  23  _  3xj2)  [.T."'  4-/3  _|_  ^'3  _  3.^/^'  ^'j 
=  X'' 4- Y'^  -f- Z^  ~  3XYZ, 

trouver  les  valeurs  de  X,  Y,  Z  en  fonction  de  x ^y^  s, 
,r',  y',  z'. 

Le  polynôme  x^  -\~y'^  -\-  z^  —  ?iXyz  peut  être  mis  sous 
la  forme  d'un  déterminant. 

On  a 

X     y     z 

x?  -^  y"^  -\~  z^  —  3  xyz  =  — 
de  même 

X'-'  +  y'^  _j_   3'3  _   3  jc' y'  z'  —  — 


y     Z     X 
z     .T.     y 


x'     y'      z' 


y'      z'      X' 

I    2'      x'     y' 
On  aura  donc 

(.rs_l_  j3_,_2;^_  Zxyz){x'^-^  y'^  +  z''  —  Zx'y'z') 
xx'  -H  yy'  -\-  zz'     xy'  -\-  yz'  +  zx'     xz'  -\-  yx'  -f-  zy' 
yx'  H-  zy'  -h  .rz'     y  y'  -h  zz'  -f-  ^jf'     y:!  -t-  2^'  +  .^j' 
z.r'  -I-  x>-'  -f-  js'      zy'  -h  .r2'  -+-  /-J^'      zz'  4-  .rj:'  4-  jj'    ; 


(  'n-^  ) 

Si  l\)ii  pose 

X  =  .r.r'  4-  jy'  -h  zz\ 
Y  =xy  ■+  yz'  4-  z..r\ 
Z  =  .rz'  -h  y.r'  -f-  zy'  (  *  ) , 

le  (lélcrmiiiant-produll  devient 


X  Y  Z 
Z  X  Y 
Y     Z     X 


X  Y  Z 
Y  Z  X 
Z     X     Y 


=  X-'H- Y'^4-  7J—  3XYZ. 


Les  valeurs  précédentes  de  X ,  Y,  Z  répondent  donc  à 
la  question. 
La  formule 

(.r3-f.j-^_|-z3_  2>.T.yz)(.T'^-\-y'  -{-z''  —  ?>.T'y  z') 
=  X^  H-  Y'^  -h7J  —  3XYZ, 
dans  laquelle 

X  =  .rx'  H-  yj'  -f-  zz' ^ 

Y  =  xy'  -hyz'  -r  zx', 
Z   ==  .7-z  '  4-  j.r'  -f-  zy' , 

est  un  cas  particulier  de  la  formule 


X 

y    z 

IL        V.   . 

r 

s 

t 

x' 

y     z'    H 

.'...       r' 

1 
s 

t' 

r 

z     u 

<•  .    .   . 

a 

t 

X 

y' 

z'      u'.  .. 

s' 

t' 

X 

z 

u     V . 

t 

X 

y 

X 

z' 

u'       P'.  .   . 

t' 

x' 

y' 

t 

X     y 

Z  .  .  . 

X 

r 
Y 

s 
Z 

u. 

t' 

x'     y'      z 
R     S     T 

1 

/ 

s' 

z^r. 

Y 

Z 

U 

V. 

• 

S     T     X 

T 

X 

Y 

z  . 

R     S 

(*)  Ce  résultat  est  énoncé  dans  V Algèbre  de  M.  Bertrand  ,  i*'  édition. 
Ann.  de  Mathématiques,  t.  XVII.  (Mai  i858.)  i3 


(  -94  ) 


clans  laquelle  on  [)Ose 

X  =  xt'  -h  y  s'  ■+-  zr'  + 
Y  =  xx'-h  yt'  -h  zs'  + 
/   =z  jry' -\-  yx' -\-  zt'  -|- 


.  .  .  4-  sy'  -+-  Ar', 
.  .  .  4-  sx'  -\-  tr\ 


Par  exemple,  si  les  déterminanls  son l  du  quatrième 
oidrc ,  on  a 

''  —  .r}  -+-  y^  —  z^  -\-  M*  —  ^  y"^ xz  —  4  -^"^  ^ 
-\~  l\  x"^  y  ti  -\-  ^yuz^  +  2a,'^z^  —  iiû y'- 

_  .^".  _|_  j".  „  z'"  -h  //'  —  4j'''jf'z'  —  4^'//."2' 

-h  4.r"^/  w'  H-  4  r'  a'  z'""  +  2^"-'  z'^  —  iu'\y'- 
__X^+  Y^  — Z^  +  C'  —  4Y^XZ  — 4XIPZ 
+  4X»YU  4-  4  YUZ^  +  2X^Z  --  2U'Y% 


X 


en  posant 


X  =  xii  -h  yz'  -\-  zy'  H-  ux'  , 
Y  =  xx'  -\-  yu'  -\-  zz    -\-  ay\ 
Z  =  xy'  +  yx'  H-  zw'  +  u'  z\ 
U  =  xz'  -h yy'  H-  zjc'  +  un'. 


0BSER\ATI01\S  SUR  LA  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  195 

(voir  page  79) ; 

Par  m.   DEWULF. 


L'équation 


D  ^  G 


se  vérifie  par  des  calculs  qui  ne  sont  ni  longs  ni  com- 
pliqués (t.  XVII,  p.  8i). 
En  effet 


X 


cl(f 

d^ 

dt^ 

d^ 

d  cj; 

rfA 

dx,, 

d.To 

dy. 

<Jy, 

dzo 

dZo 

d(f 

d^ 

y'= 

d^ 

^A 

z'  =z 

d(f 

dà 

^ÏO 

dVo 

dx,, 

dxn 

dxo 

dxa 

(  -y-»  ) 


Donc 
De  iiicme 


Les  deux  premières  colonnes  de 
ques  ,  et,  par  suite, 


—  ï  ■ 

-  D  sont  donc,  idenli 


D==o. 


SOLLTIOIV  DE  LA  QUESTION  425  (IIOLDITSCII) 

fvoir  page  33); 

Par  MM.   Marius  LAQUIÈRE  et  Georges  FÉNÉON, 
Élèves  du  lycée  Saint-Louis. 


Le  grand  axe  d'une  ellipse  étant  dans  une  position  ver- 
ticale, toute  droite  liomogène  pesante  passant  par  le  foyer 
et  s' appuyant  par  ses  deux  extrémités  sur  l'ellipse  est  en 
équilibre. 


Je  cherche  la  condition  nécessaire  pour  que  la  droite 
MN  homogène  et  pesante  appuyée  par  ses  deux  extrémités 
sur  les  droites  MA,  NA  inclinées  des  angles  a  et  |S  sur 
l'horizon  soit  en  équilibre. 

La  droite  peut  être  considérée  comme  soumise  à  trois 
forces  :  à  son  poids  P  appliqué  en  son  milieu  G,  et  aux 
deux  résistances  normales  des  deux  plans.  Pour  l'équi- 
libre, ces  forpes  doivent  concourir  sur  la  verticale  menée 

i3. 


(  '9«  ) 
parle  milieu  de  la  droite.  Cette  condition  géométri({uc, 
qui  n'est  réalisée  que  d'une  seule  manière,  caractérise  la 
position  d'équilibre  (*). 

La  question  est  donc  ramenée  à  chercher  les  conditions 
auxf[uelles  doit  satisfaire  la  droite  appuyée  sur  l'ellipse 
pour  que  les  deux  normales  concourent  sur  la  parallèle 
au  grand  axe  menée  par  le  milieu  de  la  droite. 

Soient 

«2^2  4-  h'x'  =  a'  h' 

l'équation  de  Tellipse,  et 

(i)  j  —  w  (x—  X  ) 

celle  de  la  droite,  /  étant  l'abscisse  à  l'origine  que  nous 
déterminerons  par  la  condition  d'équilibre. 

Les  ordonnées  des  points  d'intersection  de  cette  droite 
avec  l'ellipse  seront  les  racines  de  l'équation 


W  /  m 


(*)  C'est  du  reste  le  résultat  que  donne  le  calcul. 

Appelant  i  l'angle  d'inclinaison  de  la  droite  MN  sur  l'horizon  et  appli- 
quant les  équations  d'équilibre,  on  arrive  à  la  condition 

sin  (/3  —  a  ) 


tangi  = 


1  sin  /3  sin  a 


qui  est  toujours  remplie  lorsque  les  normales  aux  deux  plans  en  M  et  N 
concourent  sur  la  verticale  du  milieu  G  de  la  droite.  En  effet,  soient  2  l 
la  longueur  delà  droite  et  m  la  distance  du  point  G  au  point  de  concours 
R  des  normales;  la  droite  GR  étant  verticale,  on  a ,  dans  les  triangles 
MRG,NRG, 

sin/3         /  sin  a 


cos  (  /3  —  (  )        "        cos  (  a  -4-  I  ) 


ou 


sin/3  (cos  a  cosj  —  sin  a  sini)  =  sin  a  (cos/3  cosj  —  sin/3  sin»), 
ou 

sin  (  ,3  —  a) 
tanj{/  =  — ^L-—. — ■• 
■y  sin/3  sin  a 
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réquatioii  de  la  normale  au  point  M  (x' ,  y') , 


2   ./ 


a'j 


(Voù 


L'écjualion 


(0  ci'y 


^(i;_f!)^,+fi(.'-..")=o 


donnera  l'ordonnée  ji  du  point  d'intersection  des  deux 
normales  en  M  et  N  (a:^  y"). 

Résolvant, 

c'  [x"  -x')y'y\ 

^'  —  b'     x'y"—y'x"    ' 
mais  les  coordonnées  x',  /',  x\  y"  satisfaisant  à  l'équa- 
tion (i) ,  on  a  ,         „ 

d'où,  substituant, 

_  c'       y'  y" 

L'équation  (2)  nous  donne 

y   y    -~  a}  ni"  -h  b'' 

b""  km     i 


y  +  J , 

o.  a'  m^  -h  b\ 


et,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  pour  qu'il  y  ait  équi- 
libre, il  faut  que 


y'  +  y" 

donc 


c^a'—  k')in 


b'  k  m 


y'  ~~        k  {a' /«-  -H  b')       '     rt'  ffi'  +  b' 


(  '«s  ) 

on 

C^  [fP  —  k')  z=  b'  f,\ 

d'où 

La  droite  doit  donc  passer  par  le  foyer  ^  du  reste  il  est 
évident  que  c'est  par  le  foyer  inférieur. 

Nos  calculs  supposent  que  m  est  fini  et  différent  de 
zéro.  Si  ce  coefficient  angulaire  était  nul,  la  droite  serait 
verticale,  se  confondrait  avec  l'axe,  car  k  ne  peut  être 
infini  ;  la  droite  passera  encore  par  le  foyer.  Dans  le  cas 
où  m  serait  infini ,  la  droite  alors  horizontale  est  toujours 
en  équilibre,  car  la  condition  géométrique  est  toujours 
satisfaite,  les  deux  normales  se  coupent  sur  l'axe 5  de  plus 
les  forces  sont  égales  aux  deux  extrémités  de  la  droite. 

Ce  cas  est  le  seul  dans  lequel  une  droite  ne  passant  pas 
par  le  foyer  puisse  être  en  équilibre,  et  toute  droite  pas- 
sant par  le  foyer  est  en  équilibre. 

Note  du  Rédacteur,  Soient  a  et  b  les  distances  de  M 
et  N  à  la  directrice  j  c,  <^  les  distances  des  mêmes  points 
au  foyer  ^  la  distance  du  centre  de  gravité  de  la  corde  MN 

à  la  directrice  est ?  ou ,  d'après  la  propriété  du  foyer, 

m  (c  -\-  (I)      ,  , , 

— !^ ou  ifi  est  coustant,  et  1  on  a 

Mais,  dans  le  cas  d'équilibre,  ou  sait  que  la  distance  du 
centre  de  gravité  doit  être  un  minimum,  ce  qui  a  lieu 
lorsque  c  -\-  d  =  MN ,  c'est~à  -dire  lorsque  la  corde  passe 
par  le  foyer. 


(  «yy  ) 

l^OTKS  SUR  Olli:HH!i:S  OIKSTIO^S  mi  IM;0(iR\M)IK  OFFICIEL 


IX. 

HECHERCHE   DES   llACINES    DUJVE   ÉQUATION    TRANSCENDANTE. 

LorsquoiL  a  suhsiiliiê  des  nombres  équidislants  et  as- 
sez voisins  j)our  que  les  différences  des  résultais  pidssent 
être  considérées  comme  égales  entre  elles  à  partir  d\in 
certain  ordre,  on  continue  V opération  comme  s'il  s'a- 
gissait d'une  équation  algébrique.  (Extrait  du  Pro- 
gramme ojficiel.  ) 

On  voit  que,  dans  la  recherche  des  racines  d'une  é([ua- 
tion  transcendante,  le  procédé  prescrit  par  le  Programme 
officiel  se  fonde  sur  cette  proposition  : 

Lorsqu'on  substitue  à  la  variable  d  une  fonction  trans- 
cendante, continue,  des  nombres  équidistants  et  suffi- 
samment rapprocliés  les  uns  des  autres ,  les  différences 
des  résultats  de  ces  substitutions ,  à  partir  d'un  certain 
ordre  et  dans  un  certain  intervalle ,  présentent  des  ^m- 
riations  assez  petites  pour  qu'on  puisse  en  faire  abstrac- 
tion et  considérer  les  différences  comme  égales  entre 
elles . 

Est-ce  une  proposition  qu'on  doive  admettre  comme 
un  fait  d'expérience,  ou  faut-il  en  donner  l'explication.^ 
Le  Programme  n'en  dit  rien.  Quant  aux  Algèbres  con- 
formes au  Programme,  une  seule,  et  à  l'occasion  de  la 
construction  des  Tables  numériques,  contient  quelques 
mots  qui  se  rapportent  à  la  proposition  dont  il  s'agit^ 
nous  les  transcrivons  ici. 

<(  Il  arrive  eu  effet  presque  toujours  que,  dans  une  série 
»   de  nombres  résultant  d'une  loi  régulière  et  suflfisam- 
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w  iiienl  r;»p[)rotliés  les  uns  des  autres,  les  difléieiiccs 
»  lendciU  de  plus  en  plus  vers  Tégalilé,  à  mesure  que 
))  leur  ordre  s'élève.  En  négligeant  des  quantités  fort  pe- 
»  tites,  on  pourra,  à  partir  d'un  certain  ordre,  leur 
))  supposer,  dans  un  certain  intervalle,  une  valeur  inva- 
))  riable,  et  construire  la  Table  comme  s'il  s'agissait  des 
»   valeurs  d'un  polynôme. 

»  Ne  pouvant  donner  ici  la  raison  de  ce  fait  général, 
»  nous  nous  bornerons  à  le  développer  sur  deux  exem- 
))  pies.   » 

Il  serait  à  désirer  que  la  Commission  chargée  de  la  ré- 
daction du  Programme  officiel  voulût  bien  donner  un  peu 
plus  de  développement  à  ce  Programme,  afin  de  ne  laisser 
subsister  aucun  doute  sur  le  sens  des  énoncés  qu'il  ren- 
ferme. 

Dans  un  remarquable  Rapport  rédigé  par  M.  Le  Ver- 
rier, on  lit  : 

«  En  laissant  toute  latitude  à  cette  Commission,  nous 
»  exprimons  cependant  le  vœu  qu'elle  se  conforme  aux 
))  bases  que  nous  avons  posées  précédemment. 

))  Elle  devra  restreindre  l'étendue  des  cours  matliéma- 
»  tiques  et  en  éliminer  nombre  de  difficultés  considéra- 
»  blés,  afin  (Je  mieux  approprier  la  matière  à  la  mémoire 
»  et  à  l'intelligence  moyenne  des  élèves.  Elle  devra,  au- 
»  tant  qu'il  est  possible  ,  introduire  des  exemples,  et  des 
»   applications  puisées  dans  la  pratique. 

»  Il  est  en  outre  de  toute  nécessité  que  sur  chacun  des 
))  cours  elle  fournisse  un  Programme  tvès-développé ^  en- 
))  trant  dans  des  détails  niiniitieux ,  et  qui  enchaîne  tel- 
»  lement  les  professeurs,  qu'il  leur  soit  impossible  d'en 
»   fausser  l'esprit.  Cette  condition  est  de /oii^e /v^wef/r.  » 

Cette  condition  ne  me  semble  pas  avoir  été  rigoureu- 
sement remplie.  G. 


DÉM01\STIIATI0^  »  ll^K  PUOPOSITION 
UELATIYE  AIX  ÉOCATIO^S  TIU^SCEI\DA^TES. 


Dans  les  Traités  d'Algèbre  on  démontre  ces  deux  pro- 
positions : 

i".  Si  deux  nombres  «  ,  ^,  substitués  à  l'inconnue  x 
d'une  équation  algébrique  entière 

f(x)  =  o, 

à  coefficients  réels,  donnent  des  résultais  de  signes  con- 
traires f  [a)  ^  f  (^b)  ^  l'équation  a  au  moins  une  racine 
réelle  comprise  entre  a  eX  b. 

2".  Lorsque  deux  nombres  a ,  b  comprennent  entre  eux 
un  nombre  impair  de  racines  réelles  de  l'équation  algé- 
brique 

/(.r)  —  o, 

les  résultats  f  [a.)  ,  f  (^)  des  substitutions  du  a  et  b  h  x 
dsLïis  f{x)  ont  des  signes  contraires,  et  si  le  nombre  des 
racines  réelles  de  l'équation 

/(j:)  =  o 

comprises  entre  aet  b  est  -pair,  f  [a)  ei  f[b)  ont  le  môme 
signe. 

La  démonstration  que  l'on  donne  de  la  première  de  ces 
propositions  s'applique  à  une  équation  transcendante 
dont  le  premier  membre  est  une  fonction  continue  pour 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  b.  Mais,  il  n'en  est 
pas  de  même  du  raisonnement  que  Ton  fait  ordinairement 
pour  établir  la  seconde  proposition  ,  il  ne  convient  qu'aux 
équations  algébriques.  Et  comme  on  se  sert  souvent  de 
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telle  seconde  proposilion  dans  la  reclieicluî  des  racines 
d'une  é([ualion  Iranscendanle,  il  nous  semble  utile  de 
faire  voir  qu'elle  esl  encore  vraie  pour  des  é(|ualions  de 
celle  naiure. 

Dans  loul  ce  qui  va  suivre,  il  sera  supposé  que  les 
fonctions  iranscendanles  considérées  sont  continues,  du 
moins  dans  Tinlervalle  des  valeurs  substituées  h  la  va- 
riable. De  plus,  on  admettra  les  définitions  que  nous  al- 
lons faire  connaître. 

Lorsqu'une  racine  a  d'une  équation  Iranscendanle 

/(.r)  =  o 

étant  substituée  à  x  dans  la  dérivée^'  (x)  dc/{x)  ne  ré- 
duit pas  k  zéro  cette  dérivée,  on  dit  que  a  esl  une  racine 
simple  de  l'équation 

ou  bien  encore  que  l'équation  n'admet  qu'une  seule  ra- 
cine égale  à  a. 

Mais,  lorsque  la  substitution  de  a  à  x  annule  /(x)  et 
un  certain  nombre  [n  —  i)  de  ses  dérivées  successives 
f(x),f"{x),...,  /"-  (.r),  l'équation 

/{•-)--=  o 

est  considérée  comme  ayant  n  racines  égales  à  a.  Suivant 
<|u'on  a 

u  ■=z  1^       //  r=  3 ,  .  .  .  , 

la  racine  a  est  nommée  racine  douhle,  racine  triple,  etc. 
Ces  définitions  admises,  désignons  par  a,  (S ,  è ^y^  etc., 
les  valeurs  des  racines  réelles  d'une  équation  transcen- 
dante 

f(x)  =  o, 

comprises  entre  deux  nombre  s  donnés  a  ,  h.  Et  supposons 


(  9,.,:i  ) 

(l  abord  (|ik'  a,  £,  J,  y,  (^ic,  rtîprcscnlciil  des  racines 
.v/////>/(?5.  Nous  allons  faire  voir  que  ^(a) ,/ (/>>)  oui  des 
sii;iies  eoiilrairesou  \v  même  signe,  suivant  que;  le  nombre 
des  racines  a^  G  ^  ô  ^y^  elc  ,  est  impair  on  pair. 

Poni-  plus  de  précision  ,  nous  admettrons  qu'on  a  a<^b 
et  que  les  racines  a,  G,  cJ,  y,  etc.,  soient  rangées  par 
ordre  de  grandeur;  ainsi ,  les  nombres  a,  a,  6,  J,  y,..., 
b,  formeront  une  suite  croissante. 

Lorsque  x  varie  depuis  a  jusqu'à  a,  la  fonction  f  [oc) 
eouserve  constamment  le  même  signe,  puisque  léquation 

n'a  aucune  racine  comprise  entre  a  et  a.  Il  en  est  de  même 
pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  deux  des  racines 
consécutives  a  ,  S ,  cJ,  y,  etc. ,  et  pour  les  valeurs  de  x  com- 
prises entre  la  dernière  de  ces  racines  et  h.  Quand  x 
])asse  par  l'une  des  valeurs  a,  ê,  etc.,  la  fonction  f  [x) 
change  de  signe  en  passant  par  zéro.  En  effet,  nommons 
Jl  une  quantité  très-petite  ou  susceptible  de  devenir  aussi 
petite  qu'on  voudra.  Si  /(a  —  h)  elf[oL  -\-  h)  avaient  le 
même  signe,  la  valeur  de /(a)  qui  est  nulle  serait  néces- 
sairement un  maximum  ou  un  minimum  Ae  f[x).  Ce 
serait  un  maximum  si  /(a  —  Ji)  elf[oc-\-h)  étaient  néga- 
tifs, et  un  minimum  si  le  signe  commun  de  ces  deux  quan-. 
tilés  était  +-.  Dans  ces  deux  cas,  il  faudrait,  d'après  un 
principe  connu,  quey'(a)  =  o,  ce  qui  est  contraire  à 
l'hypothèse  puisque  a  est  une  racine  simple  àej  [x)  =  o. 
On  voit  donc  qu'en  faisant  croître  x  d'une  manière  con- 
tinue depuis  «  jusqu'à  h  ,  la  fonction^ (x)  change  de  signe 
autant  de  fois  qu'il  y  a  de  racines  a,  ê,  y,  etc.,  comprises 
entre  a  ei  h.  D'où  il  faut  conclure  que  f  (a)  et  fi  h)  ont 
des  signes  contraires  ou  le  même  signe,  suivant  f{ue  le 
nombre  de  ces  racines  est  impair  ou  jvair. 

Supposons  mainlenani  quo  œ.  soit  une  racine  douhlc  Av 
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y  (x)  =  o  ,  on  aura 

/(«)  =  0,      /'(a)  =  0, 

et  le  nombre/^^'  (a)  ne  sera  pas  nul.   Dans  ce  cas,  /(ol) 
est  un  maximum  ou  un  minimum  dey  (x).  Et,  parce  que 
y  (a)  =  o^  il  faudra  que  /[a  —  h)  et  f[a  -j-  h)  aient  le 
même  signe. 

Si  a  est  une  racine  triple,  on  aura 

Gif"  (a)  sera  différent  de  zéro-,  alors  y  (a)  ne  peut  être 
ni  un  maximum  ni  un  minimum  dey(x)  .  et,  par  con- 
séquent, f[cL  —  h)  et  y" (a  -h  A)  auront  des  signes  con- 
traires, et  ainsi  de  suite  ^  c'est-à-dire  que  y  (a  —  h)  et 
y  (a  +  h)  ont  le  même  signe  si  le  nombre  des  racines 
égales  à  a  est  pair,  et  que  y  (a  —  A) ,  f[a  -\-  h)  ont  des 
signes  différents  quand  le  nombre  des  racines  égales  à  a 
est  impair.  De  là  nous  concluons  que  dans  tous  les  cas 
y(«),y(A)  ont  des  signes  contraires,  ou  le  même  signe^ 
suivant  que  le  nombre  des  racines  réelles  de  f(x)  =  o 
comprises  entre  a  et  b  est  impair  ou  pair,  en  adoptant 
dans  l'évaluation  du  nombre  des  racines  comprises  entre 
a  et  b  les  définitions  que  nous  avons  données. 

De  cette  proposition ,  on  peut  immédiatement  conclure 
que  : 

Si  deux  nombres  a ,  b ,  substitués  à  x  dajis  f  (x) ,  don- 
nent des  résultats  de  signes  contraires ^  ^ {^)  •>  ^(^)  •>  ^'^~ 
quation 

f[x)  =  o 

a  un  nombre  impair  de  racines  réelles  comprises  entre  a 
ef  b  ,  ef  5i  f  (a)  eli  (b)  ont  le  même  signe ,  les  deux  nom- 
bres A  eth  ne  comprennent  aucune  racine  de  V équation, 
ou  ils  en  comprennent  un  nombre  pair.  G. 
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SOLl]TIOI\  DE  LA  QIESTIOIV   395 

(  voir  1    \VI,  |t.  :il2); 

Par   m.   II.   DKLLAC, 

Professeur  au  lycée  d'Amiens. 


Dans  la  parabole  du  troisième  ordre 

y  =z  a  -\-  bx  -{-  cx"^  +  dx^ 

Taire  comprise  entre  la  courbe,  Taxe  des  abscisses  et  les 
deux  ordonnées  x  =  o  ^  ^  =  c^  est 

So=z  a6  -\-  b h  c  -  -h  d-T  , 

234 

et  entre  les  ordonnées  x  =  â ^  x  =  2a 

#?î  ^"ï  J^^ 

Si=  a§  -\-  3  b h  ncrr  -h  i5d-^' 

2         '     3  4 

Dans  la  parabole  du  second  ordre 

j  =  A  -h  BxH-  Cx^ 

les  aires  correspondantes  sont 

S„  =  A^  +  B-  H-C^, 
■2  6 

S^  S' 

S,=A^-h3B-  +  7C^. 
2  3 

Les  aires  des  deux  segments  compris  entre  les  deux 
(  ourbes  sont  donc 

==:   (^   _    A  )  rî  4-    (/^   -    B)  -     -+-    (C   -   C)  I'    -h    d  y    , 

'  2.  '  '3  4 
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et 

N  =  S,  —  .V, 

=  (A- ^/)^-i-3(B  —  ^)^-  4-  7  (C  — c)^  _  ,5,/^. 

l.cur  différciK  e  est  donc 

•    M  — N  =  2(rt  — A)(î  + 9.(6  — B)^^ 

Les  deux  courbes  ayant  trois  ordonnées  communes  j^,,, 
Xi  '  /s  pour  x=^o,x  =  ô^x  =  '2d,  on  a 

Io  =  a, 

J,  =  O  +   6rj  -h  f^^  +  do\ 

y^  —  (i, 

j,  =r  AH-B^  +  C^S 

Multipliant  ces  équations  respectivement  par    i,  4  5   i^ 
—  I ,  —  4  î  —  I  ?  ^^  ajoutant ,  il  vient 


Or  le  second  membre  est  la  valeur  de  M  —  jN  multipliée 
3 

M  =  N. 


par  -r\  donc 


Ainsi  les  deux  segments  curvilignes  compris  entre  les 
deux  paraboles  sont  équivalents  entre  eux-  Comme,  par 
rapport  à  chaque  courbe ,  l'un  des  segments  est  intérieur 
et  l'autre  extérieur,  les  deux  paraboles  comprennent  la 
même  aire  entre  la  courbe,  l'axe  des  abscisses  et  les  deux 
ordonnées  extrêmes  x=:  o ,  x=iià.  Ceci  étant  démontré, 
les  deux  corollaires  énoncés  sont  évidents. 
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SECONDE  SOLITIOI^  DE  LA  OIESTIOX  393 

(voir  t.  XVI.  p    ;M2)  ; 

Pau   ai     J-Cn.    DUPAIN. 


Dans  la  parabole 

(i)  y  z=z  a  -^  bx  -Y-  cx^  -h  dx^ 

on  mène  cinq  ordonnées  équidistantes  A  fl  ,  Vib  ^  Ce ,  D/:/, 
Ee-,  par  les  points  A,  C,  E,  on  fait  passer  la  parabole 

(2)  r  =  A  H- Bx-4- Cjc% 

je  dis  ({ue  l'aire  des  deux  courbes  est  la  même. 

Soit  y  (x)  le  second  membre  de  (i)  ;  on  peut  écrire 

(3)  r=/(o)  +  x/'(o)4-|/'(o)  +  |V"'(o), 
l'aire  de  la  première  courbe  sera 

PVrfx=.4^/(o)+8^'/'(o)  +  ^'î'/"(o) 

(4)        ('^° 

Le  théorème  de  Simpson  qui  s'applique  exactement  à  la 
seconde  courbe  donne  pour  son  aire 

|[/(o)+/(4'S)+/(2'î)]- 

En  développant/ (4 (5)  elf[id)  par  la  formule  (3),  on 
retrouve  l'expression  (4).  c.   q.   f.   d. 

Obseivation.  Cette  solution  est  un  cas  particulier  d'un 
calcul  destiné  à  comparer  plusieurs  formules  de  quadra- 
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turc  CL  faisant  partie  d'un  travail  que  nous  avons  adressé, 
il  y  a  quelque  tenqis,  à  M.  le  Rédacteur  des  Annales* 
Le  corollaire  second  s'applique  aussi  à  une  formule  de 
M.  Catalan  [Nouvelles  Annales ,  t.  X,  p.  4^^)  et  à  une 
formule  que  nous  avons  proposée  dans  le  travail  cité. 

Note  du  Rédacteur.  Ce  travail  sera  publié  incessam- 
ment. 


TIlÉORÉllE  FONDAMENTAL  DE  LA  TRIGONOMÉTRIE  SPHÉRIQIJE 

(voir  tome  Vlll,  page  58)  ; 

Par  m.   Emile  PATRY, 
Élève  de  l'École  Normale  supérieure. 


Soient  ABC  un  triangle  spliérique,  OA ,  OB,  OC  les 
rayons  menés  au  centre.  Je  mène  AP  perpendiculaire 


sur  OB  et  je  projette  le  triangle  OAP  sur  OC.  AA'  étant 
perpendiculaire  sur  le  plan  BOC,  il  résulte  du  théorème 
des  trois  perpendiculaires  que  la  projection  de  AP  sur  OC 
se  confond  avec  celle  de  A'  P  sur  la  même  droite;  d'ail- 
leurs A'P  est  perpendiculaire  sur  OB.  On  a  donc 
OA  cos  (OA  ,  OC)  —  PA'cos  (PA',  OC)  —  OP  cos(OP,  OC)  =  o, 


(  '^^'D  ) 

cl  si  OA  z=  I, 

co9,h  —  sinrcosB  cos(f)o"  —  a)  —  cosccos^ 
ros  h  zzz  cos  a  cos  c  4-  sin  c  sin  «  cos  B . 


On  a 


0  a  :=  O  77  -|-  7Ta , 


(^l  rrtle  t'quation  subsiste,  de  quelque  manière  que  les 
points  a  cl  71  soient  placés  relativement  à  O,  pourvu  que 
l'on  donne  aux  droites  les  signes  convenables^  ainsi  la 
démonstration  convient  à  tous  les  cas. 


FORMILES  FOÎVDAME^TALES  DE  L'AIVALYSE  SPIIERIOIE 

(voir  page  lfi3); 

Par  m.  VANNSON. 


Problème.  Étant  donnée  sur  la  sphère  une  courbe 
dont  r équation  est 

X  ef  y  représentant  les  tangentes  des  coordonnées  d'un 
de  ses  points ,  trouver  V équation  de  Varc  de  grand  cer- 
cle tangent  à  cette  courbe  en  un  point  donné. 

Si  nous  appelons  a  le  coefficient  de  x  dans  l'équation 
d'une  sécante,  nous  aurons,  quand  x"  =  x\  etc., 

y  —y 

a  =:  — , 

X    —  x' 

et  la  limite  de  ce  rapport  sera  le  coefficient  de  x  dans  l'é- 
quation de  la  tangente-,  on  aura  donc,  comme  sur  un 
plan,  a  désignant  la  limite  de  a  , 
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(  ^lo  ) 

L'équation  demandée  sera  donc 

(r  — /)  ?.r (-^'r')  +  (-^  —  ^')  ^  (-^'j')  =  o- 

On  voit  que  la  méthode  consiste  à  passer  d'un  point  de 
la  courbe  au  point  infiniment  voisin  en  donnant  des  ac- 
croissements infiniment  petits  aux  tangentes  des  coor- 
données ,  au  lieu  de  les  attribuer  aux  coordonnées  elles- 
mêmes,  ce  qui  serait  beaucoup  moins  simple. 
Si  pour  des  valeurs  particulières 

a  se  présente  sous  la  forme  -•>  ce  qui  indique  un  point 

multiple,  a  se  trouve  alors  comme  sur  un  plan  par  l'é- 
quation du  second  degré 

Si  les  racines  sont  réelles,  on  a  un  point  double  \  dans  le 
cas  contraire,  un  point  isolé. 

Soit,  par  exemple,  la  courbe  représentée  par  l'équa- 
tion 

J7^  +  7'  —  3  x/  =r  o , 

que  nous  pouvons  appeler  le  folium  sphérique ,  on  trouve 
pour  l'origine 

o 

a  =  -î 
o 

et  l'équation  du  second  degré  donne  une  racine  nulle  et 
une  racine  infinie.  La  courbe  est  donc  à  l'origine  tan- 
gente aux  deux  axes.  Le  point  où  la  courbe  coupe  l'arc 
bissecteur  de  l'angle  des  axes  est  donné  par  l'équation 

3 

o 

et  on  Irouvc  aisément  que  Tare  tangent  en  ce  point  est 


(  ■■••"  ) 

ju  rj)('ii(li(  iilairc  à  I  arc.  bissccU^ur.  Sui  lui  plan,  ou  «Ikm- 
cluMall  les  points  où  la  tangente  est  parallèle  à  la  bissec- 
trice. I<*i  la  (juestioii  analogue  consiste  à  trouver  une  cir- 
conférence tang(Mite  qui  coupe  l'arc  bissecteur  à  90  degrés 
(le  Torigine;  la  latilude  de  ce  point  étant  /\^)  degrés^  on 
posera 


ou ,  en  gênerai 


7] 


f.  -f-  ?.  =  '>• 


Cette  écpialion  ,  combinée  avec  celle  de  la  courb(î,  donne 
les  ])oinls  clierchés. 

Le  folium  sur  un  plan  a  une  asymptote,  c'est-à-din* 
une  tangente  pour  laquelle  les  coordonnées  du  point  de 
contact  sont  infinies.  jNous  allons  résoudre  la  question 
analogue  sur  la  sphère  poui-  une  courbe  quelconque.  D'a- 
bord, pour  avoir  le  coefficient  de  x  dans  l'équation  de  la 
tangente  cherchée,  il  faut  trouver  la  limite  vers  laquelle 

(ù    { oc   y  I 
tend  l'expression  — —,— — -, — ,{  quand  x'  et  y'  deviennent 

^  %[^  y)  ^  ^ 

infinies.  Pour  cela,  divisons  par  x'  les  deux  membres  de 
l'équation  de  la  tangente  et  supposons  ensuite  x'  infini , 
nous  aurons 

Cette  limite  se  trouvera  comme  dans  la  question  des 
asymptotes  sur  un  plan.  Soit  a  l'expression  supposée 
réelle  qu  on  aura  trouvée  pour  limite;  le  terme  indépen- 
dant de  l'équation  cherchée  sera  la  limite  vers  laquelle 
tend  le  binôniej  '  —  y.x'  quand  x'  et  y'  deviennent  infi- 
nies. Le  calcul  ne  différera  donc  en  rien  de  celui  qu'on 
ferait  pour  la  détermination  des  asAïuptotes  dans  une 
courbe  plane. 

14. 


Dans  lo  cas  du  folium,  on  irouve 

a.  =  —  I      el     b  =  —  I  ; 
Téquation  de  la  tangente  demandée  est  donc 

J  +  07  +  I  =  O. 

On  a  vu  que  la  latitude  du  point  de  contact,  situé  à 
90  degrés  de  Torigine,  était  égale  au  coefficient  de  x, 
c'est-à-dire  à  —  i  ;  il  est  donc  à  4^  degrés  au-dessous  de 
l'axe  des  X'^  d'ailleurs  la  circonférence  dont  nous  avons 
l'équation  coupe  les  axes  à  45  degrés  du  côté  des  coordon- 
nées négatives.  Ces  remarques  et  celles  qui  ont  précédé 
permettent  de  construire  le  folium  sphérique.  Remar- 
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quons  toutefois  que  comme  on  peut  ajouter  180  degrés  à 
un  arc  sans  changer  sa  tangente,  à  tout  point  qu'on  aura 
construit  d'après  l'équation  ,  correspondra  un  autre  point 
diamétralement  opposé.  Pour  éviter  la  confusion,  nous 
n'avons  représenté  sur  la  figure  qu'une  moitié  de  la 
courbe. 

Appliquons  maintenant  l'équation  générale  des  tan- 
gentes à  une  courbe  quelconque  du  deuxième  degré 

Aj2  -+-  Bj:j  -f-  Cj;2  h-  Dj  -h  E^  h-  F  =  o. 
L'équation  de  la  circonférence  tangente  à  la  courbe  en  un 


(  •■^>3  ) 
point  donné  sera  évidemmcnl 

Les  axes  peuvent  tHre  rerlangulaires  ou  obliques.  Si  on 
les  suppose  réel  angulaires  et  qu'on  demande  les  tangentes 
perpendiculaires  à  l'axe  des  x,  l'équation  devra  se  ré- 
duire à  la  forme 

on  aura  donc 

2A/-f-Bjr'+  D  =  o. 

Les  points  de  contact  seront  donc  à  la  rencontre  de  la  cir- 
conférence représentée  par  cette  équation  avec  la  courbe. 
Si  l'on  résout  l'équation  de  la  courbe  par  rapport  à  y,  on 
reconnaîtra  facilement  que  tout  arc  de  la  courbe  perpen- 
diculaire aux  X  a  son  centre  sphérique  de  moyennes  dis- 
tances sur  la  circonférence  qui  passe  par  les  points  de 
contact. 

Si  l'on  veut  mener  une  tangente  par  un  point  situé 
arbitrairement  sur  la  sphère,  on  aura,  en  appelant  x^\ 
y''  les  tangentes  des  coordonnées  de  ce  point, 

y  (:iAy  ~h  bx"  H-  D)  H-  x'  [iCx"  +  Bj"  -f-  E) 

+  Djr"  -h  ^x"  -\-  2  F  =::0 

et 

^(x'  /)=:  O. 

La  première  de  ces  équations,  en  y  regardant  y'  et  x' 
comme  des  variables,  représente  une  circonférence  pas- 
sant par  les  points  de  contact,  et  comme  elle  peut  être 
construite,  quand  même  les  coordonnées  x\  y'  seraient 
imaginaires,  nous  appellerons  cette  circonférence  la  po- 
laire du  point  x" ^y" .  On  peut  démontrer, comme  pour  les 
courbes  planes,  que  si  des  points  sont  situés  sur  une  même 


(  ^'4  ) 

circonférence  de  grand  cercle,  leurs  polaires  passent  par 
un  même  point  ((ui  a  pour  polaire  la  circonférence  donnée, 
et  réciproquement. 

Supposons  que  D  et  E  soient  nuls,  cas  dans  lequel  la 
courbe  est  rapportée  à  son  contre  O,  et  soit  x"  la  tan- 
gente de  Fabscisse  d'un  point  A  sur  Taxe  des  x  ^  la  po- 
laire de  ce  point  coupera  l'axe  en  un  point  13  représenté 
par  l'équation 

F 


X 


Cx" 
Soit  C  l'intersection  delà  courbe  avec  Taxe,  on  trouve 

tang^OC=-, 

donc 

tangOA  X  tangOB  =r  tang  OC. 

D'où  l'on  voit  que  la  polaire  d'un  point  coupe  la  circon- 
férence qui  joint  le  centre  à  ce  point  à  une  distance  du 
centre,  dont  la  tangente,  multipliée  par  celle  de  la  dis- 
tance du  point  au  centre,  égale  le  carré  de  la  tangente  du 
rayon  passant  au  point  donné. 
Si 

x''  =  ce  7 
on  a 

a:  ==:  o  , 

d'où  l'on  voit  que  la  polaire  d'un  point  à  90  degrés  du 
centre  passe  par  le  rentre  ^  en  d'autres  termes  ,  la  circon- 
férence polaire  du  centre  est  un  grand  cercle  décrit  de  ce 
centre  comme  pôle. 

Réciproquement,  si  les  polaires  des  deux  points  A  et 
R,  non  situés  sur  un  même  diamètre,  passent  en  un 
point  O  situé  à  90  degrés  de  A  et  de  B,  le  point  O  sera 
centre  de  Ja  courbe.  En  effet,  prenons  le  point  O  comme 


t  •-'■>  ) 

origine  cl  laitons  p.Ls.sci  les  axes  I  un  par  A,  1  autre  par  H. 
La  polaire  du  point  A  qui  a  ])our  coordonnées 

/  —  o  ,      X  =-- 

G 

Bj  -h  2Cx  -+-  Vj  z=  o. 
l.a  pelai  10  de  lî  sera  de  môme 

B.r  +  o,A  j  -h  D  =  o  , 
puisqu  elles  passent  par  l'origine,  on  a 

D  r=  o  ,        E  rz:  o  ; 

(loue  le  point  O  est  le  centre  de  la  courbe. 

Remarque,  On  voit  que  le  mot  pôle  en  géométrie  sphé- 
rique  a  deux  significations  ,  d'où  pourrait  résulter  une 
certaine  confusion  dans  les  énoncés.  Pour  l'éviter,  nous 
appellerons  pôle  d'une  circonférence  de  grand  cercle  le 
point  dont  cette  circonférence  est  la  polaire  par  rapport 
à  une  courbe  donnée,  et  nous  appellerons  le  point  situé 
à  90  degrés  des  points  d'une  circonférence  le  pôle  sphé- 
rique  de  cette  circonférence. 

Problîîme.  Etant  dounée  V équation  générale  des  cour- 
bes du  second  degré,  prouver  que  ces  courbes  ont  un 
centre  et  troui>er  ses  coordonnées.  (Borgnet.) 

En  admettant  dans  le  théorème  qui  précède  l'existence 
du  centre,  nous  avons  vu  qu'il  avait  pour  polaire  une 
circonférence  dont  ce  centre  lui-même  était  le  pôle  sphé- 
rique.  Soient  donc  x',  j'  les  tangentes  des  coordonnées 
d'un  point  jouissant  de  celte  propriété.  La  polaire  de  ce 
point  a  pour  équation 

^     Y  ( 9.  ky'  -h  B.r'  -f-  î) )  -h  X  [  2 Cx'  +  H.)  '  +  E  ) 

H-  F))'  +  Ex' -h  2  V  —  o. 


(  ^ï^  ) 

D'un  auire  côlc,  la  circonférence  ayant  ce  même  point 
pour  pôle  sphéricjue  est ,  comme  on  Ta  vu  plus  haut, 

yj'  -{-  xx'  4-  I  =.  G. 

Ecrivons  que  ces  deux  équations  représentent  la  même 
ligne.  Nous  aurons 

— -^  , =  D/  +  E.r'  -f-  2F 

y 
et 

2C.r'4-B/4-  E 


X 


=  Dr'-f-Ejc'-+-  2F, 


équations  que  nous  avons  déjà  obtenues  par  la  transfor- 
mation des  coordonnées. 

On  peut  aussi  trouver  la  direction  des  axes  de  la  courbe 
sans  employer  les  formules  de  transformation  par  la  con- 
sidération des  polaires.  Pour  cela,  soient  y'  et  x'  les  tan- 
gentes des  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  l'un 
des  axes,  la  polaire  de  ce  point  devra  être  perpendicu- 
laire à  l'arc  qui  joint  ce  point  à  l'origine.  Or  le  coelTicient 

de  X  pour  le  dernier  arc  est  —,  et  pour  l'arc  polaire  c'est 

B/  H-  2Cj:'         -i      ,    •    '  1         .  1  j.  . 

-  ^  or  11  est  aise  de  voir  que  la  condition  ex- 


Bj:'  -+-  2Ay 

primant  que  deux  arcs  sont  rectangulaires  ,  l'un  d'eux 

passant  par  l'origine,  est  la  même  que  sur  le  plan  5  on  aura 

donc 

y'  C^y'  -j-  iCx' 


x'  VBx'-h  2  A/ 


ou ,  si  l'on  pose  —  =  A', 


c  est  aussi  ce  que  donneraient  les  formules  de  tran^for- 


(  •'■'7  ) 
mal  ion.    Il  est  aisé  do  \o\v  (jiu;  les  cocllicicnts  de  l'cNjua- 
lion  Iraiisforniéc  se  calcultMOiit  par  les  niôrnes  formules 
que  pour  uii(3  courbe  plaue. 

Pkorlkme.  Etant  donnce  Vèquation  ^éncralc  du.  se- 
cond degré,  trouver  les  conditions  f)our  (ju  elle  repré- 
sente un  cercle. 

Remarquons  d'abord  que  si  l'on  prend  un  poiut  quel- 
conque A  à  90  degrés  du  pôle  sphériquc  de  ce  cercle ,  la 
polaire  du  point  A  aura  ce  même  point  pour  pôle  splié- 
rique*,  réciproquement,  si  deux  points  A  et  B  sont  à 
90  degrés  du  centre  d'une  courbe  du  second  degré ,  et  que 
les  polaires  de  A  et  de  b  aient  ces  mêmes  points  pour 
pôles  spliéri(|ues  ,  la  courbe  est  un  cercle,  si  toutefois  la 
distance  des  points  A  et  B  n'est  pas  égale  à  un  quadrant  5 
nous  nous  bornerons  à  l'énoncé  de  cette  réciproque  qui 
se  démontre  facilement. 

Cela  posé,  soient  x' ,  j'  les  coordonnées  du  centre  de 
la  courbe ,  les  points  à  90  degrés  du  centre  sont  sur  une 
circonférence  qui  a  pour  équation 

y  y  -•{-  .t,t'  -f-  I  =  g. 

Elle  coupe  l'axe  des  x  en  un  point  A  qui  a  pour  abscisse 

et  l'autre  axe  en  un  point  B  qui  a  pour  ordonnée 

.  Nous  supposerons  que  les  points  A  et  B  ne  sont 

pas  distants  de  90  degrés  j  si  cela  avait  lieu  dans  un 
exemple  particulier,  on  pourrait  remplacer  un  des  points 
A  et  B  par  un  autre  point  de  la  circonférence  qui  les 
joint 

La  polaire  de  A  a  pour  équation 

y(T>x'  —  B)-\-.r.(V.x'-  2C)  -h  2F.r'  — E=0, 

el  la  circonférence  dont  A  est  le  pôle  sphérique  a  pour 


FHjiiaii 


on 
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Poiii"  que  ces  é(|iiations  loprésentenl  la  nicnic  ciicoufé- 
r(Mico,  il  faut  qu'on  ait 


=  o 


<l  ou 


DE— 2FB        EB  — 2CD 


B 


D 


en  opérant  de;  méiiKî  pour  le  point  B,  on  tiouvc 

et  pour  seconde  condition 

BD  —  2  AE       DE  —  2  FB 


E 


B 


Ces  conditions  sont  établies  dans  l'ouvrage  de  M.  Bor- 
gnet  par  une  méthode  toute  différente  et  très-simple. 
Nous  avons  indiqué  celle-ci  comme  une  application  de 
plus  de  la  théorie  des  polaires. 

Théouème.  Si  par  un  point  A  on  mène  un  arc  de 
grand  cercle  qui  coupe  en  B  et  C  la  courbe  et  en  D  la 
polaire  du  point  A  ,  les  quatre  points  A  ,  B,  C,  D  seront 
harmoniques. 

Prenons  le  point  A  pour  origine,  sa  polaire  aura  pour 
équation 

Dj  -h  E.r  -f-  2  F  =::  o  ; 

r intersection  de  celte  polaire  avec  l'axe  sera  donnée  par 
I  équation 

_  2F 


(   ■"!;  ) 
•  1  l<'s  'micrstMlions  de  la  coin  hc  .ivre  ccl  axe  |)ar  rc(|uarKiii 

(].»•■-  -+-  K.r  H--  F  ::=  (). 

A|)|K'lanl  .v',  x"  les  doux  ra(  iiu;s  ,  on  auia 

.r'x"  F 


-  î 


donc 


ou 


x' -^  x"  E 

lu  I     t      ^         "  \ 

2.r  .r    :=  .r  { j:    -;-  X    ) 

Si  nous  remplar.ons  .r,  x',  x''  par  des  tangentes  et  la  dif- 
férence des  tangentes  sur  deux  arcs  par  le  sinus  de  leur 
différence  divisé  par  le  produit  de;  leurs  cosinus,  nous 
aurons  la  relation  indiquée.  Donc  les  cpiatre  points  sont 
harmoniques. 

Théorème.  Si  par  un  point  quelconque  on  mené  deux 
arcs  sécants  à  une  courbe  sphèrique  du  second  degré  et 
quon  joigne  un  point  de  section  sur  la  première  à  un 
point  de  section  sur  la  seconde,  le  lieu  du  point  de 
rencontre  des  arcs  obtenus  sera  une  circonférence  de 
grand  cercle  polaire  du  point  donné. 

Se  démontre  comme  sur  un  plan  et  donne  lieu  aux 
mêmes  applications,  entre  autres  :  Mener  par  un  point 
connu  des  tangentes  à  une  courbe  sphèrique  du  second 
degré. 

Théorème.  Si  trois  courbes  du  second  degré  ont  deux 
points  communs  et  qu  elles  se  coupent  deux  à  deux  en 
d'autres  points  A ,  A',  B,  B',  C,  C,  les  trois  circonfé- 
rences de  grand  cercle  passant  la  première  par  A,  A, 
la  deuxième  par  B,  IV,  la  troisième  par  C,C',  auront  un 
point  commun. 

Se  démontre  comme  sur  un  plan. 
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De  là  on  peut  tirer  une  démonstrallon  du  théorème  de 
Pascal  sur  Thexagone  inscrit  dans  une  courbe  du  deuxième 
degré  ^  le  théorème  inverse  (de  Brianchon)  sur  Thexagone 
circonscrit  se  démontrera  par  les  polaires^  les  corollaires 
et  applications  de  ces  théorèmes  seront  les  mômes  que 
sur  un  plan ,  entre  autres  : 

Si  un  triangle  coupe  une  courbe  du  second  degré  en  six 
points,  on  aura,  en  sous-entendant  le  mot  sinus  devant 
chaque  arc, 

En  effet ,  si  l'on  prolonge  i'arc  Ay/ jusqu'à  la  rencontre  de 
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Bc  au  point  .r,  e/" jusqu'à  la  rencontre  de  AB  en  z  et  ig 
jusqu'à  celle  de  AC  en  y^  d'après  le  théorème  de  l'hexa- 
gone, les  trois  points  x^  y,  z  sont  sur  un  grand  cercle. 
Ce  cercle  coupant  les  côtés  du  triangle  ABC  donne  (trans- 
versales) la  relation 

Bx    Cy    Az_ 

L'arc  hd  coupant  le  même  triangle  donne 

kd    Cx    B/^- 


r/C     B^     kk 


=zr  I 


on  a  (le  lucnic 


cl  enfin 


(   '^-^    ) 
Ar    C/   Bz_ 


C^    B/    AY 

**  =r  I. 


B^    A/    BY 
Si  Ton  multiplie  ces  quatre  équations  membre  à  membre, 


B  f 

on  trouve  la  relation  demandée.  Si  l'on  suppose  le  triangle 
circonscrit,  on  trouve 

Ad.C/.Bg  =  Ag.B/.Cd, 

d'où  l'on  peut  conclure  que  les  trois  arcs  joignant  chaque 
sommet  au  point  de  contact  opposé  concourent  au  même 
point.  Les  polaires  donnent  un  théorème  inverse. 

Remarque.  Le  théorème  sur  le  produit  des  segments 
dans  un  triangle  coupé  par  une  conique  s'étend  à  un  qua- 
drilatère en  le  décomposant  en  deux  triangles,  par  suite 
à  un  polygone  d'un  nombre  quelconque  de  côtés.  Si  on 
l'applique  à  un  quadrilatère  circonscrit ,  on  trouve  que  le 
produit  des  sinus  des  quatre  segments  non  contigus  égale 
le  produit  des  sinus  des  quatre  autres  segments. 

Corollaire .  De  la  relation  précédente ,  on  peut  con- 
clure cette  autre  propriété  du  quadrilatère  circonscrit  à 
une  courbe  du  second  degré  :  Les  deux  diagonales  et  les 
arcs  qui  joignent  deux  points  de  contact  opposés  forment 
un  faisceau  harmonique. 


(  9...  ) 

Soieiil   Ô    l'angle  <l('s   diagonales,    a   l'aiigU;  MOH,    a' 
l'angle  NO  A  ;  posons  aussi 

OB  =  ff,      OC  — a',     OA  =  b,      OD  = //. 


Vu..  4, 


Appliquant  aux  deux  triangles  AO\I,  DOM  le  piineipe 
des  sinus  propoitionnels,  nous  aurons,  en  supprimant 
le  mot  sinus  pour  abréger, 


AM        (9  — a)     b 

BP 

BM  ~"          a            a' 

DP 

(a' -G)'        ' 

de  même  pour  les  autres  côtés.  Multipliant  ces  égalités 
membre  à  membre ,  on  trouve 


sm  a 


sma 


sin(G  — a;       sin(a'  — G) 

ce  qui  est  bien  la  relation  exprimant  que  les  quatre  arcs 
forment  un  faisceau  harmonique.  11  en  résulte  que  si  Ton 
représente  l'aie  HM  par  F  équation 

en  prenant  pour  axes  les  diagonales,  l'arc  JNIP  aura  pour 
équation 

y  =  —  Ax. 

Celte  remarque  nous  servira  plus  loin  pour  obtenir  lé- 


(  ■>■'■'■'>  ) 

([ualinii  générale  (les  coniques  laii{><;iilos  à  (jualn;  (iicon 
réreiiccs  données. 


nÉTER^IlI\\TIOI\  DU  SO^IMËT  ET  DES  AXES  IMU^'^IPAl\ 
l)lll\  l'AUAKOL(HUË; 

Par   m.   IlOUSEL, 

Professeur. 


INous  conserverons  les  notations  et  les  relations  don- 
nées par  M.  Mention  [Nom^elles  annales,  t.  XVI, 
p.  '^.09). 

i  .   Équation  générale  : 

A  J-'  -h  A.'  Y  -  +  A"  z-  +  2  B  js  +  2  R'  xz  -\-  2  \\"  xy 


-     *  -f-2C.r4-  2C'.r  4-  2C''3-|-E  =  o 

(axes  quelconques). 

2.  Equations  d'un  diamètre  du  paiaboloïde.  Soient 
x' ^  y\  z' les  coordonnées  d'un  point  ^  les  équations  dn 
diamètre  passant  par  ce  point  sont 

X  —  x'        y  —  y        z  —  z' 


k  k'  h" 

3.   Equations  du  plan  polaire  du  point  dont  les  coor- 
donnés sont  x',  y',  z'  : 

.r  (A.r'  +  B^j'  +  B'z'  +  C) 
4- j  (B".r' +  A'y  H- B  2' -f- C) 
+  z  (  B"  .r'  +  B  r'  H-  k."  z'  +  a'  ) 
4-Cx'-hC'/  +  C"3'H-E  =  o. 

A.   Equations  de  Vaxç  principal  diamètre.  En  écri- 


(  ^M  ) 

vaut  que  le  diainètic  est  perpendiculaire)  au  plan  polaire, 
ee  (lianièlre  devient  Taxe  principal  intérieur.  Or,  d'après 
les  lelations  connues,  on  a  ,  pour  établir  cette  pcrpendi- 
cularité,  les  équations 


là".T 

-hA'y  +  B^' 

-\-c 

h' 

Wx' 

-f-B/  + A"z' 

-hC" 

h" 

dans  lesquelles 

Ih  z=  Ji  -{-  k'  Qosxy  H-  h"  co^xz, 
h'  =  /'  H-  k  cosj.t:  -f-  fi"  cosyx y 
h"  =2  k"  H-  k  cos  ex  H-  k'  ces  zy. 

Les  équations  (2)  sont  celles  de  Taxe  principal  si  x' ^ 
y' ^  z'  représentent  des  coordonnées  courantes. 

5.  Transformation  de  V équation  du  paraholoide. 
Quand  l'équation  générales  (i)  représente  une  surface  qui 
n'a  pas  de  centre  unique,  elle  prend  une  forme  particu- 
lière sur  laquelle  seront  fondés  tous  les  calculs  suivants. 

On  a  les  relations 

A'/^'+Br-i-  B"A  =  o, 
k" k"  -^Wk  -V  B/-'=  o, 

(t.  XVI,  p.  211). 

(On  sait  que  le  déterminant  m  =  o.  ) 

A  l'aide  de  ces  relations,  éliminant  A,  A',  A"  dans 
l'équation  (i),  on  trouve 

Çl(^'..-/!;r)'  +  Jl,(r.r-;-^)' 
(4): 

——,{h'i~h"yf  —  2C.r  -  aC'.r  — 2C"2  — F,  =  o. 


(     225    ) 

Ce  laltul  est  en  défaiil  si  Ton  a  A  =  0.  Alors  l'équation 
prc'ci'cUîiiti'  inonlie  que  l'on  doil  avoir  eu  mémo  temps 
ir=oellV:=o. 

Les  relations  (|ue  nous  avons  écrites  se  réduisent  à 

A'r  +  B/''  =  o,      A"À-''-f-B/-'  =  G, 
et  ré(juation  (i)  devient 

n     A 

Si  de  plus  /r'  =  o,  Téquation  précédente  ne  peut  sub- 
sister cju'en  supposant  B  =:  o.  Mais  la  seconde  des  rela- 
tions indiquées  donne  pour  cette  limite 


et  la  troisième  donne 


—  =-^' 


A"  —  o  ; 
on  a  donc 

Ax-  4-  A'j'  -4-  T-Côc  H-  2C'j  H-  2C"z  4-  E  =  o. 

6.  Coordonnées  du  sommet.  Les  équations  (2)  ,  com- 
binées avec  l'équation  (4)  que  nous  supposerons  accen- 
tuée, donnent  les  coordonnées  du  sommet. 

A  cet  effet,  entre  les  équations  (2)  éliminant  j' ^  obser- 
vant que  tous  les  termes  qui  contiennent  le  facteur  hh 
se  détruisent  dans  les  coefficients  de  x'  et  de  z\  ainsi  que 
dans  le  terme  indépendant*,  cnfi]i,  supprimant  le  facteur 
commun  h" ^  il  reste 

-  x'  [A  (BB"  —  A'  B' )  -h  h'  (  B'  W  —  AB)  -t-  h"  [kk'  —  B"')] 
+  z']h  [W  —  A'A'^)  +  >^'(A"B"  — BB')-h  h"  {k'W  —  Bh"] 
-f-  h  (BC—  A'  C')-\-  h'  (  B'^C"— BC)  -4-  h"  [k'C  —  B"C')  =  o. 

Les  coefficients  de  x'  et  de  z'  peuvent  se  modifier  au 

Ahu.  de  Ma(hy,iiat.,  t,  XVII.  (Juin  18.^)8.)  I  5 


(  -..0  ) 
moyen  des  relations  obtenues  t.    XVI,  p.  210,  et  en  r(.'- 
marquant  que  m  =  o.  Alors  le  coefficient  de  x'  sera 


h" 


'l-[hk  +  h'  k'  -^h"k"). 


et  l'on  aura 


hk  ^  h'  k'  -^  h"  k" 
—  /  î  -4-  /  '  '  +  k"'-{-  1  kk'  cosxy 

-f-  2  kk"  cosorz  H-  2  /'  k"  cosjz  rr:  D'. 

D  est  la  diagonale  du  parallélipipède  que  Ton  obtient  en 
portant  sur  les  axes  à  partir  de  l'origine  les  trois  lon- 
gueurs A  ,  h' ^k" . 

De  même  le  coefficient  de  z'  sera  --  •  D^ 

Si  donc  nous  posons 

,      L[/i(A'C"~BC')  +  A'(BC  — B"C)H-A"(B'^C'  — A'C)J 


R 


D^ 


ainsi  que  les  valeurs  analogues  pour  R  et  R'',  il  vient 

k'z'  —  rj'  =  R, 


(5) 


k"a 


kz'  =z  R', 


/y  _  A'.r'  =  R'^ 


Ici  R,  R',  R"  sont  des  quantités  connues. 

Transportant  ces  valeurs  dans  l'équation  (4)  accentuée, 
comme  nous  l'avons  dit,  on  obtient 

B"R"^       B'R'^"       BR'  ^    ,  ^,    ,         ^„  ,       ^, 


ou  enfin 

(6) 

En  combinant  celte  dernière  équation  avec  deux  quel- 


/"B"R''^-|-  ^'B'R'^-i-  y?BR^ 

^  kk'  k"  {iÇ.x'  ^  1QI y'  -^  iC'z'  -h  E) 


(  ■"!  ) 
r()iHju(\s  Jrs  ôqiialioMs  (-i),  on  a  les  \al(uirs  .x',  y\  z' des 
<M)orilomiées(lu  somincl,  puiscjuc  toulcs  ces  relalions  sont 
(lu  j)reiuier  degn*. 

7.  C,(>nin)(^  dans  ré(|ualion  (6)  Texpression 

c-r'-f-r/y  +  Cz' 

est  égale  à  une  quantité  connue,  nous  venons,  en  combi- 
nant cette  équation  avec  les  équations  (5),  que  le  déter- 
minant de  x\  y'  et  z'  est 

Si  donc 

(7)  c/,  +(:'/.' +  c/x"^o, 

nous  auions  un  des  (as  particuliers  que  présentent  les 
surfaces  dénuées  de  centre,  ou  même  une  de  celles  qui 
ont  un(î  infinité  de  centres,  car  nous  avons  seulement 
supposé  m  =  o^  ce  qui  n'exclut  que  les  surfaces  ayant  un 
centre  unique.  Nous  n'insisterons  pas  sur  ces  circon- 
stances. 

8.  Dans  le  cas  où  l'on  a 

X  ~  o ,      B'  r==  o ,      B"  —  G , 

ou  verra  directement,  en  comparant  les  relations  corres- 
pondantes 

A/Â-'  -4-  B /-"  =z  o ,      A"  /,"  -h  ]^  k'  =  o 

avec  les  équations  (2)  qui  deviennent  alors 

A  .r'  H-  C       A'.)  '  4-  B  3'  H-  C       B.r'  -f-  A"  z'  -+-  C" 


//  //'  //' 

que  r' est  connu  ainsi  que  k'  z'  —  A'''  y'  en  transportant 

i5. 


ces  valeurs  dans  l'équation 

kx'-^-  -^„  {k'z'—k"yj  -+-  2Ca:'-h  2Cy  -h  iCtI  -j-  E  =  o, 
k  k 

on  reconnaîtra  que  G'/'  -h  i^" z'  est  aussi  une  quantité 
connue,  et  que  le  déterminant  dej^'  et  de  z'  est 

ce  qui  permettra  encore  de  distinguer  certains  cas  par- 
ticuliers. En  outre ,  on  trouvera,  après  quelques  réduc- 
tions, 

,       _h[Q:k'  +  çj'k") 
^•^  ■+-^-    h'k'^h"k"  ' 

Si  les  coordonnées  sont  rectangulaires,  il  reste 

C 

car  la  supposition  k  =  o  donne  alors 

h  =  o. 
Enfin  si  l'on  a  de  plus 


ce  aui 


qui 


donne 


B==o, 


les  équations  (2)  deviennent 

A.r'-4-G     k'y-\-a    c 


// 


h" 


ce  qui  détermine  o-' et/' :  il  suffira  donc  de  transporter 
ces  valeurs  dans  l'équation 

Ax"-i-A'y"  -h  2.Cx'  -\-  2C'/4-2C''z'H-E=o, 
pour  trouver  z  ' . 


(  ^^9  ) 

9.  Équations  des  pliiis  et  des  axes  principaux.  Kii 
iransporlant  dans  l'équation  du  plan  polaire  les  valeurs 
préci'dentes  àc.  x\  y',  z\  on  aura  le  plan  tanj^cnt  (|ui 
passe  par  le  somniel,  c'est-à-dire  le  pla!i  principal  exté- 
rieur. 

On  connaît  déjà  les  équations  de  l'axe  diamétral  pas- 
sant par  le  sommet.  Pour  avoir  celles  des  deux  autres  axes, 
observons  que  ré([uation  en  s  (t.  XVI,  p.  21 5)  se  réduit 
alors  au  second  degré,  puisque  m  =  o  donne  une  racine 
nulle.  Déplus,  les  expressions 

{s  —  A')  (scosxz  —  B')  —  (scosyz  —  B)  {scosxy  —  B'') 

^  ~  (scosx]^^B"Y  —  (^  —  A)  (^  —  A')  ' 

{s  —  A)  (s  cosYZ  —  B)  —  {.^cos.rz  —  B')  {s  cosxy  —  B"  ) 

''  ""  {scosa:y^B"y~  [s  —  A)  (s  —  A' )  ' 

qui  se  déduisent  facilement  des  deux  premières  formes  du 
quotient  s  écrites  à  la  page  indiquée  donnent  pour  les  deux 
valeurs  de  s  les  valeurs  correspondantes  de  f>i  et  v ,  et ,  par 
conséquent,  les  directions  des  axes  extérieurs^  comme  ils 
passent  par  le  sommet,  on  a  donc  leurs  équations,  qui 
feront  connaître  celles  des  plans  principaux  intérieurs. 


SOLUTIOIN  DE  LA  OHESTIO^  537  (JULES  VIEILLE) 

(voir  l.  XV,  p.  290}  ; 

Par  m.   LEGRANDAIS, 

Élève  du  lycée  Louis -le -Grand. 


Soit  ABGD  un  quadrilatère  quelconque  j  si  par  le  point 
de  concours  T  des  perpendiculaires  élevées  de  deux  som- 
mets consécutifs  A  cl  B  sur  les  côtés  opposés  AD  et  BC 


(  '-^^^  ) 

qui  y  aboulissenl ,  on  mène  une  perpendiculaire  Tl*.  à  la 


bu:.  I 
0. 


K  ^-'- 


droite  RS  qui  joint  les  milieux  des  diagonales,  cette  per- 
pendiculaire divise  le  côté  AB  en  deux  segments  inverse- 
ment proportionnels  aux  projections  AH ,  BK  des  côtés 
ADetBCsurAB. 

Il  faut  démontrer  que 

AF       BK 

Bl==ÂH     ""     AE.AH=:BE.BK. 

Du  point  E  j'abaisse  Ei\I  et  EN  perpendiculaires  sur 
AT  et  BT.  Les  triangles  rectangles  AHD  et  AEM  sont  évi- 
demment semblables  et  donnent 


(0 


AE 
ÂD 


EM 
ÂH 


De  même,  les  triangles  semblables  EJNB,  BCK  donnent 


(2) 


JBE 
BC 


EN 
B^ 


Divisant  meiiibrc  à  membre  l'équatiou  (i)  par  l  é(|ua- 
tion  (2) ,  on  a 


AK       BC  _  BK        EM 
BË  ^  ÂD  ■"  ÂH  ^  ËTS 


1 


(  ■^■^'  ) 

donc  la  question  revient  à  dénioiilrer  que 

BC  _  FM 

Je  prolonge  la  lij^nc  RS  jusqu'à  sa  rencontre  en  P  el  Q 
avecADelBC. 

L'angle  ETM  =  OPQ,  car  ces  deux  angles  ont  même 
s  II  p  pi  é  ni  e  n  l  A  TV . 

\lais  le  quadrilatère  EMTN  est  inscriptible,  donc 


De  plus 


I:TM  =  ENM  =  OPQ . 

POQ  =  MEN , 

donc  les  deux  triangles  EiVlN ,  OPQ  sont  semblables  et 

KM  _  OQ 
EN  ~  ÔP  ' 

ainsi  il  laul  démontrer  que 

OP_BC 
ÔQ"~ÂD* 

Pour  démontrer  cette  proposition ,  je  mène  par  le  point 
B ,  Bl  égal  et  parallèle  à  AD  ^  donc 

Dl  =  AB , 
Je  dis  que  la  ligne  IG  est  parallèle  à  PQ. 

FiG.     2. 


(  '^3^  ) 
Ëii  effet,  si  par  le  point  R,  milieu  de  131),  et  par  le 
point  S,  milieu  de  AC,  je  mène  R(r  et  SF  parallèles  à 
AB  ,  ces  lignes  seront  égales  comme  moitiés  de  AB,  et  la 
figure  RGFS  sera  un  parallélogramme;  mais  la  ligne  GF 
est  parallèle  à  IC ,  car  elle  joint  les  milieux  G  et  F  de  BI 
et  de  BC.  Donc  IC  est  parallèle  à  RS  et  les  deux  triangles 
OPQ  et  BIC  étant  semblables  ,  on  a 

BC    _  OQ  BC  _  OQ 

Br~ÔP     ^"      ÂD~ÔP' 

C.  O.  F.  D. 


« 


EXTRACTION  ABRÉGÉE  DE  LA  RACINE  CARREE  ; 

Par  m.  E.   CATALAN. 


C'est  à  tort  qu'on  attribue  cette  méthode  à  Wantzel 
(Bulletin,  t.  III,  p.  Il)  ;  elle  appartient  à  M.  Gergonne. 

Puisque  Foccasion  s'en  présente,  je  donnerai  ici  une 
seconde  règle,  un  peii  pliis  rapide  que  celle  de  M.  Ger- 
gonne (dont  elle  dérive)  et  que  j'ai  enseignée  à  Sainte- 
Barbe,  il  y  a  quinze  à  vingt  ans. 

Déterminez,  à  l'ordinaire,  les  cieux  premiers  chiffres 
de  la  racine;  carrez  et  retranchez.  Abaissez  les  deux  chif- 
fres suivants  ;  séparez  le  dcinier  j  divisez  la  partie  à  gauche 
par  le  double  de  la  racine  trouvée  :  vous  aurez  le  troisième 
chiffre  de  la  racine.  Carrez  ce  troisième  chiffre  et  re- 
tranchez du  reste  de  la  division  suivi  du  chiffre  négligé. 
Abaissez  les  quatre  chiffres  suivants,  séparez  les  deux 
derniers;  divisez  la  partie  à  gauche  par  le  double  de  la 
racine  trouvée;  vous  aurez  deux  chiffres  de  plus.  Formez 
le  carré  de  cette  nouvelle  partie  de  la  racine  ;  retranchez- 
le  du  reste  de  la  division  suivi  des  deux  chiffres  négli- 


(  ,33  ) 
ijés,  clc.  Kli  tontliiuanl  de  la  inriiic  manière,    vous  oIj-- 
tiendrez  en(OiHW///<'///e  eliiffres  de  [)lu5,  puis  Iniity  puis» 
seize,  etc. 

Note  (lu  Rédacteur.  IVI.  GcrgoniK;  énoiiee  celte  hk*- 
ihode  dans  une  Note  à  la  fin  d'un  Mémoire  de  Hobillier 
[yJîinales ,  t.  XX,  p.  127),  el  INI.  Gergonne  dit  (jue 
sa  méthode  peut  s'étendre  à  tous  les  exposants,  comme 
celle  de  Bobillier  dont  l'énoncé  est  renfermé  dans  ce  théo- 
rème : 

Si^  cherchant  la  racine  m'^'"*^^  cVun  nombre  entier^  on 
a  déjà  obtenu  un  nombre  de  chifFres  qui  soit  au  moins 
égal  au  nombre  de  ceux  qui  restent  à  troui^er  augmenté 
du  nombre  d'unités  de  V exposant,  on  obtiendra  le  su- 
perflu de  la  racine  cherchée  à  moins  d\ine  demi-unité 
près  j  en  divisant  simplement  le  reste  de  V  opération  par 
nij'ois  la  (m  —  iji«i'»«  puissance  de  la  racine  déjà  obtenue 
et  négligeant  le  reste  de  cette  division. 

[Voir  pour  la  racine  cubique,  Nouvelles  Annales^ 
t.  m,  p.  334,  ï844,  MiDYj  t.X,  p.  86,  i85i,NiEVEN- 

GLOSKY.) 

Remarquons  en  passant  que  ces  méthodes  abrégées  de 
calcul  sont  à  Tusage  de  personnes  qui  ne  calculent  pas. 
Les  calculateurs  de  profession  emploient  les  logarithmes. 
Partout  les  locomotives  sont  préférables  aux  carrioles* 
Car  ars  longa,  vita  hrevis  [^). 


COMOl'ES.  THÉORÈMES  SllR  LES  POLAIRES. 


Théorème  [ellipse).  Du  pôle  d'une  droite  on  abaisse 


(*)  Les  Tables  de  Crelle  (1857)  donnant  les  produits  tous  iails  de  trois 
•  'hiffres  par  trois  cbilTressont  d'une  conim(>di(é  extrême. 


(  ■^:M  ) 

une  pcipeiKliciilalic  sur  celle  polaire;  si  sur  la  |)arlie  du 
pelil  axe  de  l'ellipse  iulerceplée  par  celle  perpendiculaire 
<'l  la  polaire,  on  décril  comme  diamèlie  une  circonfé- 
rence, elle  passe  par  le  pied  de  la  perpendiculaire  et 
par  les  deux  loyers. 

Dans  riiyperbole,  on  prend  Taxe  non-focal. 

Corollaire.  Les  droites  menées  du  pied  de  la  perpen- 
«liculaire  aux  deux  foyers  sont  également  inclinées  sur  la 
polaire  ('*'). 

Théorème .  Etant  données  deux  surfaces  du  second  de- 
gré ayant  les  mêmes  foyers  ("^*),  si  1  on  mène  un  plan 
langent  à  l'une  de  ces  surfaces,  la  perpendiculaire  à  ce 
plan ,  élevée  au  point  de  contact ,  passe  par  le  pôle  du  plan 
pris  par  rapport  à  la  seconde  surface. 


SIR  LES  OVALES  DE  DESCARTES ^ 

Par  m.   STREBOR. 


On  sait  depuis  longtemps,  d'après  M.  Chasles,  que  si 
deux  paraboles  ayant  même  foyer  et  passant  respective- 
ment par  deux  points  fixes,  s'entrecoupent  toujours  sous 
un  angle  donné,  leur  intersection  décrira  un  limaçon, 
variété  particulière  des  ovales  cartésiens.  Ces  dernières 
courbes  peuvent  s'engendrer  dans  toute  leur  généralité 
par  une  construction  semblable  ,  savoir  ; 

Soient  deux  paraboles  ayant  même  foyer  et  s' entre- 
coupant toujours  sous  le  même  angle,  (jui  touchent  toutes 

;*)  On  n'insérera  pas  de  démonstralion  de  ce  théorème. 

(**)  On  entend  par  là  les  loyers  des  trois  sections  principales  au  nombre 

de  six  dans  l'ellipse,  qnaUesiir  le  grand  axe  et  deux  sur  le  moyen  axe. 

Honw/uciilc  est  une  expression  h  vhr  ide.  Il  vaudrait  mieux  dire  confocalc. 


(  -^i^^  ) 
t/cuj'  une  c//i/fS(i  .'/ont  un  des  Joyei's  coïncitU:  (ivcc  celui 
(les  paraboles.  Les  points  (V intersection    de  toutes  les 
paires  de  paraboles  cpii  satisjont  à  cette  condition  décri- 
ront d'une  manière  générale  un  oi^ale  de  Descartes. 


m  l'KODlilT  DE  PLISIEIUS  KOimUES  CONSËCITIFS^ 


Par   m.    Emilk   MATHIEU 


Théorème.  Le  produit  de  plusieurs  nombres  consécu- 
tifs 

(a)  n{n-^  \)[n  -\-'2.).  .  .   [n  ^  p) 

ne  peut  être  une  puissance  parfaite,  si  le  nombre  des 
facteurs  est  ^  n  —  4  ?  autrement  dit  si  p  est  ^  n  —  5 . 

Pour  le  démontrer,  nous  nous  appuierons  sur  un  théo- 
rème énoncé  par  M.  Bertrand  et  démontré  par  M.  Tché- 
bichef. 

Si  n  est  un  nombre  entier  ]>  7,  il  y  a  au  moins  un 

nombre  premier  compris  entre  n  —  2  et  — 

D'après  cela,  il  existera  un  nombre  premier  compris 

entre  fi  -^  p  -\-  i  et — Donc  dans  le  produit  (oc)  y 

il  existera  un  facteur  9  qui  sera  premier,  si  n —  1  est 
<^ 5  ou  SI  71   est  <i  p  -\-  o  ou  encore  si  p  est 

^  n  —  5.  Or  le  produit  (a)  ne  peut  contenir  le  carré  de 
9,  attendu  que  2  0  est  ^  «  H-  ^  ^  on  a  en  effet 

,  ^  /'  +  /?  -f-  3 
0> -_, 

d'où 

?.  9  ^  //  -h  />•  +  3 . 


(  ^36  ) 

Le  produit  (et)  conlieiit  le  nombre  premier  Ô,  il  n'est 
pas  divisible  pai-  son  carré  :  il  ne  peut  donc  èlre  une  puis- 
sance parfaite. 

Dans  cette  démonstration  ,  on  suppose  n  -h  p  -\-  ^  ^  J 
ou  n-hp-i-K^y^  mais  il  est  facile  de  vérifier  le  théorème 
lorsque /^ -f- ^  est  inférieur  h  y^  la  proposition  est  donc 
démontrée. 

Cela  posé ,  il  m'a  été  facile  de  vérifier  que  le  produit 
de  plusieurs  nombres  consécutifs 

n  {n  -\-  i).  .  .  {n  -h  p) 

ne  peut  être  une  jouissance  parfaite,  toutes  les  fois  que 
le  nombre  n  n'est  pas  supérieur  à  loo. 

Cette  vérification  se  fait  très-rapidement,  si  l'on  re- 
marque que  p  étant  <^  n  —  4  ^  il  <^st  impossible  que  le 
produit  (a)  soit  une  puissance  parfaite  :  i°  si  Tun  des 
facteurs  de  ce  produit  est  un  nombre  premier,  ce  qui  a 
déjà  été  établi  par  MAI.  Liouville  et  Gerono  lorsque  le  pre- 
mier facteur  est  i  ^  2^  si  Tun  des  facteurs  est  divisible  par 
un  nombre  premier  R  ^ ^^  sans  être  divisible  par  R^  ('*'). 


QIESTIOIV  D  EXAMEN  (ÉCOLE  POLYTECHXIQIE)  5 


Des  relations  qui  existent  entre  les  coefficients  des 
termes  de  l 'équation  générale  : 

«x'  -h  a' y"-  -f-  a"  z^  -\-  1  bjz  -\-  1  b'  xz  -{-  1  h"  .ry  -f-  2  cor  -}-  2  c'y 
-{-  ic"  z  -{-  d  =  o, 

quand  cette  équatio?i  représente  un  cylindre  parabolique. 
Tous  les  plans  diamétraux  du  cylindre  parabolique  sont 


(*)  IM.  Liouville  a  doriiic  \c  thonrèine  {jonéral ,  i<^Ô7,  p.  .277.     Tm. 


(  .S;  ) 
parallèles  t'iilic  eux;  le  cylindre  paiabolicjut;  est  la  seule 
surface  du  second  d(î{^ré  qui  ait  cette  j)ropiiété  :  on  obtien- 
dra donc  les  relations  clierchccs  en  exprimant  que  l'équa- 
tion générale  des  plans  diainéliaux 

j    [nm  -h  b"  n  +  //)  .r  -f-  [b"  m  -^  n'  n -^  b)  y 

I  -h  {b'  m  4-  bn  -f-  a")  z  -f-  cm  -{-  c'  n  -y-  c"  =  o 

représente  des  plans  parallèles,  quelles  que  soient  les 
valeurs  attribuées  aux  coeflicients  angulaires  m,  n,  des 
cordes  conjuguées. 

Pour  (|ue  celte  condition  soit  remplie  il  faut  que  les 
rapports  des  coefficients  des  variables  x^y,  z,  dans  l'équa- 
tion (i),  soient  indépendants  des  quantités  m  et  Ji.  Ces 
rapports  ont  pour  expressions 


am  -h  b"  n-h  b' 

am  +  b"  n 

-\-b' 

b"  m  -\-  a'  n  -{-  b 

b'  m-^  bn 

■^n"' 

il  faut 

donc  qu'on  ait 

a         b'        b"        b' 
b"  ~  b'       a'  '~'  b' 

a         b" 
b'^    b' 

b" 
b   ~ 

b' 
a"' 

d'où 

t 

W 

b'b" 
a  =  — - — -,      a' := 
b 

^^"         a"  ■ 
b''       ''    ■ 

bb' 

~   b"' 

Telles  sont  les  relations  cherchées.  On  voit  qu'elles  sont 
au  nombre  de  trois  ;  on  peut  en  conclure  que  le  nombre 
des  conditions  nécessaires  pour  la  détermination  d'un 
cylindre  parabolique  est  six. 

Remarque.  Les  relations  (2)  donnent  : 

an'a"  =  bb'b", 
et 

bb'  b"  =  ab'  =  n'b"  —  a"b"\ 
et  par  suite 

ab'  +  a'  //-  +  a"  b"''  —  a  a'  a"  —  1  b  b'  b"  —  o , 


(  .;«  ) 

«'i^alilô  ([ul  (loil,  cil  cllct,  avoir  luni  ,  |Hiis(|iic  la  '^uiiacc 
n'a  pas  (lo  (UMiIrc. 

Des  rolalions  (si)  (Jonncnt  aussi  ; 

b"'  =  an',      //-'  =  aa\      //'  =z  n'  n'\ 

(H  (OS  dernières  égalités  montrciil  que  les  trois  sections  de 
la  surface  par  les  plans  coordonnés  sont  du  genre  des 
paraboles,  ce  qui  est  encore  une  véiification. 

G. 


Sur 


OBSERVATIONS  RECTIFICATIVES 

le  cercle  coupant  orlliogoiialenicnl  trois  autres  cercles  ; 

Par  m.    E.    LAQUIÈRE, 

Élc've  du  Ivcée  Sainl-t-iouis. 


i".  Le  cercle  qui  coupe  orlbogonalement  trois  autres 
cercles  jouit  d\ine  double  propriété.  Les  trois  polaires  de 
chaque  point  de  la  circonférence  par  rapport  aux  trois 
cercles  se  coupent  en  un  même  point,  et  ce  point  d'in- 
tersection est  encore  sur  le  cercle*,  cette  dernière  pro- 
priété est  une  conséquence  d'une  évidence  géométrique 
et  subsiste  même  pour  trois  coniques  quelconques,  lors- 
que le  lieu  du  point  est  une  ligne  du  troisième  degré.  Or, 
au  t.  V,  p.  121,  184^.  on  lit  que  le  lieu  du  point  d'inter- 
section est  du  quatrième  degié,  ce  qui  est  erroné.  L'ana- 
lyse mène  à  une  équation  du  second  degré  \  en  effet ,  on 
lit  en  cet  endroit  que  les  équations  des  trois  cercles,  rap- 
portées au  centre  radical  comme  origine  des  coordonnées, 
sont 

.r'  4-  J--  —  2  X  A^  -f-  î?.  fi  J>'  -I-  7'  =  o , 
•r*  -H  j)--  —  ■?.  y!  X  -f-  2  ^'y  -+-  7-  nr  o , 
.v"^  -h  >•-  —  2  a"  .r  H-  2  3"}-  H-  7-  ==  o , 


(  --:'y  ) 

(  ('  (lui  csl    lrô,s-|ii>(('.   L«\s   (U|iiali()ns  des  Ikhs  jiolaircs  du 
j)i)inl  .7',   }    sont  doiK 

(.,;  _  a  )  X  -4-  ir  -fi  )  Y  1=  a  .r  -h  (5  J^"  -h  7% 
(.^  _  a'  )  X  H-  (j  -  p'  )  Y  =.:  a'  .r  +  p'j  +  '/% 
(.r  _  a-)X  4-  (  j  -  p")  Y  =  a".-r  4-  f  J  H-  7% 

OÙ  X ,  Y   sont  les  coordonnées  courantes.  De  là  on  dé- 
duit 

(a    -  a'  )X  --h  (|î  -  fi'  )  Y  =  (a'  -  a)  ^  +  (fi'  -  (i)  j, 
(a  _  a'')  X  4-  (3  -  8")  Y  =  (a"  -  al  ,r  -f-  {f  -  p)  j, 

(Voù  évidemment 

X  =  -.r,      Y=-.>. 

Snbstituant  dans  1  nne  quelconque  des  (rois  dernières 
écpialions,  on  trouve 

x^  -+-  y''  —  7-  :=  o, 

équation  du  cercle. 

JVote  du  Rédacteur,  La  correction  de  M.  Laquièreest 
très-juste.  Une  inadvertance  et  une  faute  de  calcul  m'ont 
fait  parvenir  à  une  équation  du  quatrième  degré  [voir 
t.  XVI,  p.  268).  La  proposition  a  été  primitivement  dé- 
montrée par  J.-B.  Durrande.  Elle  est  ainsi  formulée  : 

La  circonférence  du  cercle  décrit  du  centre  radical  de 
trois  cercles  comme  centre  et  avec  un  rayon  égal  à  la  tan- 
gente menée  de  ce  centre  à  l'un  d'eux,  est  à  la  fois  le  lieu 
géométrique  des  points  du  plan  des  trois  cercles  dont  les 
polaires  relatives  à  ces  trois  cercles  concourent  en  un 
même  point  et  le  lieu  géométrique  du  point  de  concours  \ 
des  trois  polaires,  et  ces  deux  points  sont  constamment 
aux  extrémités  d'un  même  diamètre  de  ce  cercle  (y^/z- 
;2«/e.?  de  Gergonne,  t.  XVI ,  p.  112;  1825). 


(  ^^o  ) 
l]e  lli(k)rènu'  est  suivi  d'un  autre  analogue  pour  (juatre 
sphères.  En  général,  lorsque  dans  un  système  ti'équations 
entre  des  coordonnées  courantes  et  des  coordonnées  fixes, 
il  y  a  symétrie  entre  les  unes  et  les  autres,  le  résul- 
tat de  l'élimination  reste  le  même  en  rendant  fixes  les 
coordonnées  courantes  et  rendant  courantes  les  coordon- 
nées fixes:  c'est  ce  qui  a  lieu  pour  les  équations  des  trois 
lignes  polaires  ci-dessus,  et  aussi  pour  les  éc^uations  des 
quatre  plans  polaires  avec  des  sphères. 


NOTE  SIR  Wm  CONIQUE  ET  SON  CERCLE  DIRECTEIR  -, 

Par  m.  E.   LEMOINE, 

Élève  on  Spéciales  du  Prytanée  impérial  de  la  Flèche. 


i.  Lemme.  Soient  A,  B,  C  un  triangle  inscrit  dans 
un  cercle,  O  le  centre  et  H  le  point  de  concours  des  trois 
hauteurs.  Prolongeons  la  droite  AH  jusqu'à  ce  qu'elle 
rencontre  derechef  le  cercle  au  point  L-,  on  démontre  fa- 
cilement que  le  côté  BC  passe  par  le  milieu  de  HL. 

2.  Construisons  une  conique  ayant  pour  foyers  les 
deux  points  O  et  H  et  pour  grand  axe  le  rayon  du  cercle 
O  qui  devient  le  cercle  directeur  àe  la  conique.  Le  point  L 
étant  sur  ce  cercle ,  H  étant  un  foyer  et  la  droite  BC  étant 
perpendiculaire  à  HL  et  passant  par  son  milieu,  il  s'en- 
suit que  BC  touche  la  conique  au  point  où  ce  côté  est 
coupé  par  le  rayon  OL5  par  les  mêmes  raisons,  les  côtés 
AB,  AC  touchent  \a  conique;  donc  cette  conique  est  in- 
scrite dans  le  triangle  ABC;  or  lorsqu'un  triangle  et 
même  un  polygone  quelconque  est  à  la  fois  inscrit  dans 
une   conique  et  circonscrit  à    une  seconde  conique,    il 


(  Ml  ) 

existe  une  iiitinilo  de  pulyj^oncîs  doués  Je  la  même  pro*- 
priélé.  (PoNCELKT.  ) 

On  a  dojie  le  ihéorènie  (jiii  suit. 

3.  Thi^orème.  Si  deux  côtés  (V lui  triangle  inscrit 
dans  un  cercle  (htecleur  Loucketit  la  conique^  le  Lroi- 
sicnie  côté  la  touchera  également^  un  de  ces  triangles 
est  tel,  que  le  point  de  concours  de  ses  trois  Ji auteurs 
coïncide  avec  le  second  foyer, 

4.  Il  y  a  trois  cas. 

i^.  Le  triangle  est  acutangle.  Les  deux  points  11  et  O 
sont  alors  dans  Tintérieur  et  la  coiiiqiic  est  une  ellipse 
qui  devient  le  cercle  inscrit  lorsque  le  triangle  est  équila- 
téral. 

'1^.  Le  triangle  est  rectangle.  La  conique  dégénère  en 
une  droite  qui  va  du  sommet  de  l'angle  droit  au  milieu  de 
l'hypoténuse. 

3°.  Le  triangle  est  obtusanglc.  Les  deux  points  H  et 
O  sont  hors  du  triangle  et  la  conique  est  une  hyperbole. 

5.  Tout  point  de  la  conique  est  également  distant  du 
centre  du  cercle  directeur  et  de  la  circonférence  de  ce 
cercle:  propriété  qui  subsiste  aussi  dans  la  parabole  où 
le  cercle  directeur  devient  la  droite  directrice-,  le  triangle 
ABC  se  confond  avec  cette  droite,  et  il  n'y  a  pas  lieu  au 
théorème  ci-dessus. 

Note  du  Rédacteur.  M.  Blum  a  fait  voir  par  une  con- 
struction mécanique  ingénieuse  comment  les  cercles  di- 
recteurs et  les  droites  directrices  peuvent  servir  à  décrire 
les  coniques  (t.  II ,  p.  6o\  i843)  ^  de  là  l'origine  du  nom. 
Je  crois  (jue  le  nom  de  directrice  parait  pour  la  première 
fois  dans  le  Traité  des  Coniques  de  l'Hôpital.  Ne  pour- 
rait-on pas ,  par  une  construction  mécanique  et  à  l'aide 
des  plans  directeurs ,  décrire  les  surfaces  du  second  degré? 


Ànn.  de  Madiémai.,  l.  XVll.  (Juillet  i858.)  l6 


(  '^42  ) 
l'KOPmÉTES  FOCALES  UES  SliUFACES  1)11  DEUXIÈME  imm, 

d'après  HEILERMANN,    oe  Coblentz, 


{Hlonat.  Ihricht.  Berlin,  avril  1858.) 


1.  Théorème.  Par  un  point  quelconque  d'un  ellip- 
soïde passent  deux  lignes  de  courbure  et  deux  plans 
osculateurs  à  ces  lignes ^  ces  plans  coupent  le  grand  axe 
en  deux  points  P  ef  Q  ;  prenons  sur  ce  même  axe  deux 
points  YetVà  égale  distance  du  centre,  tels,  que  les 
quatre  points  F,  P,  Q,  U'  forment  une  relation  liarmo- 
niquo  ^  les  poifits  F  et  F'  sont  fixes,  quel  que  soit  le  point 
de  r ellipsoïde.  Nommons  ces  points  focaux. 

2.  Si  par  les  points  F  et  F^  et  par  l'intersection  des 
deux  plans  osculateurs  on  mène  deux  plans,  les  angles 
qu'ils  forment  entre  eux  sont  partagés  en  parties  égales 
par  les  plans  osculateurs. 

3.  Les  normales  à  la  surface  menées  par  les  ombilics 
coupent  le  grand  axe  aux  deux  points  focaux  F  et  F'. 

4.  Deux  sphères  qui  ont  pour  rayons  ces  normales  et 
pour  centre  F  et  F^  sont  égales  et  touchent  la  surface 
aux  ombilics^  elles  sont  les  sphères  Jocales , 

5.  Une  tangente  menée  à  l'une  quelconque  de  ces 
sphères  par  un  point  de  la  surface  est  un  rayon  focal, 

6.  Un  hyperboloïde  confocal  coupe  l'ellipse  suivant 
une  ligne  de  courbure,  et  "vice  versa  chaque  ligne  de 
courbure  est  l'intersection  de  rellipsoïde  avec  un  hyperbo- 
loïde confocal.  Le  plan  polaire  d'un  foyer  pris  par  rapport 
à  cet  hyperboloïde  est  nommé  plan  directeur.  La  distance 
des  deux  points  focaux,  divisée  par  l'axe  transverse  de  1  liy- 


{     2/|3     ) 

])Orlu)Un(lc,  (.'Si  cJlU;  1  cxcctitricilè  i\v  la  Hj^no  de  ( oinhinc 

7.  rrn':()ui:.Mi;.  Pour  un  point  (juclcouijue  (Vunc.  Jii^m: 
(le  courbure,  le  rayon  focal ^  mené  toujours  à  ht  incnir. 
sphère  focale^  étant  divisé  par  la  distance  du  point  au. 
plan,  directeur,  dotme  poui-  quotient  Vexcentricité  de  la 
ligne  de  courbure. 

8.  Théorème.  Pour  tous  les  points  d'une  ligne  de 
courbure,  et  selon  qtielle  appartient  à  Vuti  ou  à  Vautre 
système,  la  sonnne  ou  la  différence  des  rayons  focaux 
menés  aux  deux  sphères  focales  est  constante. 

9.  11  existe  aussi  deux  foyers  sur  le  petit  axe  et  deux 
autres  imaginaires  sur  l'axe  moyen,  et  sont  doués  des 
mêmes  propriétés. 

10.  En  prenant  les  earrés  des  trois  axes  principaux  dans 
les  surfaces  à  centre,  le  plus  grand  carré  désigne  le  grand 
axe,  le  plus  petit  carié  le  petit  axe,  et  le  carré  moven  Je 
moyen  axe;  ainsi  compris,  on  a  les  mêmes  propriétés  sur 
toutes  les  surfaces  du  deuxième  ordre  à  centre. 

Note.  Ces  imporlajils  théorèmes  ne  sont  qu'énoncés; 
l'auteur  publiera  les  démonstiations;  ils  sont  analogues 
aux  remarquables  théorèmes  de  M.  l'abbé  Sauze  (p.  35  et 
36),  et  que  M.  Chasles  a  découverts  en  i838  par  une 
autre  voie  [Nouvelles  annales,  t.  \I,  p.  23o). 
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Problème.  Déterminer  les  foyers  dans  une  courbe 
sphérique  du  second  degré ,  la.  courbe  étant  rapportée  à 
son  centre  et  à  ses  axes. 

i6. 


(  244  ) 

Nous  appel leroiisyoje/'  un  point  ici,  (jiie  la  laugcnle  de 
sa  (lislanco  c?,  à  un  point  quelconque  de  la  courbe,  soit 
une   fonction  rationnelle  de   l'abscisse   du   point,    de  la 

forme r-*  Si  nous  appelons  x^  et  y'  les  taniirentes  des 

coordonnées  du  point  inconnu,  nous  aurons 


V^  (jr  -  y'y -h  [x  -  x'Y  +  (r-r-  -  y'  xY 
tani^O  = ; 7 

Le  dénominateur  étant  rationnel ,  il  faut  que  le  numéra- 
teur le  soit  j  d'où  l'on  conclura  comme  sur  un  plan  quej'^'' 
doit  être  nul,  et.si  on  remplace  y'^  par  sa  valeur  tirée  de 
l'équation  de  la  courbe,  la  quantité  qu'on  trouvera  sous^ 
le  radical  devra  être  un  carré,  ce  qui  donne 

"^    ~  I  4-  b^' 

d'où  il  résulte  qu'on  doit  avoir 

a'  >  h\ 

Si  on  désigne  par  y  la  distance  du  centie  au  foyer,  et  par 
a  et  ê  les  deux  demi -axes,  on  tire  de  l'équation  précédente 

I  -+-  b-        cos^a 

COS  7  =  ; ;  =    —  ; 

les  foyers  s'obtiennent  donc  comme  pour  Tellipse  plane, 
en  constrviisant  un  triangle  rectangle  dont  on  connak 
l'hypoténuse  et  un  côté.  Quant  à  l'expression  de  lang  0.^ 
elle  devient,  en  appelant  c  la  tangente  de  l'arc  7, 

ex 

a 

-  a 

tanff  d  =  ? 

°  1  -h  ex 

et  si  on  pose 

t'X 

—  =  tang  (p, 


(  ^4^  ) 

1011  tioiivo 

tang(î=tang  (a  —  (p), 
ou 

^  =  a  —  cp. 

Si  on  appdle  ô'  la  dislaiicc  du  point  de  la  courbe  à  J'aulre 
ibyer,  on  aura 


donc 

On  a  aussi 


0+0=  2a. 


tang    -^~-  =z:(p; 


d'où  l'on  voit  qu'on  a 

On  peut  se  proposer  le  problème  inverse,  c'est-à-dire 
cherdier  le  lieu  des  points  tels,  que  la  somme  de  leurs 
distances  à  deux  points  fixes  soit  constante;  on  retombe 
sur  Técpiation  de  l'ellipse. 

Quand  la  courbe  n'est  pas  rapportée  à  ses  axes,  on  ap- 
pelleybjer  un  point  tel,  que  la  tangente  de  sa  distance  [d) 
à  un  point  quelconque  de  la  courbe  est  une  fonction  ra- 
tionnelle des  tangentes  des  coordonnées  de  ce  point,  de  la 

torme  — ; ; —  :  d  après  1  expression  trouvée  pour 

m'  X  -\-  n'  X  -\-  \^         ^  ^  ^ 

tang  d^  on  doit  donc  avoir 

(m y  -h  nx  ^  py=z{y  —  y' f -^  [x  —  x'Y  -4-  {yx'  —  y'  x)\ 

Cette  équation  devant  avoir  lieu  pour  tous  les  points  de 
la  courbe,  est  identique  k  l'équation  de  la  courbe,  ce  qui 
iloiinc  (inq  relations  pour  déterminer  les  cinq  inconnues 
/K,  71^  jj^  •^'' •)  y  •  ^'^  peut  prendre  des  coefficients  <|uei- 
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con(|ucs-  mais,  pour  abréger  le  calcul  et  la  discussion,  nous 
supposerons  la  (  ourbe  rapportée  à  son  centre  intéiieur, 
re  qui  donnera 


d'où 


D=i:E  — o     et     B-<4AC, 
F<o, 


pour  qu'il  y  ait  unetourlje  réelle.   Les  équations   à   ré 
soudre  seront  donc 


{■) 

(3) 


nip  -\-  j'  =  o,      np  ->r  x'  ^=z  o. 
ifi'^  —  x]  —  I         n^  —  J  '  —  I 


c 


2  [m/i  -r-  y'  x' 


<-  y\ 


B 


les  deux  premières  donnent 


d'oii 


X 


X 


m 

n 


—  "p  ; 


Ce  qui  lait  voir  déjà  que  les  points  démandés  sont  sur  ta 
circonférence  d'un  grand  cercle  passant  par  le  centre  et 
pei'pendiculaire  au  cercle  qui  aurait  pour  équation 

my  -+-  nx  -j-  /J  :=  o. 

Cette  circonférence,  contenant  les  points  demandés,  sera 

connue  quand  nous  aurons  calculé  le  rapport  —  •  On  tire 

aussi  des  ('^piations 

(0  r;  4-  /;.-=//(  w^ -h  Ar), 

♦  e  qui  ]>lace  les  points   demandes  sur   un  second    cercle 


l  ''47  ) 
coiUHM)tri(nio  à  la  courbe?,  vl  (jui  sera  comm  (juaiicl  nous 
aurons  Irouvc  />'  o\  tir  -\-  tr . 

Pour  avoir  lo  rapport — i  je    rcJH})Iac(;  dans   les   équa- 

lions  (?,)  x'  et  y'  par  leurs  valeurs,  c(î  qui  donne 

ini^  —  n~  p"^  —  I        rP  —  m'^  p"^  —  i 

■?.mn[i-i- p^)       p^[i  — ///'  —  /?') 
=  B  ^  F 

Si  je  divise  dans  les  deux  premiers  rapports  la  différence 
des  numérateurs  par  celle  des  dénominateurs,  j'aurai  un 
rapport  que  je  pourrai  égaler  au  troisième,  j'auiai  donc 

m        n   2  (  A  —  C  )  ^ 

n         m  B 

posant 


m 


j'aurai  l'équation 


(A-C) 

Z  —   I    =r  G. 

B 


Il  faut  choisir  celle  des  valeurs  de  z  qui  convient  à  la 
question  \  or  nous  avons  W  <^^  kQ,  d'où  il  est  aisé  de 
con<'lure  que  i  —  itt  —  îi"^  est  positif,  et,  d'après  le  signe 
de  F,  que  le  produit  uni  est  de  signe   contraire   à  celui 


de  B^  il  en  sera  de  même  pour  —   Ainsi  il  faut  prendre 


celle  des  valeurs  de  z  qui  est  de  signe  contraire  avec  B. 
Soit,  pour  fixer  les  idées,  B  <^  o,  nous  prendrons  la  racine 
positive^  et,  si  nous  supposons  A<^C,  ce  sera  la  phK> 
grande:  elle  sera  donc  supérieure  à  i  ^  soit  a  celte  racine, 
nous  aurons  ///  =--  iia.  Maintenant  l'égalité  des  deux  pre 
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jvriers  rapports  (3)  nous  donne 


lU 


Cn^  —  Aw' 


portant  cette  valeur  dans  léqualion  formée  par  le  premier 
et  le  dernier  rapport,  et  posant  m  =  na,  nous  obtenons 


C 


a'(C  — F)— (A  — F) 
expression  évidemment  positive  ;  d'où 


nr 


a?{C^k) 


a-'(C  — F)  — (A  — F 


et    p' 


-I) 


C  — Aa^ 


Pour  que  cette  dernière  expression  soit  positive,  il  faut 
qu'on  ait 

a^>-       OU      a>  — , 

A  y/A 

condition  qui  est  satisfaite;  car  si  nous  remplaçons  dans 
ré(|uation  qui  donne  2,  cette  lettre  })ar  V /-t-?  nous  obte- 
nons un  résultat  négatif  5  donc  \/—  tombe  entre  les  deux 

racines,  la  positive  ou  a.  est  donc  plus  grande  que  \/  —  ' 

Déterminer  la  directrice  clans  une  courbe  quelconque 
(lu  second  degré.  Si  nous  appelons  ô'  la  distance  d'un 
point  quelconque  de  la  courbe  à  la  circonférence  qui  a 
pour  équation 

niy  -i-  nx  -\-  p  =:  o, 
nous  aurons^  d'après  une  des  fonnul(\s  précédentes, 

m  y  -\-  nx  -r-  p 


sin  f) 


\/i  -f-  .r^  -4-  r  ^ .  V^w'  -f-  //'  4-  p^ 
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Nous  avons  déjà    pour   la  distance  (\u  mruw  point  de  la 
couibe  an  Ibycr 

Sin  0  — — '  —  — :~     '       — —  : ^ 


v/i  -f-  ■r'-h-  y'  y/i  +•■ 


y  ^ 


(1  ou 


sin  rî'        \j  \  H-  x\ 


sin  ()  ^,„2  _|_  ,^--  _|_  p^ 

(juanlilc  conslanU;. 

Donc,  étant  donnée  une  courbe  sphérique  du  second 
degré  et  un  de  ses  foyers,  on  peut  trouver  une  circonfé- 
rence degrand  cercle  telle,  que  les  sinus  des  distajices  d'un 
point  de  la  courbe  à  cette  circonférence  et  au  foyer  donné 
soient  dans  un  rapport  constant.  On  aura  donc  deux  di- 
rectrices correspondantes  chacune  à  chaque  foyer,  et, 
pour  avoir  l'équation  d'une  directrice,  il  suffit  d'égaler  à 
zéro  le  niimérateur  de  la  fraction  rationnelle  qui  donne 
la  tangente  de  la  distance  d'un  point  au  foyer.  Ainsi, 
(juand  la  courbe  est  rapportée  à  ses  axes,  on  trouve 

ex 
a 

tanc  ù  =z 

°  1  -h  c.r 

L  é(|uation  d'une  des  directrices  est  donc 


ce  qui  mont  je  que  la  directrice  esj  la  polaire  du  foyer, 
comme  on  peut  le  démontrer  aussi  sur  l'équation  géné- 
rale. Pour  obtenir  géométriquement  la  directrice,  il  suf- 
fira donc  d'élever  par  le  foyer  un  arc  perpendiculaire  à 
l'axe  jusqu'à  la  rencontre  du  cercle  principal,  de  mener 
à  ce  cercle  pai-  le  point  de  i  encontre  un  arc  tangent,  qu'on 
prolongera  jusqu, à  laxe^  on  aura  ainsi  le  pied  de  la  di- 


(   ajo   ) 

recU'ice,  ce  qui  suifiia  pour  la  déterminer.  L'expression 
de  tang  J  donne  encore 


z=z  (u      m  =  o,      n 


donc  on  aura 

sin^' 
sin-î 

1 

a  sj\  -h  c^ 


v/"'-^5  V 


I  -f- 


tang  a  cos(p 

: 1 

siny 


en  appelant  cp  la  dislance  du  centn*  à  la  directrice,  y  celle 
du  centre  au  fojer,  et  cl  le  demi-axe  des  foyers. 

Thégrèime.  Si  une  circonférence  de  ^rand  cercle  coupe 
la  courbe  en  deux  points  A  et  B,  et  si  on  la  prolonge  jus- 
quà  la  rencontre  de  la  directrice  en  C,  Varc  qui  joindra 
le  point  C  au  foyer  F  correspondant  à  cette  directrice, 
divisera  en  deux  parties  égales  Fangle  extérieur  du 
triangle  A13P. 

Se  démontre  comme  sur  un  plan. 

Corollaire.  Si  l'arc  qu'on  prolonge  jusqu'à  la  direc- 
irice  est  langent  à  la  courbe  au  point  A,  l'angle  AFC  scia 
droit-,  d'où  il  résulte  que  la  polaire  d'un  point  C  de  la  di- 
rectrice passe  au  foyer,  et  fait  un  angle  droit  avec  l'arc 
qui  joint  le  point  C  au  foyer.  De  là  un  moyen  graphique 
démener  une  tangente  à  la  courbe  par  un  point  de  son 
contour,  el  aussi  par  un  point  quelconque.  En  effet,  soil  A 
ce  point  \  supposons  le  problème  résolu  et  soient  m  et  n  les 
points  où  la  polaire  de  A  coupe  les  deux  directrices,  joi- 
gnons A  au  foyer  F,  et  concevons  cet  arc  prolongé  jusqu'à 
ce  qu'il  coupe  la  directrice  correspondante^  soit  D  le 
point  de  i^encontre,  les  trois  points  A,  F,  D  étant  sur  une 
même  circonférence,  leurs  polaires  passent  au  même 
point;  or  la  polaire  du  foyer  est  la  directrice,  et  la  po- 
laire du  point  D  est  une  circonféren(  c  menée  par  F  per- 
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ptMuliculaireiiient  à  l'arc  AFI)  :  donc  la  rencontre  do  cet 
arc  avec  la  dircclrice  donnera  le  point  n.  Le  point  m  se 
iroMvcra  de  même,  en  joii^iiaiit  A  au  deuxième  foyer  F', 
et  en  menant  sur  AF'  un  are  peipenclieulaire  prolongé 
jus(pi'à  la  deuxième  directrice;  on  joindra  ensuite  les 
points  m  et  //.  par  un  arc  de  grand  cercle  qui  sera  en  gé- 
néral la  polaire  du  point  A.  Les  points  de  contact  seront 
à  r intersection  de  cette  circonférence  polaire  avec  la 
courbe.  Si  la  courbe  n'est  pas  tracée  et  qu'on  connaisse 
ses  foyers  et  l'axe,  on  pourra  trouver  les  deux  points  de 
rencontre  géométriquement. 

Problîlme.  Ètajit  donnés  un  foyer  ^  sa  directrice  et  un 
point  A,  construira  la  courbe. 

Si  du  foyer  F  nous  abaissons  sur  la  directrice  un  arc 
perpendiculaire  coupant  la  directrice  au  point  m,  nous 
aurons  ainsi  la  direction  de  l'axe-,  pour  trouver  les  som- 
mets, abaissons  du  point  A  une  perpendiculaire  sur  la 
directrice,  soit  P  son  pied.  Menons  la  bissectrice  AD  de 
l'angle  PAF;  le  point  D  divisera  l'arc  FB  en  deux  parties, 
dont  les  sinus  seront  comme  sinus  AP  est  à  sinus  AF. 
Pour  avoir  un  sommet,  il  suffit  donc  de  diviser  l'arc  F  m 
delà  même  manière.  Pour  cela,  il  faut  prendre  à  partir 
du  milieu  I  de  /nP  un  are  IH  d'un  quadrant,  et  joindre 
H  au  point  D,  la  rencontre  de  l'arc  HD  avec  l'axe  sera  un 
des  sommets;  faites  la  même  construction  après  avoir 
tracé  la  bissectrice  extérieure  au  sommet  A  du  triangle 
PAD,  vous  aurez  le  second  sommet  de  la  courbe. 

Problè;me.  Etant  donnés  unfoyerY  et  trois  points  A, 
B,  C  d'une  conique  sphérique^  la  construire. 

La  construction  géométrique  qu'on  emploie  sur  un 
plan  s'applique  sur  la  splière  et  donne  quatre  solutions. 
Nous  allons  indiquer  la  solution  analytique.  Si  nous  pre- 
nons le  foyer  comme  origine  des  coordonnées  et  des  axes 
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rectangles,  réqualioii  de  la  courbe  sera 

x^  +  y  =z  (  my  4-  n.r  -f--  />  )% 

w,  /i,  p  sont  les  inconnues.  Soient  a  et  ojes  tangentes  des 
coordonnées  du  premier  point,  et  ô  la  tangente  de  sa 
distance  au  foyer,  etc.,  nous  aurons  les  trois  équations 

doS  =  m^  -\~ /i a   -h/?, 

Prenons  d'abord  les  signes  supérieurs,  nous  aurons  faci- 
lement m,  net  p,  sous  la  forme 

A^  +  Brr  +  cr.... 

Si  nous  prenons  les  doubles  signes  pour  ô'  et  â'^  seule- 
ment, nous  aurons  quatre  systèmes  de  valeurs  pour 
w,  n,  p.  Quant  à  prendre  le  double  signe  pour  cî,  cela 
reviendrait  à  clianger  à  la  fois  les  signes  de  m,  de  ri  et 
de/?,  ce  qui  donne  les  mêmes  directrices  et  par  suite  les 
quatre  mêmes  courbes. 

Lemme  I.  Etant  donnés  deux  points  A  et  B,  trouver 
le  lieu  du  point  M  tel^  que  l'angle  AMB  soit  droit. 

Prenons  pour  origine  le  point  milieu  de  l'arc  AB,  ap- 
pelons 2a  la  distance  AB  que  je  supposerai  moindre 
qu'un  quadrant,  z  la  latitude  de  m  elx  sa  longitude  ou 
son  abscisse,  nous  avons  par  une  propriété  connue  du 
triangle  rectangle 

sin^ z  =  tang  [a  -\-  x) . tang  [a  —  :»■  ). 

C'est  Téquation  du  lieu,  mais  il  faut  quelques  transfor- 
mations pour  reconnaître   la  nature  de  la  courbe.  On   a 

d'abord 

taim^<7  —  laniï-\r 

sin^z  =  — 2 ^_  ; 

i  ~~  t'' a  lani;^.c 


i 
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(le  là 

si  nous  projetons  Tare  z  sur  Taxe  des  j  et  que  nous  appc- 
lioïjs  Y  la  laiii^cMle  de  la  projection,  nous  trouverons 


sin'  a  \        tang^  a 


COS  2  rt 

ou,  plus  simplement, 

I!     Ïl — 

en  posant 

sin'  â' 

=:  b-,    et     tani;  <?  =  a. 

COS  2/7 

C'est  donc  une  ellipse  sphérique  ;  les  foyers  se  trouvenl 
sur  l'axe  des  j. 

Remarque.  Si  on  prend  pour  origine  le  point  A,  on 
arrive  plus  simplement  encore  au  résultat  qui  est 

x'^  +  J>'^  —  A ^  •=  G. 
A  expi'ime  la  tangente  de  l'arc  donné  AB. 

Lemme  il  Etant  donnés  deux  points  A  et  B,  trouver 
le  lieu  du  point  m  tel ,  que  les  sinus  des  distances  de  w\ 
à  A  e^  à  B  soient  dans  un  rapport  donné. 

Ce  problème,  comme  dans  la  géométrie  plane,  se  ra- 
mène au  précédent.  Le  lieu  est  donc  une  ellipse  sphérinue. 

Problème.  Etant  donnés  la  directrice  d'une  conique 
sphérique  et  deux  points  A,  B,  trouver  le  lieu  du  foyer. 

Ce  problème  se  ramène  facilement  à  trouver  le  lieu  des 
points  tels,  que  les  sinus  de  leurs  distances  aux  pointa 
donnés  soient  comme  les  sinus  des  distances  de  chaque 
point  à  la  directrice.  Le  lieu  est  donc  une  ellipse  dont 
l'axe  est  dirigé  suivant  l'arc  AB5  une  extrémité  de  cet  axe 
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est  à  la  leucoiiliL'  (1  de  l'arc  AB  proloiij^c  jusqu'à  la  di- 
rectri<c.  Ou  peut  tiouvei  Taulrc  extrémité  pai  la  cou- 
structiou  suivante  :  Abaissez  des  points  A  ,  B  les  arcs  AA', 
\]\V  perpendiculaires  à  la  directrice;  soit  O  leur  reii- 
coutie  ;  joignez  lo  point  O  à  la  rencontre  des  diagonales 
du  quadrilatère  AI)A'TV  par  un  arc  coupant  AB  eu  un 
point  D;  les  quatre  points  C,  A,  I),  B  sont  harmoiii(|ues; 
donc  on  a 

sinAD sinAC        siriAA' 

sirTBD  ~~  sin  BC  ~"  sinBB'* 

Donc  le  point  D  est  un  point  du  lieu  demandé;  il  en  est 
de  même  de  sa  projection  D'  sur  la  directrice.  On  pourra 
trouver  le  second  axe géoméuiquement  au  moyen  de  cette 
propriété  évidente  du  cercle  principal  :  les  tangentes  des 
ordonnées  de  deux  points  correspondants  dans  la  courbe 
et  le  cercle  principal  sont  comme  les  tangentes  des  deux 
demi-axes  de  la  courbe. 

Problème.  Etant  donnés  la  directrice  et  trois  poiiils, 
construire  ht  courbe. 

Ce  problème,  d'après  ce  qui  précède,  se  ramènera  à 
constiuire  deux  ellipses  dont  rintersection  donnera  le 
foyer.  Si  Ton  voulait  le  résoudre  par  l'analyse,  on  pour- 
rait prendre  la  directrice  pour  axe  des  y  et  l'équatiou  de 
la  courbe  serait 

«^r'  =  (y  —y y  4-  [x  —  x/y -\-  {jx'  —  y'xy, 

.r',  r'  désignant  les  tangentes  des  coordonnées  du  foj^er. 
Les  coordonnées  des  trois  points  devant  vérifier  cette 
équation,  on  serait  conduit  à  résoudre  trois  équations  à 
trois  inconnues,  n  s  élimiiie  immédiatement,  et  il  reste 
deux  équations  du  second  degré  entre  x'  et  y'  dont  cba- 
cune  représente  une  des  ellipses  (>i-dessus  indiquées. 

Propriétés  de  V ellipse  rapportée  à  ses  axes.  On  a  vu 


(  .i5  ) 
(ju't.'IU;  avait  pour  tMjualioii 

Si  sur  AB  comme  diamètrtî  on  dcciif  un  cercle  qu'on  appel 

FiG .     I  . 

p 


leia  cercle  pritLcipal ,  ou  aura,  entre  les  ordonnées  Y  et  j 
de  ce  cercle  et  de  Tellipsc  correspondantes  à  une  même 
abscisse,  la  relation 

Cette  relation  a  également  lieu  pour  les  arcs  latitudes 
des  deux  points  ou  leurs  projections  sur  l'axe  des  j".  De  là 
résulte  un  moyen  de  construire  l'ellipse  par  points  quand 
on  connait  ses  axes.  On  mènera  par  un  point  M  quel- 
conque du  cercle  principal  l'ordonnée  MD  ;  on  joindra 
P  et  M  par  un  arc  de  grand  cercle  qu'on  prolongera  jus- 
(ju'à  la  rencontre  de  Taxe  AB  en  H;  on  joindra  CH  par 
un  arc  qui  coupera  l'ordonnée  MD  en  un  point  IN.  Ce 
point  appartiendra  à  la  courbe. 

Si  1  on  joint  deux  points  M,  N  de  l'ellipse  par  un  arc  de 
grand  cercle  et  les  points  correspondants  du  cercle  prin- 
cipal par  un  second  arc  M',  N',  ces  deux  arcs  viendront 
coupei  Taxe  commun  au  môme  point.  Si  les  deux  points 
M  et  jN  sont  supposés  infiniment  voisins ,  on  aura  le  corol- 
laire suivant  : 

Deux  tangentes  menées  l'une  à  l'ellipse,  l'autre  au  cer- 
cle principal  en  des  points  correspondants  coupent  l'axe 


(  256  ) 
(^onniiun  au  mùiiie  [joint.  Co  qui  donne*  un  moyen  i^'éonic- 
iricjue  de  laiic  passer  par  un  point  quelconque  une  lan- 
i;ente  à  une  ellipse  sphéri(|ue,  ci  aussi  de  mener  une  tan- 
gente commune  à  deux  ellipses  ayant  leurs  axes  a  ,  a!  sur 
un  même  cercle,  et  les  tangentes  des  quatre  axes  étant 
données  en  proportion. 

Problîîme.  Etant  donnés  les  directions  des  axes  d'une 
ellipse  el  deux  points,  trouver  la  grandeur  des  axes. 
Soient  A  et  B  les  points  donnés ,  A^  et  B'  les  points  cor- 


respondants du  cercle  principal  supposé  connu,  C  et  C  les 
points  symétriques  de  B  et  B',  X  la  rencontre  de  l'arc  AB 
avec  l'axe  OX ,  Y  la  rencontre  du  même  axe  avec  l'arc  AC 
ou  avec  A'C^  enfin  P  la  rencontre  des  arcs  A' A  etB'B. 
D'après  un  théorème  démon  lié  plus  haut  sur  les  sécantes 
menées  d'un  même  point  X ,  l'arc  PY  sera  la  polaire  de  X. 
Soit  T  le  point  où  cette  polaire  coupe  le  cercle ,  le  triangle 


OTX  sera  rectangle  et  donnera 


tangOX.tangOY 


tani;' .  OT  =  tang'  a 


[a  étant  le  demi -axe  sur  OX).  On  construira  donc  a  en 
se  servant  du  théorème  sur  la  sécante  et  la  tangente  au 
cercle  menées  d'un  même  point.  L'autre  axe  se  trouve  de 
même . 


(  -^57  ) 

PiiouLKME.  On  donne  un  des  axas  d  une  cUtj)sti  en 
divecùon  et.  trois  points  ,  trouver  le  centre  et  les  axes  en 
i^randcur. 

Soient  A  ,  B,  C  les  points  donnés,  MN  la  direction  (h 
Taxe  a  inconnn,  ri  O  le  (onfic  snpposé  connu -,  soit  en- 

l'K;.   3. 


core  B'  le  symétricpie  de  B-,  prolongez  les  arcs  AB  et  AC 
jusqu'à  la  rencontre  de  Taxe  aux  points  X  ,  X'.  On  aura  , 
d'après  \o  problème  précédent, 

tang^«  =r  tangOX.  tangOY. 
Opérant  de  même  sur  les  points  A  et  C ,  nous  aurons 

tang^  a  =  tang  OX' .  rang  OY'. 
Si  nous  prenons 
OZ=?.OY,     0N  =  20X,      0Z'r:r20Y%      0M  =  20X', 

et  que  sur  ZN  pris  pour  arc  nous  décrivions  un  cercle  et 
un  autre  sur  mZ',  il  suffira  de  construire  Taxe  radical  de 
ces  deux  cercles,  et  son  intersection  avec  MN  donnera  le 
centre.  La  tangente  menée  de  ce  point  à  l'un  des  cercles 
fera  connaître  le  demi-axe  a. 

Théorème.  Datis  une  ellipse^  les  tangentes  carrées 
des  latitudes  de  deux  points  sont  comme  les  produits 
des  sinus  des  segments  déterminés  sur  r axe  par  les  or- 
données des  deux  points. 
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Si  dans  1  (Mjualioii  de  ri'llipsc  nous  remplaçons  l'or- 
donnée géoniétii<|ue  par  la  lalitudx^,  Il  faudra  au  lieu  dey 

Y  il'-  1 

iTiellie  —->  ee  ([ui  tiansioime  1  équation  et  donne 


cos  X 


Y-       sin^a; 
0'       sm^  Ci 


de  là 


y. 

y1 


sin- a  —  sin^ x         sin  [u  -{-  x-)  sin  (a  —  x) 


sin'^a  —  sin\r'        sin  (a  -f-  jc')  sin  (a  —  x') 
Diauièlres  dcms  V ellipse  sphérique. 


Si  par  un  point  A  si  lue  à  90  degrés  du  centre  on  mène 
un  are  séeant  aux  points  B  et  C ,  qu'on  détermine  le 
centre  sphérique  des  moyennes  distances  des  points  B  et 
C,  c'est-à-dire  un  point  tel,  qu'on  ait 


tang^' 


tangJT 


tangX  =  - 

le  lieu  de  ee  centre  sera  ujmî  circonférence  de  grand  cercle 
passant  au  centre  :  on  la  nomme  dianielve  relatif  aux 
cordes  partant  de  A.  En  ciTet,  appelons  A  la  tangente 
de  la  latitude  de  A,  l'équation  de  toute  circonférence 
passant  par  le  point  donné  sera 

y  ■=.  kx  -\-  h. 

Combinons  cette  équation  avec  celle  de  la  courbe  et  pre- 
nons la  demi-somme  des  racines  ,  puis  éliminons  ê^  nous 
aurons  comme  sur  un  plan 

____    h' 


«- A 

ce  qu'on  avait  énoncé.  Soit  A'  le  coellicienl  de  cette  cir- 
conférence ,  nous  aurons 


A  A' 


J 


On  voit  (I  .i[)iôs  (  (Mtc  rolalioii  (juo  si  l'on  [)r(M(l  sur  le 
<li;im(Mn'  M\  une  l()iii;u(Mn  OD --=--?  les  tordes  iucih'îcs 
<lu   |)oiiii    I)    .'luroiii   pour  cliauu'lic  OA.    Ainsi    l(;s  doux 

l'K..     /,. 


cerclrs  OA  ol  OD  sont  tels,  qut;  cbaïuii  est  le  diamèlie 
des  eoi'des  concouraul  avec  FauUe  à  yo  degrés  du  centre. 
Ou  les  nomme  rlin/nètres  conjugués.  Si  Ton  joint  A  aux 
points  M  et  JN  ,  on  a  évidemmcul  deux  tangentes  ,  eu  sorte 
que  la  polaire  d'un  point  A  à  90  degrés  du  centre  n'est 
autre  que  le  diamètre  des  cordes  menées  de  ce  point.  Si 
par  le  point  C,  extrémité  de  Vaxe,  on  lui  mène  un  arc 
perpendiculaire  prolongé  jusqu'à  la  rencontre  de  deux 
diamètres  conjugués,  puis  qu'on  projette  les  arcs  CL, 
CIN'  sur  l'autre  axe,  on  aura,  en  nommant  p  et  /;'  les 
tangentes  en  valeur  absolue  de  c{;s  projections, 

quant  aux  axes  eux-mêmes,  on  aura 

tangCL  .  tangCN'  --  h'  cos-a. 

Applications.  Ktanl  donné  un  diamètre OiN, construire 
géométriquement  son  conjugué. 

On  y  parvient  aisément  à  Taidc  du  iliéorème  sur  les 
sécantes  au  cercle  menées  d'un  même  point. 

'7- 
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Application.  ÊLani  donnes  les  axes  cl^une  ellipse^ 
construire  deux  diamètres  conjugués  qui  fassent  entre 
eux  un  angle  u  (a  <^  ()o  de  grés  y 

Supposons  le  problème  résolu,  cl  soient  OM,  OjN  les 
rieux  diamètres  demandés  et  OA  l'axe;  prolongeons  ces 

FiG    5. 


irois  arcs  jusqu'à  leur  rencontre  on  M',  N',  A'  avec  un 
grand  cercle  ayant  O  pour  pôle;  l'arc  M'N'  sera  égal  à 
a ,  et  l'on  aura 


w  » .  /  w  ^./       tang  AM .  tan  g  AN 


sin-rt 


a' 


a  et  h  représentant  les  tangentes  des  demi-axes.  Si  donc 
on  élève  aux  points  A  et  B,  extrémités  des  axes,  deux 
arcs  perpendiculaires  se  coupant  en  M'^,  qu'on  prolonge 
l'arc  M  ^'jusqu'en  T,  on  aura 


donc  on  a 


tangA'T=  -; 


tangA'M'.  tangA'N'  =  tang'^A'T. 


Le  problème  est  donc  ramené  à  diviser  un  arc  M'JN'  en 
deux  segments  tels ,  que  le  produit  de  leurs  tangentes 
égale  tang*A'  T.  Pour  cela ,  je  prends 


A'S=:2A'T      er      SS'=:2a: 


(  ^6i  ) 
sur  SS'  comme  arc  diamétral  je  décris  un  cercle,  et  deO 
comme  pôle  un  antre;  cercle  avec  OS  —  A' S  comme  dis- 
tance polaire  j  je  suppose  (pie  les  deux  cercles  se  coupenf 
en  V,  V-,  je  projeta;  V  sur  8S'  et  j'ai 

RS'          RS                RV               .SA'       b' 
fanij;  —  tan^  —  =  tang^  —  =  tant'' =  — -  ; 


or 

RS       RS' 

\ =  a; 

2  2 

donc  il  suffit  pour  achever  la  construction  de  prendre 

A' M'  et  A'N'  égaux  aux  arcs  — >  — >  et  de  prendre  O 

aux  points  M',  N'  ainsi  obtenus. 

Discussion.  Pour  que  les  cercles  se  coupent,  il   faut 
qu'on  ait 

A'S<a, 
OU 

tang'A'T<[  tanga, 

OU 

.         lab 

ce  qui  donne  le  minimum  de  l'angle  aigu  formé  par  deux 
diamètres  conjugués.  Quand  on  prend  pour  a  sa  valeur 
minimum,  il  résulte  de  la  construction  que  les  deux  dia- 
mètres sont  également  inclinés  sur  l'axe,  et  par  consé- 
quent sont  égaux  j  ils  sont  représentés  par  OIVFT  et  sont 
symétriques  par  rapport  à  l'axe  de  la  courbe. 
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OIESTIO^S. 


442. 


sin  (g,  +  g?  -F  «3  -+••••  -f-  "-n) 
sin  «0  sin  (a„  -j-  a,  -f-  a.j  -h  .  .  .  H-  > 

sin  «i 


sin  a. 


sin  a,,  sin  (a 
.  .  .-h 


«,)        sin  (au -f- a,)  sin  (ao  H- a,  +  «2) 
sin  a„ 


sin  (ao  4-  a,  -+-...-•+-  «„._,)  sin  (ao+  a,  4-  a,  +...-+-  a„) 

(Oscar  Werner.) 

443.  Par  un  pointyZxe  donné  dans  le  plan  d  une  co- 
nique passe  une  sécante  mobile^  trouver  le  lieu  géomé- 
trique du  point  d'intersection  des  deux  normales  menées 
à  la  conique  aux  deux  points  où  la  sécante  coupe  la  co- 
nique. Quel  est  le  lieu  lorsque  le  point  (îxe  est  un  foycii^ 

444.  On  a  ti  urnes  renfermant  chacune  les  m  premiers 
numéros.  On  tire  un  numéro  de  chaque  urne  5  quelle  est 
la  probabilité  que  la  somme  des  nombres  sortis  i"soit  égale 
à  un  nombre  donné,  2°  soit  comprise  entre  deux  nombres 
donnés  ? 

445.  Si  dans  un  déterminant  d'ordre  n  on  efface  tous 
les  termes  qui  renferment  au  moins  deux  éléments  de 
l'une  quelconque  des  deux  diagonales  ou  d  une  parallèle 
à  ces  diagonales,  quel  est  le  nombre  des  termes  restants  ? 
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SOLUTION  m  \À  (KIESTION  151   (PUOIIIIET) 

i  voir  I»,  is;;)  ; 

Pau   m.    Ai.bf.rt  BERGIS, 
l.\r\\\  do  seconde  au  lycée  Gharlcma^jiK;  (classe  d<;  M.  Koiiché). 


AlK^iDEFe^f  un  hexagone  inscrit  dans  une  circonfé- 
rence. Si  Ion  pose 

T>Ez=:a',      FA  =  è',      BC=r', 

CF=:A,      BE  =  B,      AD=:G, 

oïl  aura 

A.B,C  =  an'  A -h  bb'B  -h  ce' C -h  abc  ■+■  a'  b' c'. 

Désignons  par 

B',     C,      D',     E',      F,     A', 

les  diagonales 

AC,     BD,     CE,     DF,      EA,      FB. 

Le  théorème  de  Plolémée,  appliqné  successivement  aux 
ipiadiilatères  inscrits  CEBF,  BCAF,  ABCD,  BCDE, 
donne 

(i)  D'.A'  =  A. R  — ce', 

(2)  A'B'  =  b'  c'  -haA, 

(3)  B'C'=::«^ -hc'C, 

(4)  CTi'  =  a'c'  -^  bB. 

Eu  muliipliant  (i)  par  (3)  et  (2)  par  (4),  on  obtient 
pour  le  produit 

A  .B  ,C  ,D', 
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les  deux  valeurs 

(ab  -h  c'C)  (AB  — C6-'), 

[b'  c'  -^nA.){a'  c'  -^  bJ^), 

qu'il  siif(it  d'égaler  pour  trouver,  réductions  faites,  la  re- 
lation à  démontrer. 

Note,  M.  L.-M.-A.-G.  If^ndanson,  professeur  à  Tour- 
nus,  constate  qu'il  n'existe  que  deux  systèmes  distincts 
de  trois  quadrilatères  qui  mènent  chacun  au  but. 

MM.  L.  Brault  (institution  Barbet),  L.  Cliaillot  (classe 
de  M.  Lenglier,  lycée  de  Versailles),  H.  Hermary  (lycée 
de  Saint-Omer,  classe  de  M.  Souillart),  Mendes  (lycée 
Saint-Louis,  classe  de  M.  Briot),  J.  Grouvelle  (lycée 
Louis-le-Grand  ,  classe  de  M.  Vieille),  ont  résolu  la  ques- 
tion de  la  même  manière. 


SOLUTION  DE  LA  QliESTIO^  Wi 

(voir  t.  XVI,  p.  401>; 

Par  m.   g.   JOURNEAUX,    de  Liège. 


Deux  points  matériels  parcourent  d'un  mouvement 
uniforme,  avec  des  vitesses  données  en  grandeur  et  en 
direction,  deux  droites  situées  dans  l'espace;  trouver 
l'équation  de  la  surface  décrite  par  la  droite  variable  qui 
passe  par  deux  positions  simultanées  des  points  matériels. 

Soient  M  et  M'  les  deux  points  mobiles,  i^  et  v^  leurs 
vitesses,  A  et  A'  leurs  positions  respectives  sur  les  droites 
données  à  l'origine  du  mouvement,  et  posons  AA'=  20. 
Prenons  le  milieu  O  de  AA'  pour  oiigine,  pour  axe  des  z 
la  droite  A  A'  elle-même,  et  pour  axes  des  x  et  Aasy  les 
parallèles  menées  par  le  point  O  aux  deux  droites  don- 
nées.  Les   coordonnéos  positives   sont  romptérs  dans  le 


(  265  ) 
sens  du  niouvcnienl.  JiCs  écpialions  de  la  droile  AM  seront 

z  =  ô     et     /  =  ()  ; 

celles  de  la  droite  A'  M' 

z  =  —  ô     cl      JC  =  o. 

liCs  eoordoiinées  du   point  M,  après  uu    temps   quel- 
eonque  f,  seront  donc 

X  =  vty     y  =0     et     z  =  ê  ; 

eelles  du  point  M',  au  même  instant, 

a;  =  o,     y  =  v'  e     et      z  =  —  S. 

On  aura  donc  pour  équation  de  la  droite  passant  par  ces 
deux  points 


(D)  i  et 


or—  i't=—{z  —  ê) 
là 


—  v'  t 


et,  en  éliminant  t  entre  ces  deux  équations,  on  obtiendra 
pour  ré(juation  de  la  surface 

(S)  -      _      r 


(.  (fî-f-z)         v'(§  —  z) 

Les  sections  de  cette  surface  par  les  plans  des  xz  et 
des  j'z  sont,  comme  on  devait  s'y  attendre,  les  deux  droites 
données  elles-mêmes.  La  section  par  le  plan  des  xy  est  la 
droite 

z  =z  Oj      Y  =  —  .r. 

V 

Ainsi  la  surface  représentée  par  Téquation  (S)  est  un 
]>araboloïde  hyperbolique,  puisque  le  pnr;)boloïde  hyper- 
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boliqiie  (!st  la  seule  des  suiiaccs  du  second  oïdie  sur  la 
(juelle  ou  puisse  irouvc  r,  comme  ici,  trois  droites  paral- 
lèles   à    un    même  plan,   el   non   situées   dans  un   même 
plan. 

Ce  paraboloide  est  déterminé  géométriquement,  puisque 
nous  connaissons  trois  génératrices  d'un  même  système. 
Si  l'on  veut  qu'il  soit  donné  par  deux  direclrices  et  un 
plan  directeur,  nous  remarquerons  que  la  droite  mobile 
qui,  d'après  l'énoncé  du  ])roblème,  engendre  la  surface, 
doit  coïncider,  dans  ses  positions  successives,  avec  les  gé- 
nératrices du  second  système.  Or,  si  Ton  élimine  z  entre 
les  équations  (D)  de  cette  droite,  on  trouve,  pour  équa- 
tion de  sa  projection  sur  le  plan  des  xy, 


X 


y 


=  t. 


La  droite  mobile  est  donc  constamment  parallèle  à  un 
même  plan,  ce  que,  du  reste,  on  savait  déjà,  et  l'on  ob- 
tiendra ce  plan  directeur  en  menant  par  Toriglne,  dans  le 
plan  des  xy,  la  droite 


X         r 

-4-   ^=rO, 


et  faisant  passer  un  plan  par  cette  droite  et  l'axe  des  z. 

On  pourra  ensuite  prendre  pour  directrices  les  deux 
droites  données  AM  et  A'  M'. 

La  droite 


x        y 
z  =  o,      -H ;  =  O, 

('  V 


intersection  des  deux  plans  directeurs,  fait  connaître  la 
direction  de  Taxe  du  paraboloide. 

Nofc  du  Rédacteur.    Deux  droites   étant   lencontrées 
par  un  faisceau  de  plans  sont   coupées    lioniographique- 
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ment,  c  ('Sl-à-tlirc  (jiic  (j(ialr<,'  poliiLs  )jU(lr<ui(|U('.s  d'inlCM*- 
scclioii  siii-  1.1  prcmirrc  droilc  (loiincul  le  nirmc  rapport 
anliarmoin(jiu'  (pic  les  (piali(î  points  (  oi  rcspondants  delà 
seconde  droilc  :  en  joii;nant  les  points  d  inlerseetion  cor- 
respondanls  par  desdioites,  on  obtient  les  él(''m(Mils  reeti- 
I ignés   d  nn    livpeiboloidc  à   une  nappe-   car   toutes   ces 
droites  rencontrent  les  droites  données  et  l'arête  du  fais- 
ceau. Lorsque  cette  arête  s'éloigne  à  l'infini,  en  d  autres 
lernies,  lorscjue  les  plans  deviennent  parallèles,  l'hyper- 
holoïde  devient  parabolique,  et,  réciproquement,  lorsque 
deux  systèmes  de  points  sont  disposés  homograpliique- 
mcnt    sur   deux  droites,  et  que  trois  des  quatre  droites 
qui  joii;nent  des  points  correspondants  rencontrent  une 
même    droite,    toutes    les   droites   de    jonction    sont  sur 
n\\  hyperboloïde  à  une*  nappe  \  et  si  trois  droites  de  jonc- 
iioii  sont  parallèles  à   un  même  plan  cet    hyperboloïde 
devient   parabolique.  Or,    dans  deux    mouvements   uni- 
formes rectilignes,  les  points  correspondants  sontévidem- 
uicnt  en  relation  homographique,  et  les  droites  de  jonc- 
tion sont  parallèles  au  plan  qui  projette  la  position  initiale 
de  la  droite  mobile  sur  le  plan  parallèle  aux  deux  direc- 
trices \  donc  cette  droite  décrit  un  paraboloïde  hyperbo- 
lique. 

Remarquons,  en  passant,  qu'une  droite  qui  s  appuie 
constamment  sur  trois  autres  comme  directrices,  décrit 
un  hyperboloïde  à  une  nappe,  excepté  lors(jue  les  trois 
directrices  sont  parallèles  à  un  même  plan;  on  obtient 
alors  un  paraboloïde  hyperbolique.  Lorsque  deux  points 
parcourent  d'un  mouvement  uniforme  deux  droites  dans 
un  même  plan,  les  droites  de  jonction  ont  pour  enveloppe 
une  ellipse,  et  les  droites  données  sont  parallèles  aux 
diamètres  conjugués  éj^aux  de  celte  ellipse. 

MAL  Laquières  (lycée  Saint-Louis),  Groloiis  (institu- 
tion   Verdot),    Lamacq    (instilniion    Massin),   Rassicod 
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(lycL'o  Saint-Louis),  Robin  (aspirant  répétiteur  au  lycée 
de  Brest),  ont  résolu  la  question  de  la  même  manière. 


NOTE 

Stir  l'équalion  aux  carrés  des  différences  des  racines  d'une  équalion 
du  quatrième  degré  ^ 

Par  m.  Michael  ROBERTS. 


Étant  donnée  l'équation 


posons 


8  a'  À  =  ace  -t-  2  bcd 


acP  —  eb''  —  c^, 

i'équation   aux  carrés  des  différences    des   racines  peut 
a  manière  suivante  : 


s'écrire  de  1 


—  256Cf/CT  -f-  a)^.(  i3^^ —  }44  o^  -f  1296/x) 
-+-  188.8' (p^  —  P)  =  o, 

«în  sorte  que  si  l'on  a 

p.  :rr  n^,       \  :=  CJ-'j 

celte  dernière  équation  se  réduit  à 

^{1  —   I2ct)'  r=  G. 

Or,  les  équations  que  je  viens  de  poser  sont  précisément 
les  conditions  pour  que  le  premier  membre  de  l'équation 
donnée  soit  un  carré  parfait,  et,  dans  ce  cas,  récjuation 
au  carré  des  différences  de  ses  racines  a  évidemment  deux 


(  -'«9  ) 
racines  éj^alos  à  zoio,  el  tulles  ((ui  icsleiil  oui    louhs  l.v. 
menu;  valeur,  savoir,  i2zs. 


EXTËNSIOIV  DE  L\  LOI   M  KODE; 

Par  m.   DURAND, 

ProÉcsseur  de  malhomali<iucs  au  Prylancc  de  la  Flèche. 


Ou  sait  que  le  iu)rnbre  4?  ajouté  aux  différents  termes 
de  la  série 

o,     3,     6,     12,     24,     4^>     9^>  •  •  • 

dont  chaque  terme,  à  partir  du  troisième,  est  double  du 
précédent,  donne  des  nombres  .sensiblement  proportion- 
nels aux  distances  des  planètes  au  soleil. 

N'est-il  pas  naturel,  d'après  cela,  d'examiner  si  la  loi 
de  Bode  ne  s'a])pliquerait  pas  aussi  aux  satellites  ? 

C'est  ce  que  j'ai  essayé,  et  j'ai  trouvé  que  le  nombre  3, 
ajouté  aux  mêmes  nombres 

3,     6,      12,     24, 

donne  assez  exactement  les  distances  connues  des  satel- 
lites de  Jupiter  à  leur  planète. 
On  trouve,  en  effet, 

nombres  très-peu  différents  de 

6,o5,     9,62,      i5,35,     26,998, 

qui  expriment  les  distances  des  satellites  de  Jupiter  à  la 
planète,  le  rayon  de  Jupiter  étant  pris  pour  unité. 

Cette  remarque,  que  je  crois  nouvelle,  peut  servir  au 
moins  à  fixer  dans  la  mémoire  les  distances  de  Jupiter  à 
ses  quatre  satellites. 

Les  mêmes  recherches,  appliquées  aux  anneaux  et  aux 


(  '-*7^  ) 
>alcllil(:s  (les  aiilrcs  planèlcs,  clounciil  des  ivsultuls  moins 
satisfaisants^  cependant,  malgré  plusieurs  cxceplionS;,  on 
peut  dire,  en  tenant  comple  de  l'incertitude  des  observa- 
tions, ([ue  l'esprit  général  de  la  loi  se  manifeste  encore  , 
c'est-à-dire  que  les  dislanros  déterminées  sont  sensible- 
ment proportionnelles  aux  nombres  fournis  par  la  loi  de 
l5ode. 

Poui  montrer  que  la  loi  de  Bode  s'étend  aux  satellites 
de  Saturne,  je  regarde  chacun  des  anneaux  de  cette  pla- 
nète eomm(.'  un  satellite  dont  la  distance  au  centre  de  la 
planète  est  moyenne  entre  les  distances  des  deux  bords 
(le  l'anneau  au  centre.  Et  je  regarde  au  coiilraire  le 
deuxième,  le  troisième,  le  quatrième  satellite  (qui  se 
meuvent  dans  bt  même  plan,  et  dont  les  dislan(es  au 
centre  diffèrent  assez  peu  entre  elles,  en  comparaison  des 
distances  des  satellites  supérieurs),  je  rej^arde  (es  trois 
satellites  comme  les  débris  d'un  même  anneau,  dont  la 
dislance  jiioyenne  au  centre  seiait  la  moyenne  des  dis- 
tances des  trois  satellites  au  centre  de  la  planète. 

.riinit(;  ce  qui  se  fait  ])our  les  planètes  télescopi(jues 
compiises  entie  Mars  et  Jupiter. 

Je  trouve  ainsi  : 

i'"'^  anneau  . i  ,66 

a*"  anneau .     ...       2,0-^ 

i'"  satellite    3,35 

?/  satellite 4'^°  j 

3^  satellite 5,28?  '^36 

4"  satellite.  .     .     .    6,82  ) 

S*^  satellite 9,69. 

&  satellite 22,08 

-j*^  satellite.  ...            .     .  3o  ,89 

8«  satellite 64,36 

uonibics  sensiblement  proporlioinuîl.s  à  ceux  (jue  louriiit 


i;i  loi  (le  ImxIc,  sans  .iik  iiim;  inodilicalinii  -  <  ai  en  pK-iiatil 
le  lli'is  (le  cliatjiu'  MoiMbrc  de  la  séiic 

4,      7,       lo,       1^,       -'S,      50-,      ()(),       i()2, 

on  troiix* 

1,33,     ?,33,     3,33,     5,33,    <),33,     17, 33,    3o,33,    G5,33, 

tous  CCS  nombres,  excepté  le  sixième,  sont  à  pen  près 
irwx  (pic  (omîiil  l'observation. 

Quanl  à  Uranus,  ses  satellites  sont  très-peu  connus, 
quelques-uns  incme  n'ont  été  apeiçus  que  par  Herschcl -, 
leurs  clénienls  sont  donc  très-incertains,  et  cependant 
leurs  dislances  au  centre  de  la  planète  se  rapprocbent 
encore  des  nombres  fournis  par  la  loi  de  Bode. 

Ces  dislances  soni  représentées,  en  effet,  par 

7,      10,      i3,     20,     49,     91, 

(jui  l'appellent  assez  bien 

7,      H),      16,      28,      52,      100. 

Si  des  observations  plus  précises  venaient  coniirmei 
cette  application  de  la  loi  de  Bode  aux  satellites  d'Uranus, 
l'absence  du  premier  terme  4  semblerait  indiquer  l'exis- 
tence d'un  neuvième  satellite  encore  inconnu  ou  d'un 
anneau. 

JVotfi  du  Rédacteur.  Les  temps  de  révolution  et  de  ro- 
tation sont  égaux  pour  les  satellites  et  inégaux  pour  les 
planètes.  Ceci  annonce  évidemment  une  diversité  dans 
les  circonstances  initiales  de  foimation,  circonstances 
encore  inconnues  et  dont  dépendent  les  distances.  La  loi 
de  Bode  n'est  qu'une  espèce  d'int(îrpolation  qui  présente 
un  avantage  mnémonique. 
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DÉMONSTRATION  ÉLÉMENTAIRE 
DES  AIRES  DES  DEIX  ELLIPSOÏDES  DE  RÉVOLUTION 

(voir  t.  1",  p.  80  et  524;  l   III,  p.  466), 

D'après  M.  Sthephano  GRILLO, 

Ingénieur  civil , 
Membre  de  la  Société  des  architectes  in^jcnieurs  civils  de  Genève. 


1 .  Soient  M  un  point  d'une  courbe  plane,  et  P  la  projec- 
tion orthogonale  de  ce  point  sur  un  axe  situé  dans  le  plan 
de  la  courbe^  si  Ton  prolonge  l'ordonnée  PM  jusqu'à  N, 
et  que  l'on  prenne  PN  égale  à  la  partie  de  la  normale 
menée  en  M,  interceptée  par  l'axe,  le  lieu- du  point  N  est 
une  seconde  courbe  plane.  Soient  M'  et  N'  deux  autres 
points  correspondants,  on  a  alors  ce  lemme  : 

L'aire  du  trapèze  mixtiligne  PNN'  P^;,  multipliée  par 
2  7r,  est  égale  à  V aire  engendrée  par  V arc  MM'  tournant 
autour  de  Taxe. 

La  proposition  est  évidente  lorsque  MM'  est  arc  de 
cercle  et  Taxe  un  diamètre. 

En  décomposant  les  deux  trapèzes  mixtilignes  MM'  PP', 
NN'PP',  en  trapèzes  élémentaires,  on  démontre  le  lemmc 
par  des  considérations  infinitésimales. 

2.  Ellipse  allongée.  Soient 

l'équation  d'une  ellipse  -, 

AA'=  2fl  =  grand  axe, 
BB'  z=  ib  =  petit  axe, 

et  a^  —  b^  z=  c^.  Le  grand  axe  est  Taxe  de  révolution. 
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La  siîconiln  combe  (celle  (l<'s  ^)  a  [)oui'  é(|uaru>n 

n'y-'  -H  b'  <:\r'=  a'  b\ 

seconde  ellipse  (|ul  a  iiiciiie  j)clil  axe  2/f  (jiie  la  pieiiiièrc. 
Si  en  A  cl  A'  on  mène  des  langenles  à  la  première  el- 
lipse, reneonlraiit  la  seconde  en  L  (;l  L',  d  après  le  lemme, 
l'aire  de  rdlipsoïde  est  égale  à  l'aire  dn  trapèze  mixti- 
ligne  ALL'A',  multipliée  par  27r.  Or,  Taire  de  ce  trapèze 

est 

,    /  a    \  b 

au      cos  a  H — : ou      -  ;:=:  cos  a. 

\  sina/  a 

Donc  l'aire  de  l'ellipsoïde  allongée  est 
^i^ao  I  cos  a  -4-  -: — 


sin  a 

(T.   I,   p.   480.) 

3.  Ellipsoïde  aplati.  Même  ellipse^  mais  prenons  le 
petit  axe  BlV  pour  axe  de  révolution.  Dès  lors  la  seconde 
courbe  des  N  a  pour  équation 

b'  x-"  —  a'y^  =  b'  a\ 

hyperbole  ayant  AA'  =  ia  pour  axe  focal. 

Si  par  B  et  B'  on  mène  des  tangentes  à  l'ellipse,  coupant 
l'hyperbole  en  X  et  ?/,  l'aire  de  Fellipsoide  est  égale  à 
l'aire  du  trapèze  mixtiligne  BXX'  B',  multipliée  par  a?:. 
Or,  l'aire  du  trapèze  mixtiligne  est 

ab     séc  a  -f-  cet  a  log  tang  1  45°  H fi\     • 

{Voir  t.  V,  p.  387.) 
Donc  l'aire  de  rdlipsoïde  aplati  est 

2;r/7^      séc  a  H- cota  log  tangf  45*^  H a\   |« 

[Foi?-   t.    I,    p.    524.) 

4.    Le  trapèze  curviligne  ALL' A' est  évidemment  plus 

Ann.    de.   Machcmat.,  t.  XVII.   (Juillet  1858.^  l8 
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pelil  (|ii('   le   irapèze   HAX' B' -,  donc  l'aire  de  l'ellipsoïde 
allongé  esL  moindre  que  celle  de  l'ellipsoïde  aplati. 

Remarque.  Ces  résultats  sont  consignés  dans  une  bro- 
chure italienne  de  i^  pages  in-8*^,  publiée  à  Genève  en 
1857^  au  début,  l'auteur  donne  la  théorie  du  Sladia , 
perfectionnée  par  le  célèbre  constructeur  d'instruments 
astronomiques  M.  Porro,  perfectionnement  loué  par 
M.  de  Senarmonl  (^Comptes  rendus,  tome  XXX,  n"  8, 
19  août  i85o).  Cet  instrument  a  été  inventé  en  1778, 
par  Green,  opticien  de  Londres.  Les  ingénieurs  français 
ne  l'ont  connu  qu'en  1816,  et  Lostende  l'a  fait  adopter 
en  1822. 


CONSTRUCTION  MÉCAMQllE  DE  LA  PARADOLE  ClBiQlK^ 

Pak  m.  g.  foucaut, 

Ancien  élève  de  l'École  Polyteclinique. 


Note  du    Rédacteur.   La    construction    proposée    par 
M.  Foucaut  est  fondée  sur  les  considérations  suivantes  : 

Soi  t 

y  =  g-^'' 

Féquation  de  cette  parabole,  axes  OX,  OY  rectangulaires. 

OP=:x',     PM=j' 

sont  les  ordonnées  d'un  point  M  de  la  courbe  5  la  tangente 
en  M  fait  avec  l'abscisse  un  angle  dont  la  tangente  trigo- 
nométrique  est  égale  à  3^^^^:'"  et  rencontre  Taxe  des  ab- 

scisses  en  un  point  N  tel,  que  OjN  =  C  OP^  concevons  la 

parabole  conique  y  =  '5gx'^]  elle  coupe  l'ordonnée  PM 
en  im  point  E,  dont  les  coordonnées  sont  x'  et  "5 gx'^ -^  la 
tangente  en  E  de  cette  parabole  rencontre  l'axe  des  ab- 


i 
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s<'iss(\s  v\ï  IN  I,  cl  I  ()n  a 


ON,  =:  -y. 

2 


KIovaiil  CM  JNj  uuv  |)cr[)(Mi(li(!iilair(;  h  l^^l,  elle  (oup< 
l'axe  des  T  on  un  point  F,  foyer  de  la  paiabole,  (;l  l'on  a 

OF  r=:  A. 
12 

De  là  découle  cette  construction  mécanique.  On  déter- 
mine les  points  F  et  N^  \  en  Ni  on  place  le  sommet  d'une 
équerre  *,  on  la  tourne  jusqu'à  ce  qu'une  branche  passe 
par  F  ^  alors  l'autre  branche  coupera  lordonnée  PM  en  E  ^ 
par  le  point  E  on  mène  une  droite  faisant  avec  l'axe  des  x 
un  angle  dont  la  tangente  soit  égale  à  Zgx'^  ;  il  suffit  de 
porter  PQ  =  i  sur  l'axe  des  abscisses  et  de  mener  EQ  ; 
par  N  on  mène  une  parallèle  à  cette  droite  EQ-  elle  coupe 
l'ordonnée  au  point  M^  ([ui  appartient  à  la  parabole  cu- 
bique \  et  cette  droite  NM  est  tangente  à  la  courbe^  il  est 
donc  facile  de  la  tracer. 

On  choisit  l'unité  de  l'échelle,  de  manière  que  les  con- 
structions ne  tombent  pas  hors  du  papier. 

On  peut  éviter  l'échelle,  en  rendant  l'équation  homo- 
gène sous  cette  forme 

ci\r  =  gx\ 

On  sait  que  la  parabole  cubique  est  la  développée  d'une 
parabole  conique.  Aussi  est-elle  recti fiable.  C'est  mèmela 
première  courbe  qu'on  ait  su  rectifier.  Chez,  les  Anglais, 
elle  porte  le  nom  de  parabole  de  Neil^  nom  d'un  jeune 
gentilhomme  anglais,  premier  reciificateur  (1657)  (*). 

(*)  Guillaume  Neil  ,  fils  de  Téciiyer  Paul ,  ne  connaissait  pas  la  courbe 
qu'il  venait  de  rectifier.  C'est  Wallis  qui  a  trouve  (juc  c'était  une  parat)o]r 
f  nbique.  (  Wallis  ,  Al^rhia  ,  p.  319,  édit.  iGSS.) 

18. 


(  ^7^  ) 


TIU1\SI<0UMAT10I\  DES  rUOIMUÉTÉS  ^lÉTRlftlES  DES  FIGIRES-, 

Par  m.  FAURE, 

Capitaine  d'artillerie. 


PREMIERE  PARTIE. 

FIGURES    PLANES. 

Préliminaires. 

\ .  Lorsque  des  points  a,  b,  c,  d, .  .  . ,  e,  f  5e  succèdent 
sur  une  droite  dans  un  ordre  quelconque^  on  a  toujours 
entre  ces  points  la  relation 

nf  =z  ab  -h  bc  -\-  al,  ,  . -\~  ef. 

On  convient  de  regarder  comme  positifs  les  segments 
dirigés  dans  un  certain  sens,  et  comme  négatifs  ceux  qui 
sont  dirigés  dans  le  sens  contraire. 

2.  Nous  étendrons  ce  principe  aux  aires  des  triangles. 
Si  un  point  mobile  parcourt  le  périmètre  d'un  triangle, 
nous  regarderons  son  aire  comme  positive  lorsque  le  point 
tournera  dans  un  certain  sens,  et  comme  négative  lors^- 
qu'il  tournera  en  sens  contraire.  D'après  cela,  les  trian- 
gles abc  elacb  seraient  de  signes  contraires,  et  l'on  véri- 
fiera aisément  le  théorème  suivant  : 

Si  Von  joint  un  point  quelconque  o,  pris  dans  le  plan 
d'un  triangle  abc  aux  sommets  a,  b,  c,  on  aura  toujours 

abc  =  abo  -h  bco  +  cao, 

d'où  l'on  déduira  celui-ci  : 

SU' on  joint  un  point  quelconque  o,  pris  dans  le  plan 
d'un  polygone  abcd.  .  .  ef  ii  tous  les  sonunels,  on  a^  pour 
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r expression  de  lairc  S  de  ce  polygone 

S  =  abo  -H  bco  H-  cdo .  .  .  cfo  -'rfcio^ 

car  si  Ton  suppose  que  cette  relation  soit  vraie  pour 
Taire  S'  iruii  polygone  ahcd.  .  .  e,  qui  a  un  sommet  de 
moins,  on  aura 

S'  =  abo  -H  bco  •+•  cdo ...-+-  cao  j 
mais  le  triangle  cfa  donne 

cfa  ■=.  cfo  -\-fao  -\-  aeo\ 

ajoutant  ces  deux  équations  membre  à  membre  et  obser- 
vant ([ue  eao  et  aco  se  détruisent,  on  a  la  relation  indi- 
quée^ donc,  etc. 

On  établira  de  la  même  manière  ce  théorème  :  Si  les 
côtés  successifs  A,  B,  C, .  .  . ,  E,  F  d'un  polygone  sont 
coupés  par  une  transversale  arbitraire  O,  on  a,  pour 
T expression  de  P aire  S  de  ce  polygone, 

S  =:  ABO  +  BCO  4-    . .  -i-  EFO  -h  FAO. 

Nous  indiquons  par  ABO  Taire  du  triangle  formé  par  les 
trois  droites  A,  B,  O,  et  de  même  des  autres. 

3.  Nous  rappelons  que  l'aire  S  d'un  triangle  dont  les 
coordonnées  des  sommets  sont  (xi,j^i),  (^25  /s)?  (-^3?  J'3)) 
€st  donnée  par  la  relation 


2S=±: 


les  axes  coordonnés  sont  rectangulaires,  ce  qu^nous  sup- 
poserons toujours. 

Cette  relation  permet  d'exprimer  l'aire  d'un  triangle  au 
moyen  des  équations  des  côtés  de  ce  triangle.  On  y  ar- 
rive directement  comme  il  suit  : 


X, 

ri 

I 

x^ 

JTî 

I 

X,, 

J3 

I 
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Les  soiniiicls  du  triangle  étant  aux  points  Ux^  a^^  u-i^ 
soient 

///,r  -4-  n,y  4-/^1  =  o, 
m^x  -h  «2  j  -h  p^  =  o, 
///,,  x  +  n^^y  +  p,  =  o, 

les  é([uations  clés  côtés  respectivement  opposés  à  ces 
points,  et  r^,  ''3  les  distances  des  sommets  a^^  «3  aux  côtés 
de  l'angle  «,.  On  a  pour  expression  de  l'aire  S  du  triangle 

a  = : î 

2  sin  «, 

si  X  et  y  sont  les  coordonnées  du  sommet  r/g,  on  aura 
pour  déterminer  la  perpendiculaire  7\  les  trois  équations 

niiX  -+-  n,y  -\-  p,  =  o, 

tn^x-\~  n^y  -|-/?3  =  o, 
l'élimination  de  x  et  y  donne  le  déterminant 


m ,      n 
m 


P^ 


1      n,     p^  —  /j  \ln}\  -h  n. 


ru 


'h      Ih 


d  où,  en  posant 


m, 

'/i 

/^. 

m-> 

//2 

7^2 

=r  1^ 

W3 

'^, 

/?.. 

P 

î  — 

r/P 

y//?/  \ 

-^"' 

et  de  même 


JP 


\/w'    -I-   ^3 


(  ^-79  ) 
on  n  (r.iillcurs 

dp  y 


Sin  fl|  =  — _^:^ 

s////^  ^-«^  V^; 


u  ou 


28  = 


r/P  ^/P  r/P 

<-//>»,  r//^,  dp, 


nous  avons  supprimé  un  double  signe. 

Comme  application  de  celle  formule.^  on  arrive  au  ré- 
sullat  suivant ,  que  nous  énonçons  sous  forme  de  lemme  : 

Lemme.  Si  par  les  extrémités  a  et  h  (F une  droite  ab 
o7i  mène  deux  droites  ac,  bc  respectii^ement  parallèles 

aux  droites  imaginaires  y  =  zh  y/ —  i  x,  on  détermine  un, 

triangle  imaginaire  abc,  dont  Vaire  S  s'obtient  par  la 

relation 

— » 
ab 


4s/~ 


CHAPITRE  PREMIER. 

§  T'*.   —  Homographie. 

1.  Ktanl  donnée  une  courbe  plane  ¥  [x'.,y')  =  o,  si 
l'on  remplace  les  coordonnées  x'  et  y'  de  chaque  point 
par  les  valeurs 

,   .  ,  __      (IX  -\-  by  -h  c  , a'  x  -f-  b'y  H-  c 

^^^        "^  —  a"x->r-b"y-\'c"''      ^  ~  a"  x  ^  b"  y -^  c"' 

on  aura  l'équation  d'une  nouvelle  courbe  liomo graphique 
à  la  première.  Les  relations  (i)  montrent  que  les  deux 
courbes  seront  du  même  degré. 

Si  Ton  pose 

a"  X  -h  b"  y  ^c"~o, 


(  28o  ) 
on  aura  dans  la  seconde  ligure  une  droite  que  j  appelle  l, 
dont  les   points  <  ori(;spondront   à  <  eux   de   la    première 
situés  à  r infini. 

Les  relalions  (i)  résolues  par  rappoit  à  x  et  j  donnent 
pour  ces  quantités  des  valeurs  de  même  forme  que  celles 
de  x'  et  y'  \  elles  ont  pour  dénominaleui  <  omnuin  le  dé- 
terminant 

x'     y'      I 

a       (I       n 
b       h'      // 

De  sorte  que  si  l'on  égale  ce  déterminant  à  zéro,  la  droite 
r,  que  Ton  aura  ainsi  dans  la  première  figure,  correspon- 
dra à  l'infini  de  la  seconde. 

Dans  la  suite  de  ce  Mémoire,  nous  ne  supposerons  con- 
nues aucunes  des  propriétés  des  figures  homographiques, 
elles  se  déduiront  de  nos  relalions  métriques.  Nous  indi- 
querons seulement  le  théorème  suivant  de  la  géométrie 
supérieure. 

2.  Deux  figures  homographiques  étant  placées  d'une 
manière  quelconque^  il  existe^  en  général ^  trois  points 
qui,  considérés  comme  appartenant  à  la.  première  figure , 
sont  eux-mêmes  leurs  homologues  dans  la  seconde. 
Deux  de  ces  points  peuvent  être  imaginaires ,  mais  le 
troisième  est  toujours  réel. 

En  effet,  d'après  les  relations  (i),  pour  que  le  point 
x',  j'  coïncide  avec  son  correspondant  .r,  j.  on  doit 
avoir 

.r  (a"  X  -h  b"  y  -\-  c"  \  =  a.r  +  by  +  c, 
y  (n"x  +  b" y  -f-  r")  =r  n' .r  -f-  //  y  4-  r', 

de  sorte  qu(^  les  points  clieicliés  sont  les  intersections  des 
deux  hyperboles  ie])résentées  par  ces  équations.  Si  Ion 
remarque  qu  elles  ont  chacune  une  asymptote  j^aiallèle  à 


(  ••'.8'  ) 
la  ili'oilc  I  ,  ou  pourra  les  ((nisidrrcr  coininiî  ayant  un 
polnl  d  iiiIcMstHiioM  à  riiiliul  sur  vclU)  droile,  par  consé- 
(jucnt  les  trois  autres  scioiit  ,  un  goucral ,  à  distance  finie, 
cl  lun  d'eux  sera  néc<\ssairement  réel.  Ces  points  sont 
nonunés  j)oitits  doubles. 

.*].  JVofff.f/o/i .  J.es  points  (Tune  (iguie  étant  désii^nés 
par  les  lettres  accentuées  a',  b\  c',  etc.,  les  points  cor- 
respondants de  la  figure  homographi([U(;  seront  indiqués 
par  les  mêmes  lettres  n^  Z>,  c,  etc.,  dépourvues  d'accents  ; 
les  Icllres  grecques  correspondantes  a,  (3,  y,  etc.,  expri- 
meront les  distances  des  points  «,  b^  c.  .  .  à  une  droite 
fixe  T.  Les  lettres  A',  IV,  CJ .  .  .  désignant  des  droites 
d'une  figure,  A,  B,  C.  .  .  seront  les  droites  correspon- 
dantes de  la  figure  liomographi([ue. 

L  angle  de  deux  droites  A  et  B  sera  désigné  par  la  no- 
talion  ordinaire  (A,  B). 

La  suite  prochainement. 


QUESTIONS  PROPOSEES  AUX  EXAMENS. 


Dans  le  premier  volume  des  Nouvelles  Annales 
(page  i5i),  M.  Roguet  a  établi  de  huit  manières  diffé- 
renles  la  condition  de  réalité  des  trois  racines  de  l'équation 

.r'  -\- p.r  4-7  =  0. 

L  une  des  méthodes  suivies  est  fondée  sur  les  relations 
(pii  existent  entre  les  coefiicients  et  les  racines  d'une 
équation  algébrique.  En  admettant  ces  relations^  on  peut 
arriver  à  la  condition  de  la  réalité  des  trois  racines,  par 
un  calcul  qui  me  semble  différer  assez  de  celui  dont  Fau- 
l<Mir  a  fait  usage,  pour  que  je  rindifjuc  ici. 


(  28'^  ) 

Je  suppose  ({uc  l(;  dernier  terme,  H-  q^  de  Téqualion 
soil  positif^  ce  qui  est  permis,  car  s'il  élait  négatif,  en 
eliangeant  le  signe  des  racines  de  l'équation  on  change- 
rait le  signe  de  son  dernier  terme,  et  les  conditions  de 
la  l'éalité  des  trois  racines  resteraient,  évidemment,  les 
mêmes. 

Dans  ce  cas,  le  produit  des  trois  racines  est  négatif,  cl 
leur  somme  est  nulle;  donc,  si  les  trois  racines  sojit 
réelles,  deux  de  ces  racines  seront  positives,  et  la  troi- 


sième négative. 

Je  nomme  a  la  plus  petite  des  deux  racines  positives  \ 
h  la  plus  grande,  c  la  racine  négative  :  il  en  résulte 

C  =  —  (<7  H-  ^), 

et 

ab  -\-  [a  -\-  b)  c  =z p  ; 
d'où 

ab  —  [a  -{-  by  =  p  j 

(2)  a"^ -+- b'^- ~\- ab  =:  — p.... 

On  voit  que  p  doit  être  négatif. 

Si  dans  l'égalité  (?-),  a'^  -i-  h^  -{-  ah  =  — p,  on  remplace 
h  par  a  qui  est  moindre  que  b^  on  aura 

Et,  en  remplaçant  dans  la  même  égalité   (2)  a  par  />,  il 
s'ensuivra 

3b^>-p;  ^>Y/-f- 

Par  conséquent,  la  racine  a  est  comprise  seule  entre  o 

Or,  la  substitution  de  o  à  u  ,  dans  x'"  -h  px  ~\-(]  donne 
le  résultat  positif -h  fj  ;  donc  le  résultat  de  la  substitution 


(  283  ) 

(le  i  / — -  à   r  (loil  ùlre  négatif.  (><•  (jul  donne  la  (ondi- 

tioii  /\/)^  -h  27  (f'  <^  o. 

JlécipnKjnenient ,    si    cclU:   (Icniièro    inégalité    a   lieu, 
re(|n;ition  adnKîllra  unv.  laciiie  positive  eomprise  entre  o 

cl  i  / — -'^  et  eomnKî  elle  a  néeessai renient  une  racine 
négative,  ses  trois  racines  seront  réelles.  G. 


(jiESTioiv  wnwm  (école  pjwale) 


,, .  7         7-7  7       •  «  ^  '' 

/  roui^'cf  la  limite  du  produit  cosa  .  cos  -  •  cos  7  •  cos  t,*  *  •  * 

s».  4  *^ 

Ruler  a  résolu  la  question-,  il  ne  l'aurait  pas  proposée 

dans  les  examens  d'admissibilité  à  l'Ecole  Navale. 

On  a 

sin  2<7  =  2.sin  <2  .ces  <7, 

sin  fl  =  2 .  sin  (  -  j  •  cos  {  -  )  ? 


sm  I  ——.  1  =  2.sin  I  —  )  •  ces  I  — 
l.a  niuiliplication  de  ces  équations  donne 

sin  2n  =  2"^"'  sin  (  —  )  X  cos  ^/.  cos  (  -  |  cos  (— | .     .cos  (  —  ) 

d  où 

a  \          I  a  \                (  a  \                sin  2  a 
co^a.iim  [  -  )  cos  (  ^  j  .  .  .cos  ^  -  j  =: --^-^, 

•""   sin  I  — 


mais 


(  ï84  ) 

(sin  ?.  <7\ 
la     j 


SU)  2rt 


la 


.  sm  (  —  )        2"+'   sin  (  — 

2"  /  \  2." 


Sin . 


2" 


2/-/ 


2" 


Quand  ti  augmente    indéfiniment,    la    fraction 


a 
sin  — 

2" 


moindre  que  l'unité  augmente  aussi ,  et  tend  vers  l'unité. 
A  la  limite  (//  =  co  )  on  a 


a 
sm  — 

2« 


a 
2" 


Donc  la  limite  du  produit  cos  a .  cos  (  -  )  cos  Ij)  .  .  . ,  est 


sin  2rt  sin<7 

ou  cos«  X ' 

2.  a  a 

Supposons 
îl  en  résultera 


a 


4' 


ia  =  -;     sin  ia  =z  \ 


vX  par  suite 


lim.cos(^).oos(^^)oos(^-^ 


n 


flou 


2 


.•os  ,  ^j  cos  (^- j  cos  (^-g 


G 
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SOLUTION  l»E  \À  OllIlSTIOIS  r>3 

(voir  p.  1«5); 

Par   m.  J.   GROUVFLLLE, 

Klôve  du  lycée  Louis-le-Grand  (classe  de  M.  Vieille). 


Trouver  le  lieu  des  centrcîs  des  cercles  inscrits  aux 
triangles  ayant  pour  sommet  Tun  des  foyers  d'une  co- 
nique et  pour  base  une  corde  passant  par  l'autre  foyer. 
Le  centre  est  sur  la  parallèle  à  Taxe  focal  menée  par  le 
milieu  de  la  corde. 


1 .  Ellipse.  Soit  AB  une  corde  passant  par  ïe  foyer  F. 
En  menant  par  le  milieu  I  de  cette  corde  une  parallèle  s 
l'axe  focal,  on  aura  une  droite  qui  contiendra  le  centre 
du  cercle  inscrit  au  triangle  ABF'. 

En  effet,  les  tangentes  BC  et  AC  aux  extrémités  de  la 
corde  AB  viennent  concourir  en  C  sur  la  directrice  MNy 
et,  de  plus,  ces  tangentes  étant  bissectrices  des  angles 
MAF,  NBF,  le  point  C  est  donc  également  distant  de 
F'A,  F'B  et,  par  conséquent,  la  droite  F' C  est  bis- 
sectrice de  Tangle  AF'  B.  Donc  le  centre  du  cercle  in- 
scrit  se  trouve  sur  celle  droite  en  un  point  O'  par  exemple. 


(  286  ) 
Al)aiss()iis  les  pcrix-iKliculaircs  O' P  et  O'D  siii   Jcs  colcb  ^j 

F'A  et  AIî.  Pioloiigeoijs  O'I)  jusqu'à  sa  rencontre  en  E  H 

avec  l'axe  focal.  Les  quadrilatères  F'  EO'  P,  F'  FCQ  sont  H 

semblables  5  or 

CF=r:CQ, 

donc 

O'  E  —  O'  P  r=  O'  D  ; 

ainsi  O'  est  le  milieu  de  DE.  Le  point  D  est  le  point  de 
contact  du  cercle  inscrit  au  triangle  F'AB,  et,  d'après 
une  propriété  connue,  FC  est  perpendicubnre  sur  AB.  11 
en  lésulte  que  le  point  F  est  le  point  de  contact  du  cercle 
ex-inscrit  au  triangle  ABF',  et  que  l'on  a 

AD  =  BF. 

Le  diamètre  OC  conjugué  à  la  corde  AB  la  divise  en  I 
parties  égales;  donc  1  est  le  milieu  de  DF,  et  O'  étant  le 
milieu  de  DE  ,  il  s'ensuit  que  la  droite  O'  I  est  parallèle 
à  l'axe  focal. 

Prenons  pour  axes  de  coordonnées  ceux  de  Tellipse. 

La  droite  F' C  a  ])Our  équation 

y  z=.  m  [x  -\-  c). 
Les  coordonnées  du  point  C ,  pôle  de  AB  ,  sont  donc 


a' 

c 

a' 
jrr:  m  — 


Ainsi  le  lieu  du  cercle  ex-inscrit  qui  touche  la  corde  mo- 
bile est  la  directrice. 

La  polaire  AB  aura  donc  pour  équation 

m{n'  ~h  c-)y  -h  b\T  =  b'c. 
Le  point  I,  milieu  de  AB,  se  trouve  sur  le  diamètie  OC 


(  ■••«7  ) 
tloiil  replia  lion  est 

>  = inx. 

l:JliiiiMaiiL  X'  ciiUc  ics   é(|iialioiis  de   OC  cl  de  AB,   (>f( 
trouve  pour  ordonuéo  du  point  I 


J 


m'{n'-h  c'^y-haH' 


Telle  est  rordonnée  du  point  I,  et,  par  conséquent,  Té- 
quation  de  la  parallèle  O'I  à  Taxe  de  rdlipse. 

Or,  d'aj)rès  ce  qui  a  été  démontré  plus  haut,  cette 
droite  contient  Itî  centre  du  cercle  inscrit.  D'ailleurs  la 
droite  F'C  le  contient  aussi.  Donc  pour  avoir  ré(|ualion 
du  lieu,  il  suffit  d'éliminer  l'indéterminée  m  entre  l'é- 
quation de  O'  1  et  celle  de  F'C. 

Exécutant  cette  opération,  on  trouve 

y''  (  a^  -h  c^Y  -\-  a'  b'  x^  -h  b''  c.r  —  b^  c^  =  o  , 

équation  qui  représente  une  ellipse  dont  un  des  axes- 
est  l'axe  des  x  et  l'autre  parallèle  à  Taxe  des  y .  Sous  la 
première  forme,  on  voit  à  priori  que  Téqualion  du  lieu 
est  vérifiée  pour 

j  =  Q     et     a*  =  —  t', 

c'est-à-dire  que  le  point  F'  est  un.  point  du  lieu. 
La  construction  ne  présente  aucune  difficulté. 

2.  Hyperbole.  Il  suffit  de  changer  -t-  Z>^  en  —  Ir  •  ainsi 
le  lieu  cherché  est  une  hyperbole. 

3.  Parabole.  Transportons  l'origine  au  sommet  en 
changeant  x  en  x  -h  a. 

L'équation  était 

{a'  -i- C'Y  y-  -h  aUP.r-'-\-  b'  ex  —  b' c'  =i  o- 


(  288  ) 
elle  cl(;v"uîiil,  apiès  \v  tianspoii  de  roiJglnc^ 

(a'  -f-  C'Y  y''  +  a'  b'  .x-*  H-  >.  a   h-  x  -\-  a'  b'  -\-  b'  r.r  -\-  ncb' 
—  b''  c'  =  (). 

Divisant  les  deux  membres  par  <7^,  il  vient 

c'\     ^       b'  b'  ,         b'c  b' c 

a^ /  a^  a  a'  a^  a 

b'c'_^ 
a' 

Passant  aux  limites  ,  on  obtient 

4r'  +  2/p.r  -f-  3//-  =  o , 

3 
parabole  dont  le  sommet  a  pour  abscisse p  et  dont  le 

P 
paramètre  est  —  y 

M.  L.  G.  (de  Liège)  fait  observer  :  i"  que  la  droite  O'I 
rencontre  CF  en  un  point  N  point  de  rencontre  des  trois 
hauteurs  du  triangle  CAB^  a"  que  les  trois  points  O',  I,  N 
décrivent  des  ellipses  ayant  des  petits  axes  égaux. 


(JUADRATIJRES  PAR  APPROXIMATIO\ , 

Pau  m.  J.-Ch.   DUPAIN  , 

Professeur-agrégé,  ancien  élève  de  lÉcole  Normale- 


I. 

Nous  nous  proposons  de  comparer  diverses  méthodes 
employées  pour  la  quadrature  approchée  des  courbes. 
Nous  représenterons  par 


(  ^89  ) 
réquatlon  coiinuc  ou  iioii  de.  la  courb(!  cl  par  //  I  iiilci- 
vallc  constanf  dos  ordonnées  dont  le  nombre  loujouis 
impair  sera  désigné  pai'  n  -{-  i  -^  nous  prendrons  enlin  la 
première  ordonnée  sur  Taxe  de  y  et  nous  remarquerons 
que  les  ordonnées  successives  ont  pour  expression 

y(o),/(/^),/(9,/^),     .-^finh). 

Par  les  extrémités  des  ordonnées  de  rang  pair,  nous 
menons  des  tangentes  jusqu'à  la  rencontre  des  ordonnées 
de  rang  impair,  prolongées  s'il  le  faut,  et  nous  obtenons 
une  sorte  de  polygone  circonscrit,  à  angles  rentrants, 
ayant  pour  mesure 

(  i  )  A  =   ihSp'y 

le  signe  S,,  indique  la  somme  des  ordonnées  de  rang  pair. 
On  peut  ensuite ,  avec  Simpson,  joindre  les  extrémi- 
tés des  ordonnées  de  rang  impair  et  former  un  polygone 
inscrit  ^  mais  il  est  préférable,  comme  le  remarque  M.  Pio- 
bert  {Nouuelles  Annales^  t.  XIII,  p.  327),  déconsidérer 
un  polygone  ayant  pour  sommets  les  extrémités  de  la 
première  ordonnée ,  de  la  dernière  et  de  toutes  celles  de 
rang  pair.  Ce  polygone  a  pour  mesure 


\         ^  2  S 


Comme  on  ne  suppose  aucune  inflexion  dans  les  li- 
mites de  la  quadrature ,  l'aire  M  de  la  courbe  est  évi- 
demment une  moyenne  entre  celle  des  polygones  A  et  B  : 

(3)  M  =  B4-^. 

Il  existe  pour  chaque  courbe  en  particulier  une  valeur 
de  R  qui  donnerait  Taire  exacte,  mais  on  lu-  la  connaît  pas, 
et  la  ((ucslion  est  ordinairement  d'en   trouver   à    priori 

Àtm.  de  Muthrnial.,  l.  XVll.  (Août  ii^o!5.j  IC) 


(  ^yo  ) 
une  valeur-  générale  assez  simple  el  eoiivenant  d'une  ma- 
nière assez  approchée  à  toute  espèce  de  courbes.  M.  Pio- 
bert,  dans  le  Mémoire  déjà  cité,  a  calculé  une  Table  de 
valeurs  de  R  pour  des  courbes  de  diverses  amplitudes; 
mais,  en  admettant  la  légitimité  de  son  point  de  départ , 
l'emploi  de  la  Table  exige  la  connaissance  de  l'angle 
formé  par  les  cordes  et  les  tangentes,  opération  toujours 
bien  délicate,  qui  devient  impossible  si  la  courbe  n'est  pas 
tracée.  Aussi  le  savant  académicien  propose  de  prendre 
une  moyenne  entre  les  nombres  de  sa  Table  et  indique 

3 
une   formule   développée  dans    le   seul   cas    où   R  =  -• 

M.  Parmentier  a  obtenu  la  même  formule  par  des  rai- 
sonnements tout  différents  [Nouvelles  Annales,  t.  XIV, 
p.  370);  avec  nos  notations,  nous  écrirons 

(4)  /.j.s„  +  ^<°)+^(''^)-^|^')-^K— -^^'M. 

Antérieurement  M.  Poncelet  avait  pris  R  =  2,  ce  qui 
lui  donnait 

(5)  nLs,^l^±/^^'^-'^j'^-^^^^''-'^'n^ 

(  4  ) 

Vers  la  fin  du  dernier  siècle,  Simpson  avait  fait  aussi 
3 
R  =  -  •  mais,  ainsi  qu  il  a  été  dit  plus  haut,  il  construi- 
sait différemment  le  polygone  inscrit  et  obtenait 

(6)  |(s,-H2S,  +  4S^) 

qui  est  la  somme  de  la  première  et  de  la  dernière  or- 
données ,  S,  la  somme  des  autres  ordonnées  de  rang  im- 
pair. 

Nous  trouvons  enfin  dans  les  Nouvelles  Annales  (t.  X, 


(  '^9'   ) 
p.  /\iC})  une  lornnilr  de  M.  Catalan  : 


7)    /'  >• 


II. 

Lors([u'oii  a  seulement,  pour  mesurer  une  courbe,  la 
connaissance  des  ordonnées,  il  règne  une  telle  indéter- 
mination, que  je  crois  impossible  d'affirmer  à  priori  que 
telle  ou  telle  formule  l'emportera  toujours  sur  les  autres 
par  l'exactitude.  Je  vais  donc  faire  une  hypothèse  parti- 
culière. 

J'admets  que  l'ordonnée  de  la  courbe  puisse  se  dévelop- 
per en  une  série  rapidement  convergente 

(  y  =/( o )  +  x/'  ( 0  )  +  ^/"  (o)  +  J/'"  (o ) 

(  +^/-^°)+--- 

C'est  supposer  implicitement,  comme  on  le  fait  dans  l'in- 
terpolation, que  la  courbe  est  parabolique,  et,  de  plus, 
que  la  différence  des  dernières  ordonnées  aux  premières 
n'est  pas  excessive  ;  nous  admettons  aussi  qu'il  n'y  ait  pas 
de  tangente  parallèle  aux  y^  circonstance  qui  ne  peut  se 
présenter  dans  les  paraboles  dont  nous  parlons. 

Notre  hypothèse  comprend  encore  les  hyperboles  ayant 
pour  type 

r 

pourvu  que  -  reste  tres-petU. 

L'intégration  de  la  série  (8)  enlre  o   et  nJi  nous  don- 

'9' 


(  W^'  ) 
liera 

Si  nous  calculons  par  l'équalion  (8)  les  ordonnées  équi- 
distantes  et  que  nous  portions  les  valeurs  ainsi  obte- 
nues dans  les  formules  (i),  (2) ,  (4)  >  (5)  ,  (6),  (7) ,  cha- 
cune d'elles  reproduira  le  développement  (9)  accru  de 
certaines  ^;Tew/.y  indiquées  dans  le  tableau  suivant  : 

Polygone  circonscrit. 

0  12  ^ 

Polygone  inscrit. 
/2t/2  —  3\   ,     ,,,,    ,        fin'^  —  3  n\  ,     ^    ,     , 

(— g— )*'/  (°)+( — j^—j /''/'"{»)+•••• 

M.  Poncelet. 

("-^)''=/"(o)^(^)^-/'"(o)-^.... 

MM.  Piohert  et  Parmentier. 

-gA'/"(o)-^A'/"'{o)  +  .... 


Simpson . 


M.  Catalan. 
-^/■Mo)H-.... 


Effectuons  les  mêmes  substitutions  dans  l'expression  (3) 


(  -^93  ) 
Cl  (léleriuiiioiis  K  de  manière  à  laiio  dlsparailrc  les  lerines 
on  ///*  ([iii  se  trouveiil  dans  le  développement  de  Terreur, 
il  arrive  que  les  termes  en  h'  disparaissent  aussi.  Il  faut 
pour  eela  poser 

in  —  3 

ce  ([ui  donn(î  la  formule  nouvelle 

(2/^—  3)  A^-/^B 
3  n  —  3 

ou 

/,|3S,4-[-^'°>+-^'"^')-^[.^''-^t(«-0/']]_A_j, 

qui  est  en  erreur  de 


36o       72 

Cette  formule  nouvelle,  celles  de  Simpson  et  de  M.  Ca- 
talan donnent  à  peu  près  la  même  approximation,  puis- 
que, pour  toutes  les  trois,  Terreur  ne  commence  qu'au 
terme  en y^^^  (o)  qui  dans  notre  hypothèse  est  très-petit. 
Elles  sont  donc  préférables,  sous  le  rapport  de  l'exacti- 
tude, aux  quatre  premières,  mais  la  formule  de  M.  Ca- 
talan est  moins  simple  que  celle  de  Simpson,  qui  elle- 
même  exige  l'emploi  de  plus  d'ordonnées  que  la  nôtre. 

Pour  comparer  les  erreurs  des  quatre  autres  formules, 
je  m'arrêterai  aux  premiers  termes  qui ,  dans  notre  hy- 
pothèse, sont  prépondérants,  et,  au  point  de  vue  de 
l'exactitude  ,  j'établirai  Tordre  suivant  :  MM.  Piobert  et 
Parmentier,  M.  Poncelet,  polygone  circonscrit ,  polygone 
inscrit. 

Mais  l'exactitude  n'est  pas  la  qualité  la  plus  essentielle  ^ 
tous  les  praticiens  que  j'ai  consultés  m'ont  avoué  (jue  la 


(  '^94  ) 

mélliode  des  trapèzes  leur  suflTisail,  et,  pour  ma  part,  je 
préférerais  à  toutes  les  autres  la  règle  de  M.  Poncelet,  à 
laquelle  nous  n'avons  donné  que  le  cinquième  rang,  mais 
qui ,  à  nos  yeux  ,  a  le  grand  mérite  de  faire  connaître  une 

1      •                                   •       j     1»               A  — B 
limite  TOUJOURS  certaine  de  1  erreur • 

Nous  avons  examiné  jusqu  ici  un  cas  Jauorablc  j  il 
pourrait  arriver  que  des  tangentes  fussent  parallèles  auxy 
OU  que  les  ordonnées  prissent  de  rapides  accroissements-, 
il  faudrait  alors  ou  changer  les  axes,  ce  qui  suppose  la 
courbe  tracée,  ou  multiplier  les  ordonnées,  et  si  ces 
moyens  sont  impraticables,  on  se  résignera  à  une  faible 
approximation  que  la  formule  de  M.  Poncelet  fera  tou- 
jours connaître. 

m. 

Il  semble  au  premier  abord  que  Tindéterminalion  se- 
rait moins  grande  si  l'on  savait  tracer  les  tangentes^ 
mais,  en  y  réfléchissant,  on  reconnaît  qu'il  existe  une 
infinité  de  courbes  qui  touchent  deux  droites  données  en 
deux  points  donnés. 

On  pourrait  cependant  mener  aux  extrémités  de  toutes 
les  ordonnées  des  tangentes  qui  par  leurs  intersections 
mutuelles  formeraient  un  polygone  réellement  circon- 
scrit C  ^  on  joindrait  les  extrémités  des  ordonnées  consécu- 
tives pour  former  un  second  polygone  inscrit  I,  et  il  s'a- 
girait toujours  de  prendre  une  moyenne 

C  — I 
IH- 


R 


Pour  calculer  C,  il  faudrait  tracer  les  ordonnées  dos 
points  d'intersection  des  tangentes  consécutives.  Remar- 
quons encore  que  le  polygone  C  se  rapprochera  ordinai- 
rement plus  de  la  courbe  que  le  polygone  à  angles  ren- 


(  295  ) 
irauls  A  ([uc   nous   avions    d'abord  considéré^    c'est   là 
ravantagc  (|iic  procure  le  tracé  des  tangentes. 

Pour  déteruiincr  R  ,  on  pourrait  remplacer  chaque  pe- 
tit arc  de  courhe  compris  entre  deux  ordonnées  successives 
par  un  arc  de  paiabole  du  second  degré  ayant  mêmes  ex- 
trémités et  mêmes  tangentes  à  ces  extrémités.  Je  crois 
Tare  de  parabole  dans  (!es  conditions  préférable;  en  gé- 
néral à  Tare  de  cercle  proposé  par  M.  Piobert  [Nou- 
velles Annales,  t.  XIII,  p.  328),  parce  que  l'équation  de 
la  parabole  contient  quatre  paramètres  et  celle  du  cercle 
trois  seulement. 

Dans  la  parabole,  le  triangle  formé  par  deux  tangentes 

et  leur  corde  de  contact  est  triple  du  segment  limité  par 

les  tangentes  et  la  courbe,  ce  qui  nous  conduirait  à  adop- 

3 
ter  pour  R  la  valeur  -  et  pour  la  surface  cherchée 

I-h2C 


Mais,  nous  le  répétons,  il  nous  paraît  impossible  d'af- 
firmer que  cette  méthode  soit  toujours  préférable  à  une 
autre,  et  on  devrait,  selon  nous ,  adopter,  comme  dans  le 
§11,  R  =  2,  ce  qui  donne  pour  limite  certaine  de  l'er- 

I— C 

leur 

2 

Cependant,  comme  il  est  assez  facile  de   tracer  avec 

la  règle  une  parabole  quand  on  connaît  deux  tangentes 

et  leurs  points  de  contact,  on  pourrait  examiner  si  les 

petits  arcs  de  la  courbe  donnée  s'approchent  assez  des 

3 
arcs  paraboliques  pour  prendre  R  =  -• 


(  ^96  ) 
SOLUTION  UË  LA  OUESTION  440 

(voir  page  187) ; 

Par  m.   L.   BRAULï, 

Élève  de  rinstitution  Barbet. 


Démontrons  l'identité 

<:/i  -h  ^^  H-  ^/3  H-  .  .  •  +  an       ci^ 

Uq  («0  +  <7i  -f-  rtr,  4-  .  .  .  4-  an)  ~~  ««  («o  ■+  «i) 

a, 


(«0  -H  «i)  («0  H-  ^t  H-  «2) 


— J—    — 

(«û  -h  «1  -+-...  -h  «„_i)(«o  -h  «1  -h  •  .  .  +  «„) 

(Oscar  Werner.) 
D'abord 


i      ■ 


(«u4-^i)(^0+«.-f-«3) 


Une  simple  transformation  rend  le    second   membre 
identique  au  premier.  Cela  posé,  si  l'on  a 


«I  4-  «2  4-  ...  4-  ^/p- 


p~'      _ 


(^) 


«o(rto-l-«.4-.  .  .  4- <7^_i)        a,,{ao-\- fii) 
«2 


(6r«  4- «.)(«()  -P«i  -f  «2) 

+ ^ 


(«„+  «'/,-h.  •  .  4-  «/,_:)  («TTo  H- ■  .  .4-«D-.) 


(  2^7  ) 
(Ml  aura  aussi 

<-/,   -\-  U,  -h.   .   .  -\-((j, 


«0  («0 -^- «I -f-.  •  • +  «/>)       ei»{fi^-\- a,) 


a. 


(3  )  ^  -(- . ^^  4- 

<7„ 


(rt„  -h.    .   .-h  «/,_,)(«„ 


<7 


En  effet,  Tégalité  (2)  étant  supposée  prouvée,  l'éga- 
lité (3)  peut  s'éerire  (en  posant  A  =  «,  -\-  a^  -\-  ..  •  +«^_i) 

(4) 


r/u(rto -h  A -h  rt^,  )       rt„(«o-+-A)        («0  + A)  («o4- A -h«^,  ) 

Mais  cette  égalité  (4)îtle  même  forme  que  l'égalité  (i), 
se  démontre  de  la  même  manière.  Donc  la  formule  étant 
vraie  pour  ^  =  3  ,  subsiste  donc  pour  p  =  4^  et  ainsi  de 
suite.  c.  Q.  F.  D. 

i  MM.  Laquière  (lycée  Saint-Louis),  F.  Farjou,  lycée 
de  Saint-Omer  (classe  Souillart)  ont  résolu  la  question 
de  la  même  manière. 


ÉQUATION  mm  SIRFACË  DU  DEUXIÈME  DEGRÉ 
PASSAl^T  PAR  mm  POINTS^ 

Par  m.   poudra. 


1 .  Soient  Xi^ji^Zi  j  X2  ,j2  ?  z^  ^  x-^ ,  y^  -,  z^ ,  les  coordon- 
nées respectives  de  trois  points  ,  et  ax  -^  by  -\-  cz  =z  d 
l'équation  du  plan  qui  passe  par  ces  trois  points^  on  a 

ClX^  -f-   by^  H-  CZi  =:=:  (l ^ 

(IX i  4-  bji  -+-  ^'^1  =  (J  ■, 
ax^  -\-  by^  -\-  cz^  =  d  j 


(  -^98  ) 
d  OÙ  Ton  dédiiii 

(X.J,Z3J_— -^_    -^— -_ -_ 

et  de  là  pour  réqualion  du  plan 

(  ^X'i  Z3 )  -^  +  (-^1  (iz.,  )j  -^  (x^y^d)z  =  d  { X,  XzZ^); 

les  parenthèses  désignent  des  déterminants. 
Ou  bien 

et  développant 

■^•[r.  fz2  —  23)4-72(23  —  21)4-73(2,  —  22)] 

4-7  [2,  (x2  —.^3)  4-22(^3  —or,)  H-23(x,  —  X.,)] 

-h  2  (a,>,  (72  —  J3)  +X2  (73  —  j,  )  +  ^3  (7.  —y-2  )] 

=  a:, 72  23  —  ^,7322  — .ï^27i23  4-  ^273  2i  -l-.^37iZ2  —  ^372  Zi 

^2.  Soient  les  neuf  points  A,B,  C,D,E,F,F,H,  I, 

ayant  pour  coordonnées  respectives ,  savoir 

A Xi    y  7|     ,  2|    , 

■" '^2  )    72  y    ^2  5 

^ ^i  7      73  ?      ^3  ? 

1    ....     .       Xg  ,      79  ,       29  , 

Concevons  le  tétraèdre  ABCD  ^  d'après  le  §  1,  on  peut 
trouver  les  équations  des  plans  ^  faces  du  solide. 
Désignons  par 

rt  =  o  l'équation  des  plans  BCD , 
h=o  ..  ACD, 

c  —  o  »  ABD , 

^/— o  «  ABC. 


(    ''99  ) 
Désignons  par  a, ,  h,^  ce  ([uu  dcviennenl  a  et  h  lorsqu'on 
y  icinplact;  .r,  y,  z  rcspccliveinenl  par  les  cooi'donnv''es 
'^■5?  J  5,  ^5  au  point  E,  et  ainsi  des  aulics-  on  obtient  pour 

rôquation  du  |)lan  CDK  fth,,  —  ba^,  =  o, 

»  CD  F  ahc  —  /;rtc  =  o , 

»  ABE  rJ;,  —  dc^  =0, 

»  ABF  cc/^  —  flc„  =  o. 

Le  faiseeau  de  surfaces  donné  par  l'équation 

(ab,,  —  ba^)  [cd^  —  dc^)  —  K  ( ab^  —  ba^  )  (cd^  dc^ )  =  o, 

où  K  est  une  indéterminée,  passe  par  les  six  points 
A,  B,  C,  D,  E,  F,  ce  qu'on  peut  écrire  d'une  manière 
abrégée 

{ab,)  {cde)  —  K{ab,)  (cd,)  =  o. 

Déterminons  K  de  manière  qu'une  des  surfaces  du 
faisceau  passe  par  le  septième  point  G  [x^^y^,  z^)  ^ 
alors  il  vient 

R  =r  {ab,){cde){a^  be){cTd^)  —  (abe)  {cdi){a^  b^)(c^  de)  =  o. 

Les  parenthèses  sont  des  binômes  alternés  et  R=o 
est  une  des  surfaces  qui  passent  par  les  sept  points 
A, 6,0,  D,E,F,G,  et  cette  surface  est  réglée  5  car  les 
deux  droites  AB,CD,  arêtes  opposées  du  tétatrèdre 
ABCD,  sont  entièrement  sur  cette  surface. 

Par  ces  mêmes  sept  poinls,  on  peut  faire  passer  une 
seconde  surface  réglée  S  renfermant  les  deux  droites 
AD,  CB  j  pour  avoir  S,  il  suffit  de  changer  dans  R  b  en 
d  et  d  en  ù  '^  on  obtient 

S  r=  {ad,)  (cb,)  [a,  d,)  (f,  b,)  ~  (ad,)  (cb,)  [a,  d,)  [c,  h,)  =  o. 

Enfin  par  (  es  mêmes  points  on  peut  faire  passer  une 
troisième  surface  réglée  1  renfermant  les  deux  droites 


(  3o..  ) 
AC,  I3D^  il  suffit  de  changer  dans  R  ,  ^  en  c  et  c  en  &  ;  on  a 

l  ={ac,){bd,)  [a-,  c,)  {b,  d,)  —  {ac,){bd,)  [a.,  c)  (b,  d,); 

la  surface  du  deuxième  degré  donnée  par  l'équation 

yy  R  H-  7  S  =r  T 

passe  évidemment  par  les  sept  points  A,  B,  C,  D,  P^, 
F,  G,  et  en  général  n'est  plus  réglée  et  les  deux  indé- 
terminées p  et  q  peuvent  servir  à  faire  passer  la  surface  par 
les  deux  points  restants  H  et  1  ^  désignant  par  R» ,  Sg ,  T»  ^ 
Kg,  Sg,  T9  ce  que  deviennent  respectivement  R,  S,  T  en 

remplaçantx,j^, -2  successivement  par  X8,j^8i  z^  ;  x^^y^^z^ 
on  a 

p  Rs  H-  ry  S»  =  ïs, 

/?  R9  -I-  ^  Si)  =  T9 , 
d'où  l'on  tire 

(T«So)       (R«T,), 

\  Ks  O9  )  — \ , 

P  1 

ainsi  l'équation  de  la  surface  qui  passe  par  les  neufs 
points  donnés  sera 

(i)  (T8S9)R-4-(RHT9)S-h(S9R0T  =  o. 

R  renferme  32  termes  5  (Tg  S9)  renferme  2.32^  termes, 
ainsi  (Tg  Sg)  R  contient  2.32^  termes,  et  l'équation  (i) 
contient  en  général  6.32^=196608  termes^  c'est  le 
nombre  en  considérant  a^h  ^  c  .d  comme  des  monômes  ; 
mais  chacun  renferme  vingt-(juatre  termes  exprimés  en 
fonction  des  coordonnées  ;  ainsi  le  nombre  des  termes  de  1  é- 
quation  en  fonction  des  vingt-sept  coordonnées  est  3^^.  2^^ 
termes  =:  7, 180,264,989,898,998,898,989,  nombre  com- 
posé de  vingt-deux  cliilîres,  mais  dans  les  calculs  nu- 
mériques le  nombre  de  termes  se  réduit  considérable- 
ment. 

3.  Si  X,  ,^1,^1,  sont  les  coordonnées  d  un  dixième 
])oint  situé  sur  la  même  surface,   et  si    1  on   désigne  par 


(  :>«>'  ) 

11,0,  S,^, ,  'r,o,  <■<'  que  (IrvicinH'iil  li  ,  S,  \  ci\  y  rciiipla- 
çanlj:,}  ,  r:  |>ar  .r,o,  J  m  ,  ^lo ,  <>'»  a  '•>  relation  suivanu- 
entre  les  coordonnées  de  dix  points  situés  sur  la  surface 

(T«S,)R.o4-(RkT.)S,u  +  (S„Rh)T,o=:o, 

1k)       '  'M       t|0 

Rk,      R.,,    Rio 


=  G, 


IPAUIANTS  ; 

Par  m.   de  BLERZY, 

Directeur  des  lif;neR  télégraphiques  à  la  Rochelle. 


1 .  Ou  lit,  page  20O  de  la  Théorie  des  déterminanfs , 
du  D'  Brioschi  (traduction  Combescure)  que  les  inva- 
riants CD  d'une  fonction 

4 

( I )  /„  =  («0 ,  rti , . . . ,  ^n)  (-^j  y'Y 

doivent  vérifier  les  équations  difl'ércntielles 


(^) 


et 


dai 


3) 


tClfi — /_f.i 


dan-i 


La  seconde  de  ces  équations  difïerentielles  par  sa 
texture  et  par  son  mode  de  formation  est  symétrique  de 
la  première  par  rapport  à  («, ,  «„_,) ,  c'est-à-dire  qu'elle 
se  déduit  de  la  première  par  la  substitution  de  a„_,  à  a^ , 
pourvu  que  (p  soit  symétrique.  La  condition  de  symétrie 
mise  à  l'équation  (2)  suffit  donc  pour  caractériser  les 
invariants. 

Le     savant     Iradurlcur    de     l'ouvrage    cité     ajoute  : 


(  :i.,.  ) 

((  JVl.Caylcya  prouvé  qu'une  seule  équation  dilléren- 
tielle  jointe  à  la  condition  à' homogénéité  peut  rempla- 
cer les  deux  équations  dont  il  s'agit.  »  Cetle  homogénéité 
doit  probablement  s'étendre  tant  aux  indices  qu'aux 
exposants. 

2.  Une  fonction  paire  f<i,„  a  un  invariant  du  2'  degré 
qui  est 

im  {im  —  i) 
^    '  I  .2 

,     I    im  .  .  .{m  -\-\)     ., 
— t-  _  . ^ :  /■/  ^ 

2  I  .  2.  .  .   /W 

la,,!  est  symétrique  et  satisfait  l'équation  [i)\  la  vérifica- 
tion est  facile. 

3.  Une  fonction  impaire ^2^+1  ^  un  invariant  4*^  degré 
qui  est 

f  =z  2  W  -h  I 

(5)  lîm+i—f  ^^ty^   )    —^hm^2m, 

i  =.0 

Izrn  étant  l'invariant  du  2^  degré  de 
l\,n  étant  l'invariant  du  2^  degré  de 

Jlm  V'^i  )  ^^2  )  •  •  .  j  <22m+i  )  (-3^)  ^)      • 

On  peut  écrire  cet  invariant  sous  la  fornie  suivante  : 

-h  a2.«2   rtîffi-+-i  4--  •  •  1 —  ihm^'imy 

OÙ  a,  se  déduit  de  a,_i  par  la  formule 

.  .  im  .  .  Aim  —  /  +  2 ) 

icf.i=^  [im  —  1  +  1]  a,_,  —  2  . ^ —  î 

1.1    ..[i—i) 

et   a,  =r  2/72  I  . 

("*)  Ij^  c'est  çj.       Tm. 


Iî/;i4-i  t'sl  synHUricjiie  sous  les  deux  (ornuîs  qiw.  nous 
venons  de  lui  donner,  et  la  vérilicaliou  de  l'éciuallon  dif- 
férenlielle  {2)  s'en  fail  aiséuienl  eu  ayant  éf^ard  à 


r/1 


i  =.  :>.  ni 

ymi_,  — —  =1  0 
/  ==0 
i.   f^a    fonction    paire  yîm    •»    un    invarianl    du    degré 
///  -)-  I  qui  est 

n.      a, <7r 


(7) 


*-.'mH-i  — 


'I  >  •   •  •  5  "m  » 

«2  «3  ,    .    .    .    , 


(à  démontrer), 


5.  Il  serait  bon  que  les  invariants  fussent  toujours 
écrils  d'une  manière  uniforme,  par  exemple,  sous  la 
forme  que  leur  donnent  les  formules  ci-dessus.  En  em- 
ployant la  notation  habituelle  (*),  on  a,  pour  le  1^  degré 

\  a  b 
I2  :=  ac  —  6^     ou     Ij  = 

I  h    c 

pour  le  3*^  degré , 

l,r={ad—bcy~-l^(ac  —  b')(Lcl-'C'^    ■ 
pour  le  4""  degré , 

\^=z  ae  —  ^bd  -^  Zc^, 
et 

abc 
14:=     b  c  d     =1  ace  -\-  ibcd — b^e  —  ad^c^\ 
c  d  e 
pour  le  5^  degré, 
Ii=(«/—  Zbe^  icdy—  ^{ac  —  /^  hd-h3c')  (b/—  4 ce-\-3d'). 


(*)  Alors  on  remplace  •?,  par  n,  a^  par  6,  rt,  par  c,  n^  par  c?,  etc.     Tm. 


(  3o4  ) 

Les  équations  (Jifféiciiliclles  de   condition  sont,  poui 
le  5'"  degré, 

dl  .  dl       ^    dl       .    dl       ^    dl 

''dï>-^^^Tc-^^'d7l-^^''Te^^'df=''^ 
et 

t,,dl        .    dl  dl  dl  dl 

^^Ta-^^'Tb^^''-dc^^'M-^^Te-''' 

En  vérifiant,  au  moyen  de  ces  équations,  l'invariant 
I5  que  nous  venons  d'écrire^  on  verra  clairement  que 
la  condition  de  symétrie  peut  être  substituée  à  Tune 
d'elles. 

Note  du  Rédacteur. 

Premier  exemple.  Soit  /i  =  4  7  par  conséquent  m  c=  2. 
On  a 

Premier  invariant. 

(p  =  I4  =  «0  <?<  —  4*^1  ^3  ^"  ^^\  —  Za\^=:  a^cir,  —  4^1  "3+  3^2. 

L'équation  (2)  développée  est 

<'/  9  d  <j)         ^       da  d's> 

(2)  ^/o-j h  2«,— '-   +3(7,  — î-  +  4/:/,  — î-=rO, 

««,  rt^f,  ^«3  da^ 

dtD  da  d  tD  dm 

faisant  les  substitutions,  l'équation  (2)  se  véiific. 

Deuxième  invariant . 
cp  =  li  —  a,,  a^a^  -f-  2^,  r/2  /7,, —  a\  «,—  a„  <7j —  a\ , 

— ^  =  2  (âfîrt",  —  «1  «4  '  ;      -7—=  «"'u^i-f-  la^n^—  3^2  ; 
da^  da , 

d  (ù  d  (0  t 

— -^  =  2  (ri,^?.  —  flû<^0;    -H"  =  rt„  ^j  —  rt!  ; 


(  3,,;.  ) 

les  siihsiiiMlioii'^   \  (M  iliciil   I  «''(iiialioii    (v). 

Deuxiènw  a.rcrnp/c  : 

n  =  3\      ///    —  I  ; 

/,  =  r/,,  .r'  H-  3  //,  a:-)  -f-  S^/j  .rj,,  +  /?,  ; 

/;  izr  «0  .r-  H-  ?.  r/,  .r/H-  /?,  >  •  ;     /',=«,  x'^  -+-  2  r/,  xj  4-  a,)'^  ; 

c'est  réquatiou  (5)  développée 

dl:,  dh  dh 

dût,  rtfl'i  da^ 

Substituant,  on  trouve 

L'équation  (  2  )  développée  est 

d(D  d(û  d  (D 

«0  -7^  -h  2rt,  -^  4-  3«2  —^  —  G. 
dûi  a«2  da^ 

Faisant  les  substitutions,  elle  se  vérifie  de  même  pour  Iv 


QIESTION  D  EXAMEN 

(Admissibilité  à  l'École  Navale). 


Sachant  que  le  volume  d'un  segment  sphériquc  à  une 
hase  est  une  jonction  entière  du  troisième  degré  de  la 
hauteur  du  segment ,  déterminer  cette  fonction. 

Soient  h  la  hauteur  du  segment  et  r  le  rayon  de  la 
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(  3o6  ) 
sphère.  Quand  // r=  o ,  le  volume  du  segment  csl  uul  ^ 
done,  la  fonetion  cherehéeesL  de  la  forme  A/i^-h  B//^-f-CA  *, 
c'est-à-dire  qu'elle  ne  renferme  aucun  terme  indépendant 
de  ^.  Il  est  de  plus  à  remarquer  que  le  coefïicient  C  de  la 
première  puissance  de  h  ne  peut  être  négatif,  car,  en  don- 
nant à  h  une  valeur  positive  suffisamment  petite,  le  signe 
de  Ah^  4-  B/i^  -h  CA  est  le  môme  que  celui  de  C. 

Cela  posé,  considérons  un  cylindre  ayant  même  base  et 
même  hauteur  que  le  segment,  son  volume  aura  pour 
expression  ir.j^h^ —  nli^ .  Et,  comme  le  segment  est  entiè- 
rement contenu  dans  l'intérieur  du  cylindre,  il  en  résulte 
l'inégalité 

A/i^  -h  B h-" H-  Cil  <^'2Tzrh'—'n: h\ 
d'où 

C  <  2 TT  M  —  77  A^  —  Ah'  —  B/^. 

Si  l'on  fait  converger  h  vers  zéro,  le  second  membre 
de  cette  inégalité  devient  moindre  que  toute  quantité  po- 
sitive donnée,  donc  C  =  o. 

Pour  déterminer  les  valeurs  de  A  et  B,  on  remarquera 
qu'en  remplaçant  successivement  h  par  r  et  2/',  le  volume 

du   segment  prend   les  valeurs   x77/%      ^'^r^;    de   sorte 


qu  on  a 


ou 


2.  4 

Ar'4-B/-^  =  -7rr%      et     8Ar' -f- 4  Ba-=  ^  7rr', 
6  o 


2  77  r 

Ar-hB=-T7f      et     2.Ar  -{-B=  -—• 
6  6 


Ces  dernières  équations  donnent 


Ar=i— ^,       B  =  7rr. 


I 


(  :i":  ) 

I*;ir  ('onstMjiK'iil ,  la  jonction  cIkmcIkm'  csl 

7T/7r'  —  TT  Iv. 

xVo/r.  Colle  (lucslioii  a  élé  ,  il  y  a  (juelques  années, 
adressi'iî  plusieurs  fois  par  M.  Couile  à  des  caudldals 
poui  Tadmission  à  rïù;ole  Polylechni({uc,  aueun  d'eux 
ne  l'a  résolut;  (*).  11  n'exislait  alors  aucun  Programme 
oj/icie/ ^  les  questions  de  faulaisie  avaient  un  libre  (  ours. 
Je  crois  (qu'elles  n'ont  jamais  servi  à  éclairer  le  jugement 
de  MM.  les  Examinateurs  sur  rintelligence  et  l'instruc- 
tion des  candidats  qu'ils  ont  examinées.  Je  reviendrai  sur 
ce  sujet.  G. 


FORWlllES  FONDAMENTALES  DE  l'AINALYSE  SPHERHHIE 

(voir  pajîe  243); 

Par   m.   VANNSON. 


Théorème.  Si  au  centre  diine  ellipse  on  fait  un  angle 
droit  et  quon  prolonge  ses  côtés  jusquà  la  rencontre  du. 
cercle  principal  aux  points  A  et  B,  qu!on  projette  les 
points  A  et  B  sur  Vaxe  commun,  au  moyen  des  arcs 
AP,  ^Q^coupant  l  ellipse  en  A',  B',  quon  trace  les  arcs 
OA',  OB  ,  on  aura  construit  un  système  de  diamètres 
conjugués. 

En  effet,  nommons  a,  a' les  angles  de  OA',  OB'  avec 
l'axe ^  x\  y  les  tangentes  des  coordonnées  de  A'-,  x'^,  y" 
celles  de  B',  nous  aurons 


tailg  a  tang  a'  rr= 


x'.t"  ' 


(*)  La  solution  qu'on  a  voulu   déduire  de  la  détermination  du  maxi- 
mum el  du  niiniinnm  ilimo  l'onclion  continue  n'est  pas  rigotirouso. 

2,0. 


(  3o8  ) 
mais  si  on  appelle  Y',  Y'Mes  tangentes  des  coordonnées 
de  A,  B,  on  aura 

^  y/  Y"  b' 

donc 

b'     Y      Y"  b^ 

tanc;  a.tang  a   =r  —  •—-.-—  = c   q.  f.  d. 

^  ^  a'     x       x"  à" 

Corollaire .  Dans  le  triangle  rectangle  AOP  on  a 

x'  =  «  cos  AOP, 
et  de  même 

x"  =  —  a  sin  AOP, 
donc 

X^  4-  X^  r=r  «^  ; 

on  verra  de  la  même  manière  que 

j;  -^  xi  =  b'- 

Ajoutant  ces  égalités  membre  à  membre,  on  a  la  re- 
lation 

a^  +  è'  =  a-  ^  h\ 

I     '      I 

2".   Si  on  appelle  9  l'angle  OAP,  on  voit  sur  la  figure 
qu'on  a 

n'  cos  oc.  =  a  coscp  ; 

de  même,  en  construisant  le  cercle  principal  sur  le  se- 
cond axe,  on  aura 

b'  sin  a!  =z  b  cos  <p  ; 

en  multipliant  ces  égalités  membre  à  membre,  on  a 

a'  b'  sin  a'  cos  a  =.  ab  cos^  y, 
on  trouve  de  même 

a'  b'  sin  a  cos  ct!=i  —  ab  sin'  cp  ; 
d'où  par  soustraction 

d'  h'  sin  (a'  —  2()  =  nb. 


(  :^o9  ) 


',V\   LVgallu'' 


X 


X 


poiU  s  énoncer  ainsi  : 

La  somme  des  tangentes  carrées  des  projections  de  deux 
dcnii-dlamèlres  conjugués  sur  un  des  axes  égale  la  tan- 
genlc  carrée  de  la  moitié  de  cet  axe  ^  enfin  on  a  la  relation 

c'est-à-dire  que  la  somme  des  tangentes  carrées  des  pro- 
jections dos  deux  axes  sur  un  diamètre  égale  la  tangente 
cariée  de  la  moitié  de  ce  même  diamètre. 

Ces  relations  donnent  la  solution  d'un  grand  nombre 
de  problèmes  relatifs  à  l'ellipse  spbérique  -,  nous  nous  bor- 
nerons aux  principaux. 

1 .  Connaissant  deux  diamètres  conjugués  a',  ê'  et  leur 
angle  9,  trouver  la  grandeur  des  axes.  On  trouve 


a->rb^=zsl a^ -{-b"^  —  la'  è'sin^,      «  —  6  =  \/rt ' -+- ô,' H- 2 «'  ^'sinô. 

Si  on  se  reporte  à  Téquation  d'un  petit  cercle  en  coordon- 
nées obliques,  on  est  conduit  à  la  construction  suivante  : 
Soient 

OA  =  a',      OB  u=  ê', 

et  l'angle  0  =  0.  Faisons  au  point  O  l'angle  droit  AOC 

FlG.    I. 


(   -^'o   ) 
et  prenons 

prenons  aussi  l'arc 

OBD  =  "^     et     OCF  ==  -, 

2  1 

joignons  C,  D  et  F,  B,  soit  M  la  rencontre...,  tang  OM 
représentera  a  +  è  ;  prenons  ensuite  OB'  =  OB,  joignons 
F  à  IV,  et  soit  N  la  rencontre  des  arcs  FB'  et  DC  ;  on  aura 

tang  ON  =  «  —  ^  , 
d'où  on  tire 

tang  OM  -{-  tang  ON  tang  OM  —  tang  ON 

2  2 

expressions  que  nous  avons  déjà  construites. 

Pour  trouver  la  direction  des  axes,  nous  avons  les  re- 
lations 

cf!  —  oi.=.Q     et     tang  a  tang  a'  = ; 

si  nous  nommons  o  le  supplément  de  a',  nous  aurons 

b' 

a-hS  =  7r  —  6     et     tang  a  tang  6  =  — ; 

le  problème  revient  donc  à  partager  un  arc  donné  tî  —  B 
en  deux  segments  tels,  que  le  produit  de  leurs  tangentes 

égale  —  (question  déjà  résolue  géométriquement). 

Connaissant  trois  des  six  quantités  «,  è,  a',  b\  a,  a',  on 
propose  de  trouver  les  trois  autres. 

Problème  I.    On  donne  a,  b,  a  ,  trouuer  a',  b',  a'. 
Soient 

OA  =  a,      0B=  b     et     MOA  =  a  ; 

cela  revient  à  trouver  l'intersection  de  l'ellipse,  sans  la 
construire,  avec  le  cercle  OM. 


(  :i..  ) 

Pour   (lia,    i  élève    AINJ    pcrpeiuliculairc   à   OA ,   cl   je 


Km 


pi  ends  AM^  tel,  qu  un  ail 

tang  AM'        tang  a 
tang  AM   ~  tang  b  ' 

je  trace  l'arc  OM'  ^  soilPsa  rencontre  avec  le  cercle  prin- 
cipal 5  menons  Tordonnée  PH  ;  le  point  K  où  elle  coupe 
OM  sera  évidemment  rextrémité  de  a' .  Construisons 
Fangle  droit  POL,  prolongeons  l'arc  SL  jusqu'en  X,  ti- 
rons BX;  la  rencontre  de  cet  arc  avec  Tordonnée  LN  sera 
l'extrémité  du  diamètre  b' . 

Remarque.  Le  procédé  que  nous  venons  d'employer 
pour  construire  la  rencontre  d'un  grand  cercle  OM  avec 
inie  ellipse  non  construite,  mais  donl  on  a  les  axes,  s'ap- 
plique à  une  position  quelconque  du  cercle  sécant,  en 
sorte  qu'un  problème  peut  être  regardé  comme  résolu 
graphiquement  si  on  le  ramène  à  trouver  l'intersection 
d'un  grand  cercle  et  d'une  ellipse  donl  on  a  les  axes  en 
grandeur  et  en  direction. 

Problème  II.  On  donne  a,  b,  a',  trouvei  les  trois 
autres  quantités. 


FlG       .\ 


b; 


(  3.2  ) 
Considéions  ces  trois  nombres  donnés  comme  des  tan- 
gentes ,  et  soient  :r',7'  les  tangentes  des  coordonnées  de 
l'extrémité  du  diamètre  donné  j  on  a 


.r'n:«'c0Sa,      j^'  =  rt'sina. 


Portant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  courbe,  on  a 

I         cosV.       sinV. 


a'  a^  b'^ 

On  tire  de  là  une  valeur  de  tanga  facile  à  construire  au 
moyen  des  propriétés  du  triangle  rectangle  et  en  se  rap- 
pelant Téquation  du  petit  cercle  x^  H-/^  =  ''^• 

Problème  III.    On  donne  a',  b',  a    (a',  b'  étant  des 
tangentes). 

On  vient  de  trouver  la  relation 

I         cos^a        sin'^a 
a^  a-  b^ 

et  on  a 

b''z=a\-\-  b]  —  a\ 

ce  qui  donne  pour  trouver  a^  une  équation  du  deuxième 

FiG.     /,. 


degré.  La  condition  de  réalité  des  racines  est 

y  ]>»  2  a/  sina  ces  a 
ou 

b\  ^  a\  sin  2a. 

Si  on  prend  pour  b'"^  cette  valeur  minimum,  on  trouve 
que 

tanga'  =z —  I . 

Ce  qui  démontre  le  théorème  suivant  : 


(  ;w:5  ) 

Élaiit  donnes  les  r/ircctions  des  axes  d\ine  ellipse  et. 
un  point.  A,  parmi  toutes  les  ellipses  qu'on  peut  con- 
struire avec  ces  données^  il  j  en  a  une  dans  laquelle  le 
conjugué  du  diamètre  OA  est  un  minimum ,  et  dans 
cette  ellipse  la  direction  du  conjugué  divise  Sangle  des 
axes  en  deux  parties  égales. 

Pour  la  construire,  il  faut  résoudre  le  problème  sui- 
vant : 

Problème  IV .  On  donne  a',  a,  a',  trouver  les  trois  autres 
quantités^  a'  désigne  un  arc. 
Soient 

AON=a,      CON  =  a%      OA  — «'. 


Si  nous  prenons 


2 


et  que  nous  menions  Tare  CA ,  il  sera  tangent  à  l'ellipse 

FiG.   5. 


proposée.  Donc  appelant  a  la  tangente  de  l'axe  suivant 
ON,  on  aura 

a-  =  tangON  tangOP, 

ce  qui  permet  de  trouver  géométriquement  la  grandeur 
de  l'axe  DD'.  Le  reste  se  trouve  par  des  moyens  déjà  ex- 
posés. 

Nous  n'examinerons  pas  ici  les  autres  cas  qui  se  résol- 
vent par  des  constructions   analogues   aux  précédentes. 

Si  l'on  pread  pour  axes  de  coordonnées  un  système  de 


(  3i4  ) 
diamèties  conjugués,  il  est  évident  (jue  l'oqualion  con- 
servera la  même  Corme.  On  peut  donc  rapporter  la  courbe 
à  deux  diamètres  par  la  transformation  des  cooidonnées  ; 
le  calcul  se  fait  comme  pour  les  courbes  planes. 


OIJESTIONS  D'EXWIE^ 

(Aduiissibililé  à  TÉcole  Polytechnique) 


1.  Lorsque  V équation  générale  du  second  degré  à  trois 
variables 

j        ax^  •+-  a'j'  4-  a'^z^-i-  i  bjz  -h  2  b'jcz  -f-  2  b"xj' 
\    -\- 2.CX -\- ic' y -\- ic" z -\- d  =  Oy 

représente  un  cylindre  parabolique,  la  fonction  homo- 


gène 


ax^  H-  a' y"^  -\~  a"  z^  +  2  byz  H-  2  b'xz  H-  2  b"xy 


formée  des  termes  du  second  degré  est  un  carré  exact. 

En  eft'et,  lorsque  Téqualion  (i)  représente  un  cylindre 
parabolique,  on  a  (page  237) 


b'b" 


bb" 


bb' 


En  remplaçant  a^  a' .,  a"  par  ces  valeurs  dans  la  fonction, 

ax--\-  a' y^  +  a" z'^  +  2  byz  +  2  b'xz  +  2  b"xy  ^ 

elle  devient 

b'b"  bb"  bb'    ^  ,  ,,  j„ 

-j—  .r'  -4-  -77-  y'  4-  -777  ^-^  +  2  /?  >  s  H-  2  b'xz  -^-  2.b  x) , 
b  b  h 


ou 

""'*"(! +  f'-^/7' 

C'est  ce  qu  il  fallait  démontrer. 

En  supposant  loujoiiis  que  l'équation  (i)  représente 
lin  cylindre  parabolique,  on  voit,  d'après  ce  qui  précède, 
que  cette  équation  revient  à 

Elle  résulte  évidemment  de  l'élimination  d'iuie  indéter- 
minée a,  entre  les  équations 

TTrUi  (  ^  ^'"^  "•"  '^c'^-^  lc"z-\~  d\=L  —  a^ 

Ces  deux  dernières  équations  représentent,  par  consé- 
quent, les  génératrices  rectilignes  du  cylindre  parabo- 
lique. Ces  génératrices  sont  parallèles  à  la  droite 

X  Y  Z  ,  ^ 

T-+-77  +  T77  =  ûj       1CX  -\- le  y -^  ic' Z -\- dz=zo. 

0  0  0 

G. 

La  suite  prochainement. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  314 

'     (voir  l.  XV,  p.  27)  ; 

Par  J.-Ch.   DUPAIN. 


Construire  la  rouibe  à  équation  polaire 

^ I 

y/i  —  c^  sin'flp 


(  3"i  ) 
La  forme  générale  se  reeoiinait  assez  bien  au  nioyea  de 
récjuation;  mais  il  est  plus  commode  pour  certains  dé- 
tails de  prendre  les  coordonnées  rectangulaires 

j'  (c'  —  I )  —  (2  —  c^)  x^y'^  —  x'  -j-  i  =  o. 

En  suivant  les  méthodes  ordinaires  de  discussion  ,  on 
arrive  aux  résultats  suivants  : 

Il  est  inutile  de  tenir  compte  des  valeurs  négatives  de 
p  pourvu  que  cp  varie  de  0°  à  36o  degrés. 

La  courbe  est  symétrique  par  rapport  aux  axes  coor- 
donnés j  il  suffit  donc  d'en  étudier  le  quart. 

Il  y  a  cinq  cas  jirincipaux  à  distinguer  : 

i^.  c^  <^i.  La  courbe  est  fermée  j  elle  présente  l'aspect 
d'une  ellipse  dont  le  petit  axe  serait  dirigé  suivant  l'axe 
polaire.  Le  plus  petit  rayon  vecteur  est  l'unité,  le  plus 

grand  —:=i^ 


sji  —  c' 

c^  =  1.  On  peut  écrire 


P  = 


\/cOS  cp 

l'aspect  de  la  courbe  est  celui  d'une  branche  de  conchoïde 

/  a  \ 

Ip  = (- »  1  qui   serait   répétée    symétriquement   par 

rapport  à  sa  directrice  (p  = )*  L'axe  des  y  est  une 

asymptote  commune  aux  branches  de  la  courbe;  il  y  a 
quatre  inflexions. 

3^.    2  ^  c^  ^  I .   Il   y    a  deux    asymptotes   ayant  pour 
équations 

sin  ©  =  zt  -     ou     j  =  ' 

«  zt  \/c'  —  i 

L'ordonnée  positive  de  la  courbe  est  plus  petite  que  celle 


(  :*'7  ) 

(II'     I  ;isyiii|)l()l('.     L  iiiii;l('     asymploliijiic     (|in     rciilci  nu* 
(•liu((ii('  l)ian('li('  i]v  (  oni'hi*  est  ol)lus. 
y  coiiniuîiHC  à  rire  réel  (jiiaïul 

c* 

vl  alors 


J 


la  tanj];cnte  est  parallèle  aux  ordonnées.  Quand  x  aug- 
mente, r  prend  (juatre  valeurs  égales  deux  à  deux,  sauf 
le  signe,  jusqu'à  ce  que  .r  =  1 5  y  n'a  plus  (jue  Irois 
valeui's 


Le  point  (1,0)  est  un  sommet  de  la  courbe.  L'ordonnée 
n'a  plus  ensuite  que  deux  valeurs  de  signes  contraires,  et 
la  courbe  se  rapproche  de  ses  asymptotes.  Il  y  a  dans  le 
voisinage  du  sonumet  une  inflexion  pour  chaque  quart  de 
la  courbe  dont  l'aspect  est  celui  des  branches  infinies  de 
la  courbe  du  Diable  (j'' —  x"" —  96  n^j^-h  100  a"x^  =  o) 
étudiée  par  Lacroix  dans  ses  Éléments  de  calcul  diffé- 
rentiel, et  par  JNLM.  Briot  et  Bouquet  (^Géométrie  analy- 
tique ^  1^  édition,  p.  197). 

4".   c^  =  2.   L'équation  se  simplifie  et  peut  s'écrire 


y/cos  2  cp 


ou       r   —  x^  ^^  —  I 


La  courbe  a  le  même  aspect  que  l'hyperbole  équilatère 
[y'^ —  .r-=:  —  i)  qui  a  mêmes  asymptotes  qu'elles,  mêmes 
sommets  et  mêmes  tangentes  aux  sommets. 

5'*.  c^  ^  2.  L'aspect  général  de  la  courbe  est  encore 
celui  d'une  hyperbole  avant  les  mêmes  asymptotes,  mêmes 


(  :i'«  ) 

soiniuc'ls,    mriiH's   langcnles    aux    soimiicls.   I^  aui^lc  des 
asyniploles  csl  aigu. 

L'aire  de  la  courbe  est  une  fonction  elliptique  de  pre- 
mière espèce 


I    r?         di 

2J0    \/i  —  c 


sin^  (p 


F(^,?j« 


La  différentielle  développée  donne  une  série  convergente 
lorsque  c  sin  cp  <C  i  ? 


'    ,      .,         1.3.  \ 

I  -+  -  c-  sin^  cp  H .  c  sin^  qp  -i-  .  .  .  i 

2             ^        2.4                    *  f 

I  .3.5.  .  .  ,  2>y  —  I  i 

c-p  sin^/*  cp .  .  .  \ 


2.4.6.  ..,   2/>> 

L'intégrale  générale  n'est  pas  simple;  mais  on  peut  re- 
marquer que 


£ 


77         1         3  2.p   I 

Sin^/'  (9  r/©  -:r:  -.-.-..  .  — , 

224  9.p 


et ,  par  suite 


rii 


L  / 


I  —  c-  sin^  ^ 


1.3  5 .  . .  ,  (  2/;  —  1 


^'"T-^  I 


2    4-6. . .    2 

Cetie  série  n'est  convergente  que  si  c  est  inféiieur  à 
Funité. 

iVo/é?  <^M  Rédacteur.  Il  est  urgent  de  diriger  l'attention 
des  élèves  sur  cette  courbe  ,  une  des  plus  importantes  de 
l'époque  actuelle,  d'après  l'emploi  de  son  aire  dans  les 
sciences  pbvsiques.  Nous  en  dirons  autant  de  la  courbe 
gamma. 


(    ('9  ) 


SOLliTlOi^  m  \À  Olil'STIO\  42« 

(voir  ;».  3î); 

Par   m.    BAKDIN, 

Kh'vo  lit'  ri'.colo  sccoiidairo  d»!  l'ouriiiis  (classo  tic  M.  Andaiisoii  \ 


(  KepLKR  ,   Asli  onnmia  nova.  ) 


La  résolution  des  triangles  ABC,  ACD  (uigononiélric) 
nous  donne  les  angles  ABC  que  je  nomme  B,  ACB,  ACD 
dont  je  nomme  la  somme  C,  et  les  côtés  BC  que  j'ap- 
pelle b^  CD  que  j'appelle  c.  Je  les  considère  comme  déjà 
connus.  Je  nommerai  /*  chacun  des  rayons  égaux  OB, 
OC,  OD,  o  Tangle  AOB,  e  l'excentricité  AO,  à  trouver. 
Je  prendrai  pour  inconnues  auxiliaires,  y  l'angle  OCD 
formé  par  le  rayon  OC  et  le  côté  CD,  e  l'angle  ABO  formé 
par  le  rayon  OB  et  le  côté  AB. 

Cela  posé,  remarquons  que 


et 


-  =:  rcos.[c  —  --i)  =.  r  (cos.C  cos,  y  4-  sin  C  sin  y^ 


c 

-  z=  r  ces  7, 


u  ou 


2  ces  7 

Substituant  dans  l'équation  précédente,  il  vient 

b  ^^c  (cos.C  -f-  sin  C  tang7), 
d'où 

/;  —  c  ces .  C 

tang  7  = r— ^ —  ; 

c  sm  C 


(  3.,.  ) 


posant 


on  a 


tang(p 


c  cos . C 


h  sin 


tangY  = 


A      'I    . 


TC 


C  sin  C  cos  7  cos  'o 
4 


y  élant  connu,  i'écjuation  (i)  donne  la  valeur  de  r. 
Alors,  en  observant  que 


OBC=r  BCO  =  C  — 7, 


et  que  par  suite 


g  =  B  H-  7  —  C, 

on  voit  que  dans  le  triangle  AOB  on  connaît 
AB^âr,     0B=:/, 

e  =  B-f-7  — C. 


et  enfin 


On  n'a  plus  qu'à  résoudre  ce  triangle  à  Tinslar  des  deux 
autres. 

On  obtient  ainsi  l'angle  o  et  l'excentricité  e. 

Tous  calculs  faits,  on  trouve 

r  ■=  1 06485 , 

o  —  152°  25'  5o'', 

e  z=  61082 . 

Je  placerai  comme  points  de  repère,  les  principaux  ré- 
sultats intermédiaires 

B=r  78°  44'     o", 
ACBnr  74«   10'   43", 
^=177193,4; 

ACD  =  3i"     8'  39", 
ADCr=34°  49'     9", 
c  =  17 1048. 


(  -^-^  ) 

^  =  3()"  Jio'  49"  , 

7  =36"  34'  iG", 
ABO=  9"  58'  54% 
BAO=  17"  35'    16". 

Remarque.  Comme  vérification,  on  peut  calculer  e  au 
moyen  du  triangle  AOC  ou  du  triangle  AOD.  Pour  la  vé- 
rification de  o.  on  peut  remarquer  que  l'on  doit  avoir 

CAO  -h  BAO  =  BAC. 

^ote  du  Rédacteur.  Kepler  fait  ce  calcul  pour  prou- 
ver que  Mars  ne  peut  se  mouvoir  dans  un  cercle.  Les 
données  se  rapportent  à  trois  observations  de  cette  pla- 
nète, réduites  au  mois  d'octobre. 

A  est  le  lieu  de  l'observation  (Prague,  Observatoire  de  Tycho). 

B  est  le  lieu  de  Mars 5°  1^'  11" ,      Balance. 

C  est  le  lieu  de  Mars ^°   ^9'     ^"  -     Vierge. 

D  est  le  lieu  de  Mars i4"   16'  52".      Taureau. 

Ce  sont  des  observations  réduites  à  l'écliptique  pour  l'é- 
quinoxe  de  iSgo.  Si  l'orbite  était  un  cercle,  on  devrait 
toujours  trouver  la  même  excentricité,  n'importe  les  dis- 
lances AB,  AC,  AD  5  or  cela  n'a  pas  lieu,  car,  en  prenant 
le  rayon  OB  =  looooo,  Kepler  trouve  9768  pour  excen- 
tricité, et  pour  d'autres  positions  9264  ^  il  conclut  qu'il 
faut  exclure  le  cercle,  et  finalement  il  parvient  à  l'ellipse. 

Cet  ouvrage,  Astronomia  no^a,  très-rare  (*),est  le 
chef-d'œuvre  des  chefs-d'œuvre.  On  voit  ce  que  peut  pro- 
duire la  réunion  de  ces  trois  qualités,  grand  astronome, 
grand  géomètre,  ami  passionné  et  désintéressé  de  la 
science. 

(*)  In  exemplaire  ii  la  librairie  de  M.  iMallet-Bachelier. 


Aini.  Je  Maiht'iitai..  l.  Wll.  (Septembio  i8rtS/,  2  I 


GÉOMÉTRIE. 


Extrait  du  Bulletin  de  la  classe  physique  et  mathématique 
de  Saint-Pétersbourg,  t.  XVI,  n»  56 1  ;  1857. 


Oscar  Verner.  Quelques  nouveaux  théorèmes  sur  les 
polygones  et  propositions  arithmétiques  et  géomé- 
triques qui  s^ en  déduisent. 

Soit  un  polygone  fermé  plan  Ai  Ag  A3 .  .  .  A„_a  A„_i  A^ 
et  deux  points  M,  Ao  dans  ce  plan-,  on  a  celte  relation 
entre  les  aires  triangulaires 

MA,  A„  MA.Aî  MA2A3 


]VlAoA,.MAoA„       ]VlA„A,.MAoA,       MÂ„A,.MAoA3 

MA3.A,  MA«_,A« 


MA„A3.MAoA4       "'       MAoA„_,.AJAoA„' 


iVlAn  A/j_)_| 

'  1=  O 


qui  peut  s'écrire 

-^1  \MA„A^.MAoA/,+, 

il  faut  prendre  i  au  lieu  do  ai  H-  1  et  négativement  (l'ozV 
p.  296). 

J.  Mentiok.  Sur  le  cercle  focal  des  sections  coniques. 

i.  Par  deux  points  situés  sur  une  conique,  menons 
quatre  rayons  vecteurs  aux  foyers  \  ils  forment  un  qua- 
drilatère non  convexe,  circonscriplible  à  un  cercle  :  c'est 
le  cercle  Jocal .^  et  le  rayon  de  ce  cercle  est  appelé  le 
rayon  focal.  Le  centre  est  le  pôle  de  la  corde  qui  réunit 


(  ,V>.3  ) 

losdcux  poiiils  de  la  coin([uc.  Dans  la  parabole,  deux  des 
rayons  veeteurs  deviennent  des  dianièlres. 

2.  Supposons  la  roni([ue  rapportée  à  ses  axes  princi- 
paux. Soient  a  , /3  les  coordonnées  du  centre  du  cercle 
local,  K  le  rayon  focal  ^  on  a  la  relation 

Pour  l'ellipse a'IV  =  a'  P'  -h  b'a'—aUt\ 

Pour  l 'hyperbole a'IV  =  a''P' -h  h' a^H-  «'  b\ 

où  a  est  le  demi-axe  focal ,  et  €  l'autre  demi-axe. 

Dans  la  parabole,  K^  =  j3^ —  2;? a,  où  p  est  le  demi- 
paramètre. 

3.  La  somme  des  deux  tangentes  menées  par  les  foyers 
au  cercle  focal  est  égale  à  Taxe  focal  dans  l'ellipse^  c'est 
la  dilTérence  dans  l'byperbole  (*). 

4.  La  longueur  d'une  tangente  menée  d'un  foyer  au 
cercle  focal  est  à  la  distance  du  centre  de  ce  cercle  à  la 
directrice  correspondante  au  foyer,  dans  un  rapport  con- 
forme au  module  de  la  conique. 

5.  L'aire  d'un  polygone  circonscrit  à  la  conique  est  égale 
à  a  (K-+- K'+  K'^-f- .  .  .)  •  K,  K',  K^  .  . ,  sont  les  rayons 
focaux  relatifs  aux  côtés  du  polygone,  dont  quelques- 
uns  deviennent  négatifs  lorsque  le  centre  de  la  conique 
est  extérieur  au  polygone. 

G.   L'aire  d'un  polygone  inscrit  à  une  conique  est 
K,  R',  K'^', . . . ,  sont  les  rayons  focaux  correspondants  aux 

(*)  Lorsque  les  deux  points  se  réunissent,  le  double  point  rejjrésenle 
le  cercle  focal  el  son  centre;  les  deux  rayons  vecteurs  sont  des  tangentes 
à  ce  cercle  ,  et  ainsi  la  propriété  de  ces  rayons  est  un  cas  particulier:  de 
même  pour  la  propriété  suivante.  Tm. 

21.. 


(  :Vi4  ) 

colés  du  polyf;onc-  daiis  la  parabole,  la  surface  du  poly- 
gone circonscrit  est 

inscrit 

7.  Secteur  elliptique.  Ce  secteur  ayant  pour  sommet 

le  centre  de  l'ellipse  a  pour  aire  a  arc  tang  —  ?  où  K  est 

le  rayon  focal  correspondant  à  la  corde  qui  sous-tend  la 
base  du  secteur. 

8.  Secteur  hyperbolique. 

ûb^      b  —  K 

on  le  déduit  du  secteur  elliptique  en  y  remplaçant  h  par 
bi^  car 

K 

arc  tang -rzr-log -■    /^^y/^i- 


'-b 


9.    Segment  elliptique. 


K      \ 


L  I                     K            b 
Aire  =  rto  I     arc  tang  j — 

10.   Segment  parabolique. 

Ane  ^  — — 
3p 

il.   a,  (3  étant  les  coordonnées  du  centre  d'un  cercle 
focal,  la  conique  étant  rapportée  à  des  axes  quelconques, 


on  a 


Iv 


(  ;^^^>   ) 
2F'sin'r 


N  4- v/N'-i-  wsin'r' 
F'=  AfiM-  Ha(ÎH-Ca^-h  Dp  +  Ka  -f-F, 
•y  =  angle  dos  axes  , 
N  =  A4-C— BCOS7,     tfi  z=z  B' — /]  AC. 

l!2,  Solution  de  ces  problèmes.  Etant  donnés  ciiuj 
rentres  foeaux  d'une  conique  ,  trouver  l'équation  de  la 
ionique  j  quatre  pour  une  parabole  et  hyperbole  équila- 
tère^  trois  pour  un  cercle:  dans  ce  cas,  c'est  le  cercle  qui 
coupe  orthogonalement  les  trois  cercles  donnés.  Au  moyen 
du  paragraphe  précédent ,  on  est  amené  à  cinq  équations 


du  i*^'  degré. 


12.  Théouèmë.  Si  trois  sections  coniques  passent  par 
les  mêmes  quatre  points^  les  rayons  focaux  des  points 
de  V une  des  coniques  relatifs  aux  deux  autres  sont  dans 
un  rapport  constant,  ce  qui  comprend  comme  cas  parti- 
culier ce  théorème  de  la  Géométrie  supérieure  : 

Si  trois  cercles  ont  le  même  axe  radical,  les  tan- 
gentes menées  par  tous  les  points  de  Vun  des  cercles 
aux  deux  autres  sont  dans  un  rappoi^t  constant. 

L'auteur  fait  encore  diverses  applications,  et  annonce 
une  prochaine  publication  sur  la  sphère  focale  d'un 
cône. 

Note  du  Rédacteur.  M.  Tchebychew,  le  célèbre  arith- 
mologue  dont  il  va  être  question,  a  pour  prénom  Paf- 
noufty  [Bulletin,  p.  63).  M.  Bienaymé  me  fait  observer 
que  ce  saint  est  identique  à  saint  Paphnuce  qui  ligure 
dans  certains  calendriers  à  la  date  du  19  avril  et  du  11 
au  24  septembre,  et  il  y  a  même  plusieurs  saints  de  ce 
nom,  lous  d  Fgyple^  origine  iiidi([ué<'  d'ailleurs  par  la 
forme  du  nom. 


(  'd'26    ) 


SOLITION  DE  LA  QlËSTiON  556 

(voir  t.  XVI,  p   57; 

QUI  CONDLIT  A  CELLE  DE  LA  OIESTIO^  VH 

(voir  t.  XV,  p.  387); 

Par  M.    P.    DE  FO VILLE, 

Élève  de  l'École  préparatoire  des  Carmes  (classe  de  M.  Gerono). 


I**.   Discuter  la  courbe  représentée  par  V équation 
(i)  jy  =  sin  [(2/2  +  1)  arc  sin  jt] -j- 1 . 

2°.  Démontrer  que  si  9  (x)  est  une  fonction  impaire 
qui  n  a  pas  plus  de  211  —  i  racines  comprises  ejitre  •+■  i 
et  —  I ,  la  courbe  représentée  par  Inéquation 

(2)  j~cp(^) 

rencontre  la  courbe  (i)  au  moins  en  un  point  dont  l'ab- 
scisse est  comprise  entre  4-1  et  —  i . 

3°.  Déduire  de  ce  qui  précède  la  démonstration  du 
théorème  de  M.  Tchebychew  (question  ^47,  t.  XV,  p.  387, 
Prouhet.  ) 

Y 


(  327  ) 
i".  }c  suppose  ([lie  OX,  OY  soieni  les  axes  reetangti- 
laires  donnés.  Afin  de  simplifier  la  discussion  ,  je.  pren- 
drai provlsoireuKMit  poui'  axe  i\v.s  X  la  <li(>lle  O'X'  dont 
ré(|ualion  est 

J=  '  ; 

l'équation  de  la  courbe  deviendra 

y  =  sm[[2.n  -f-  i )  arc  sin x]. 

On  reconnaît  immédiatement  (|ue  la  nouvelle  orij^ini; 
O'  est  un  point  de  la  courbe  et  un  centre,  car  cette  équa- 
tion, vérifiée  par  les  valeurs  x  =  o,  j  =  o,  conserve  les 
mêmes  solutions  lorsqu'on  change  à  la  fois  x  en  —  x  et 
J  en  —y. 

La  variable  x  représentant  un  sinus  ne  peut  recevoir 
que  les  valeurs  comprises  entre  -j-  i  et  —  i  ;  à  chacune  de 
celles  qui  sont  renfermées  dans  cet  intervalle,  il  en  cor^ 
respond  une  infinité  de  arc  sinx,  mais  cependant  une 
seule  de  y.  En  effet,  si  a  représente  la  plus  petite  valeur 
positive  de  arc  sinjt",  toutes  les  autres  sont  données  par 
les  formules 

2/7T  +  a,       (2A  +  i)7r  —  a, 

et  Téquation  proposée  peut  être  remplacée  par  l'ensemble 
des  deux  suivantes  : 

j  =  sin  [(  2  « -h  I  )  (  2  ^-TT -t- a  )] , 

j  ==  sin  j  (  2 /?  -f-  I ]  [(  2  /î-  -h  r)  TT  —  a ]  j. 

Celles-ci  se  réduisent,  lorsque  l'on  supprime  les  mul- 
tiples inutiles  de  la  circonférence,  à 

y  =  sin[(2/2  -h  i)a], 

j^  1=  sin  [tt  —  [2.n  -i-  i)  a], 

r\  Ton  voit  qu'elles  bont  é(]uivalenles.  Il  suiïil  donc  de  con- 


(  328  ) 
server  l'une  d'elles,  soit 

j  =  sm[(2«-+-i)a], 

qui  pour  chaque  valeur  de  a  et  de  x  n'en  donne  bien 
qu'une  seule  de  y. 

Pour  obtenir  les  points  de  la  branche  de  courbe  située 
à  droite  de  l'axe  des  Y,  il  faut  faire  croître  x  de  o  à  i ,  ou, 

ce  qui  revient  au  même,  faire  croître  a  de  o  à  —  On  peut 

la  construire  avec  une  certaine  exactitude  au  moyen  du 
tableau  suivant  qui  montre  en  regard  les  valeurs  simul- 
tanées les  plus  remarquables  de  a:  et  de  j^  : 

a  y 


2  (2/2  -f-  i) 

27r 

■2  (  2  «  -h  1 } 

2  (  2  /?  -f-  I  ) 
(2/2  —  3  )  TT 


O 


2  (2/2  H-  l) 

(  in  —  2  Jtt 

2  (  2  /2  -h  I  ) 

(2/2  I  )  TT 

:; i —  —     I 

2(2/2+1) 

2/2  7r 
O 

2  (2/2  -{-  l) 

(  2/2  H-  i)iz 

^ L-  I 

:?.  (  2  «  -r  I  ) 
Si  l'on  remarque  que  Tordonriée  et  sa  dérivée  .seconde, 


{  ^^'^9  ) 
rcspocli\cnieiil  rcpréseiilccs  par 

sin[(?.«  -f-  i)  a  J 
et 

—  [■?.ri  -I-  I )^  sin  [( 2 /^  4-  i )  "^  J 7 

sont  toujours  de  signes  contraires,  que  par  conséquent  la 
courbe  tourne  constamment  sa  concavité  vers  l'axe  des  X, 
on  reconnaît  ([ue,  partant  de  l'origine,  elle  se  compose 
d  une  série  d'arcs  sinueux  qui  successivement  s'élèvent 
au-dessus  et  s'abaissent  au-dessous  de  cet  axe,  et  qu'elle 
vient  enfin  se  terminer  brusquement  au  point  dont  les 
coordonnées  sont  x  =  i^y  =  i. 

Chaque  valeur  de  x  qui  rend  (  2A2  -|-  i)  a  multiple  im- 
pair de  -  correspond  à  une  ordonnée  maximum  ou  mi- 
nimum dont  la  longueur  absolue  est  toujours  égale  à  i . 
Dans  l'intervalle  de  deux  de  ces  ordonnées  consécutives, 
la  courbe  rencontre  nécessairement  l'axe  des  X  en  un 
point  dont  l'abscisse  rend  (  2/2  -j-  i)  a  multiple  de  tt.  Les 
points  d'intersection  sont  au  nombre  de  n  à  droite  de  l'axe 
des  Y.  Comme  il  s'en  trouve  autant  sur  la  branche  de 
gauche,  symétrique  par  rapport  au  centre  de  celle  qui 
vient  d'être  construite,  et  que  de  plus  l'origine  O'  appar- 
tient à  la  courbe  ,  le  nombre  total  des  points  où  elle  coupe 
l'axe  O' X'  est  2//  +  i.  On  achève  de  prendre  une  idée 
exacte  de  sa  forme,  en  remarquant  que  l'intervalle  de 
deux  de  ces  points  consécutifs  devient  de  plus  en  plus  pe- 
lit  à  mesure  qu'ils  s'éloignent  de  l'origine.  En  effet,  leurs 
abscisses  sont  les  sinus  d'arcs  équidistants  l'un  de  l'autre 

de  '- î  et  l'on  sail  que  dans  le  premier  quadrant  le  rap- 


port   -. —  diminue  lorsque  x  augmente. 

^  arcsm.^  * 

2".   Il   faut   maintenant    revenir   au    premier    système 

d'axes,  et  faire  voir  que  si  (p  (x)  est  une  fonction  impaire 
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ayant  au  plus  in  —  i  racines  comprises  entre  -f-  i  et  — i, 
la  courbe  représentée  par  l'équation 

coupe  nécessairement   l'espèce   de   sinusoïde    qui    vient 
d'être  construite. 

J'observe  d'abord  que  puisque  (p  (x)  change  de  signe 
tout  en  conservant  la  même  valeur  absolue  lorsqu'on  y 
remplace  x  par  —  x^  la  courbe  y  =  tp  (j?)  a  l'origine  O 
pour  centre.  Profitant  de  cette  remarque,  je  vais  chercher 
à  établir  la  propriété  en  question  ,  en  montrant  que  d'un 
point  de  la  droite  AB  dont  l'équation  est  x  =  i  au  point 
symétrique  par  rapport  à  O  de  A'B'^  dont  l'équation  est 
a:  =  —  I,  il  est  impossible  de  tracer  une  courbe  qui  ne 
rencontre  pas  la  sinusoïde  et  soit  telle ,  qu'à  chaque  va- 
leur de  X  en  corresponde  une  seule  de  j^  sans  qu'elle  ait 
au  moins  2;î  +  i  points  d'intersection  avec  OX.  11  n'y 
aurait  pas  lieu  à  démonstration  si  la  valeur  de  y  corres- 
pondant à  X  =  I  était  négative  ou  si  elle  était  positive  et 
plus  grande  que  i ,  car  alors  la  courbe  ayant  l'origine  pour 
centre  couperait  évidemment  la  sinusoïde.  Je  suppose- 
rai donc  que  le  point  pris  sur  AB  soit  comme  M  com- 
pris entre  A  et  B.  Une  branche  de  courbe  partant  de  ce 
point  et  se  dirigeant  vers  l'origine  sans  couper  la  sinu- 
soïde peut  présenter  une  forme  quelconque  dans  l'inter- 
valle compris  entre  le  dernier  arc  clfA  de  celle-ci  et  la 
droite  AB;  mais  il  est  impossible  qu'elle  passe  à  gauche  de 
l'ordonnée  cd  sans  couper  l'axe  des  X  en  un  certain  point 
m  compris  entre  r/et  B,  et  de  s'abaisser  au-dessous  de  cet 
axe.  La  branche  symétrique  qui  part  de  M'  le  coupera 
en  un  point  correspondant  m'  et  s'élèvera  au-dessus  de 
lui,  mais  elle  ne  pourra  passer  à  droite  àe  c'  d'  (symétrique 
à  cd)  sans  le  couper  une  nouvelle  fois  en  un  point  n'  au- 
quel correspondra  de  même  un  point  n  de  l'autre  branche 


(  -».  ) 

situé  sur  OX.  l'Lu  ( onlluuant  do  ccUe  uianlùre  à  tracer  sl- 
multancnicnl  les  deux  bianclus  (jul  Iciident  Tune  vers 
rautic  j^our  se  réunir,  ou  reconnaît  que  la  couibe  dont 
elles  font  partie  doit  couper  OX  en  deux  points,  chaqu(î  fois 
que  se  présente  une  ordonnée  minimum  d(î  la  sinusoïde 
dont  il  faut  éviter  la  rencontre.  L'ordonnée  terminale  A' IV 
est  la  seule  qui  se  trouve  naturellement  évitée.  Les  autres 
sont  au  nombre  de  ii.  La  courbe  tracée  entre  M  et  M'  ne 
peut  donc  avoir  moins  de  in-{-\  points  d'intersection 
avec  l'axe  des  X  (le  nombre  de  ces  points  est  nécessaire- 
ment impair),  et  celle  que  représente  l'équation 

r  =  (p(x) 

en  ayant  au  plus  3/i  —  i  dans  l'intervalle  des  mêmes  or- 
données doit  couper  la  sinusoïde. 

3".   Le  théorème  de  M.  Tcliebycliew^  est  ainsi  énoncé 
(question  347)  : 

Soit  donnée  V équation 

^2«+i  _|_  ^jc^"-'  -f-  ^j:'"-3  +  .  .  .  4-  /.r  -h  X-  =:  o 
qui  ne  renferme  que  des  puissances  impaires ,  il  y  a  une 

racine  réelle  comprise  entre  i  i /-  et  —  a  \    "' 

Il  revient  évidemment  au  même  de  dire  que  l'équation 

obtenue  en  divisant  par  i  1/-  les  racines  de  la  précé- 
dente a  une  racine  comprise  entre  4-  i  et  —  i .  Le  premier 
des  termes  de  cette  nouvelle  équation  est  i^'\  k .  x^"+^ , 
et  si  on  les  divise  tous  par  A  ,  ce  qui  n'altère  pas  les  solu- 
tions, elle  prend  la  forme 

(3)      'i"\x'"'-^'  +  Ajt'"-'  H-  Bjt-»-'  h-  .  .  .  -4-  L.r  -h  I  =  o. 

Le  théorème  sera  démontré  si  je  fais  voir  que  les  ra- 
cines comprises  entre  +  i  {;t  —  r  ptîuvent  être  représen- 
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tces  parles  abscisses  des  points  coniniiiiis  aux  deux  courbes 
dont  les  équations  sont  désignées  par  (i)  et  (2)  (p.  236). 
Pour  y  parvenir,  je  rappellerai  d'abord  ([ue,  d'après 
uue  formule  de  la  trigonométrie,  on  a 


sin  [( 2 «  H-  I )  a]  =  (in  -\-  i )  cos'^" a  sin a 

(2«  H-  1)  2/2  [in  —  i) 

1.2.3 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

sin  [{2/2  +  1)  arcsinx]  =  [m  -h  1)  (i  —  x'^Y  x 

(2/2+1)2/2(2//  —  i) 

+ 


cos^'-'asin^  a 


('--') 


2\«— I      ,,..4 


Une  première  remarque  à  faire  sur  ce  développement, 
c'est  qu'il  est  une  fonction  impaire  de  x.  Il  se  compose 
en  effet  d'une  somme  algébrique  de  termes  où  chacun 
est  le  produit  d'une  puissance  de  (i  — x^)  par  une  puis- 
sance impaire  de  x.  Une  seconde  remarque  est  relative 
au  coefficient  de  x'^"'^^ ^  terme  qui  est  évidemment  celui 
du  degré  le  plus  élevé  dans  chacun  des  produits  dont 
je  viens  de  parler  où  il  se  trouve  alternativement  avec 
le  signe  +  et  le  signe  — .  Pour  rendre  le  raisonne- 
ment plus  précis,  je  supposerai  d'abord  n  pair^  alors  le 
produit  (i  —  x'^y.x  fournit  le  terme  +  x-"+^  tandis  que 
(i  —  x^)"~*x^  donne  — x^""*"*  5  mais  comme  ce  dernier 
est  précédé  dans  le  développement  d'un  coefficient  né- 
gatif, c'est  encore  avec  le  signe  +  que  x^'"*"^  se  retrouve 
dans  la  somme  :  il  en  résulte  que  le  coefficient  de 
^2«+i  gg^  ^g^]  ^  j^  somme  de  tous  les  coefficients  nu- 
mériques du  développement,  c'est-à-dire  de  ceux  de  la 
ni  +  i"-""    puissance  du  binôme  pris  de  deux  en  deux, 

ou  encore  à  la  demi-somme  -  2*^"+^  =z  ■?J"  de  tous  les  coei- 

2 
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ti('i(MUs  de  cvMii  ioniitili'.  Je  puis  donc   pose;» 

siii  [(2/7  -h  i)  arc  sin.r] 
_  2î".r"'-+-'  -h  A'  j:''-'  +  B'ar-"-'  -+-...  4-  V  * 

cl  remplacer  l'équation  (i)  par  ré(juali()n  algébricjue 

(  I  '  )      r  -—  2"'  .r^"^-'  H-  A'  .r'"-'  -h  B'  x"'--^H-  .  .  .  -h  L'  .r  -M  , 

dans  laquelle  il  faut  seulement  convenir  de  n'attribuer  à 
X  que  les  valeurs  comprises  entre  +  1  et  —  i . 

Il  est  maintenant  facile  de  voir  que  les  racines  de  l'é- 
quation (3)  sont  représentées  par  les  abscisses  des  points 
communs  à  la  courbe  (i')  et  à  la  suivante 

r=(A'  — A).r'"-'  +  (B'  — B)a:^"-^-f-.  .  .+  (L'  — L)x, 

dont  l'équation  est  comprise  dans  l'équation  (2)  ^  car  c'est 
une  fonction  impaire  de  x  et  n'a  pas  plus  de  2  7i  —  i  ra- 
cines. 

Tout  ceci  suppose  n  pair. 

Si  n  était  impair,  le  coefficient  de  x^"+*  dans  le  dévelop- 
pement de  sin  [(  an -}- i)  arc  sinx]  serait  — 2^"-  mais 
alors  on  pourrait  remplacer  la  courbe  (i)  par  celle  dont 
1  équation  est 

y  =  s\n  [{1  n  -+■  1  )  arc  sin x]  —  r 

qui  rencontre  aussi  la  courbe  (  2  )  en  un  point  dont  l'ab- 
scisse est  comprise  entre  4-  i  et  —  i .  Les  termes  extrêmes 
de  l'équation  (i')  deviendraient  ainsi  —  2'"  a:'"''"*  et  —  i  , 
et  pour  que  ceux  de  l'équation  (3)  leur  fussent  égaux, 
il  suffirait  de  changer  tous  les  signes  de  cette  dernière 
équation  :  les  conclusions  auxquelles  on  parviendrait  se- 
raient encore  les  mêmes. 


(  334  ) 
SURFACES  Dli  SECOND  DEGRÉ,  PRORLEMES; 

Solutions  par  M.  VANNSON. 


Un  ellipsoïde  étant  rapporté  à  trois  diamètres  conju- 
gués, on  propose  de  mener  par  Torigine  un  rayon  qui 
soit  maximum  ou  minimum. 

L'équation  de  la  surface  sera 


V- 1 =  I. 

a  b  c 


Appelons  A,  B,  C  les  angles  que  font  les  diamètres  deux  à 
deux  et  soient 


X        y        z 

m        n        c  ' 


les  équations  d'un  rayon  quelconque.  Éliminant  x,  y,  z 
entre  ces  quatre  équations,  nous  aurons 


I  m  n  p 

'm'       n''       p^  R  R  R 


^ 


R  désignant  le  radical  -,   si   nous  appelons  /  la  longueur 
du  rayon,  nous  aurons 

P  irr  .r'  -f-  j^  -I-  z^  +  2  xy  COS  C  +  Ifz  COS  A  +  2  z.r  COS  B, 

et,  remplaçant  j-jj-,  z  par  leurs  valeurs, 

ni-i  _^  ;72  _l-  y;2  _|_  2  np  COS  A  +  7.prn  cos  B  -f  2  mn  cos  C 


m'        n'-         u' 
—  ._1 1_  <_ 

a'        b'        c' 


Pour  rendre  cette  expression  maximum  ou  minimum, 


(  ■^^■>  ) 

ni^  fij  p  claul  Irois  vaiiabU's  lii(lo|)c;ii(lanU;s,  nous  ét^.ilr- 
rons  à  zéro  les  dérivées  prises  successivenienl  par  rapport 
à  eliacunc,  ce  qui ,  en  divisant  les  équations  ainsi  o])le- 
nucs  membre  à  membre,  nous  donne 

/  -f-  ])  ces  B  -4-  //  ces  C //  -H  f^i  <  os  C  -h  /^  ces  A 

,.,  <  ~^^     °     ^ 

*  ij  -\-  /?  cos  A  -f-  ///  cos  B 


Appelant  S  un  quelconque  de  ces  rapports,  nous  aurons 
les  trois  équations 

mil i  )  H~  ''  ces  C  -\-  p  cos  B  =  o, 

n  il  —  —  1  -\'  p  cos  k-\-  m  cos  C  =  o, 


p  [i T  )  H-  w  cos  B  -f-  /z  cos  A  =  o. 


Ces  trois  équations  n'ayant   pas   de   terme  indépen- 


m     n 


dant,  pour  que  les  rapports  —,  -   soient   déterminés  ,    il 

faut  que  le  dénominateur  commun  des  trois  inconnues 
soit  nul,  ce  qui  donne,  après  quelques  réductions  faciles, 

( 3  )  I   4-  S  (  ^;  c;  sin^  A  -^  c;  «;  sin^  b  h-  «;  b^  sin^  C) 

(  +«;6;r;D  =  o, 

en  posant,  pour  simplifier  l'écriture, 

—  D  =  I  4-2  cos  A  cos  B  cos  C  —  cos^  A  —  cos'B  —  cos*  C. 
Si  on  décompose  D  en  facteurs,  on  trouve  aisément 
D  =  4  sin/?  sin  (/;  —  A)sin  (/?  —  B)  sin  (p  —  C), 
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p  étant  la  demi-somme  de  (A  -h  B  H-  C).  Or  si  on  appelle 
V  le  volume  du  parallélipipède  formé  sur  a\  b\  c',  on  a 


V  =  ia'  b'  c'  v/sin/j  sm{p  —  A)  sin(/?  —  Bj  sin  [p  —  Cj. 

De  cette  remarque  il  résulte  que  le  terme  tout  connu  de 
r équation  (3)  est  égal  à  — V^,  Vêtant  le  volume  du  paral- 
lél i pi pède  formé  sur  les  trois  diamètres  conjugués. 

Pour  démontrer  que  les  trois  racines  de  l'équation  (3) 
sont  réelles,  il  n'y  a  qu'à  suivre  l'élégante  méthode  de 
discussion  développée  dans  l'analyse  de  MM.  Briot  et 
Bouquet,  page  3o8. 

Ainsi  on  éliminera  dans  les  équations  (a)  p  par  sous- 
traction, on  trouve  ainsi 


/ 


/// 


(4) 


[ 
[ 


''  S 


I  I  -f-  cos  R  cos  C 


] 


—  I 


cos  A  cos  C 


] 


[ 


cos  c  f  -^  —  I  I  -h  cos  A  cos  B 


] 


remplaçant  dans  la  première  des  équations  (2)  m^  n^  p 
par  leurs  quantités  proportionnelles,  on  trouve 

a"^  cos  B  cos  C       b"^  cos  C  cos  A       r  *  cos  A  cos  B 
(  5  "^  cos  A  cos  B  cos  C 

S  —  a  S  —  ê  S-7  -' 

après  avoir  posé 

cos  B  cos  C  \ 

a:\\ M   etc. 

cos  A       / 
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Viuil  ([uc  les  (juanlilés  a,  6,  y  soiu  iiu-galcs,  on  (Ui- 
montre  que  rtunialion  (fi)  a  ses  trois  racines  ré(;ll('s  et 
inégales,  et  elles  sont  positives,  comme  Je  niontic  1  éfjua- 
tion  (3).  Or  ces  racines  ne  sont  autres  (jue  les  carrés  (l("s 
demi-axes.  Cela  résultt;  des  écjuations  (i),  car  si  on  mul- 
tiplie les  deux  termes  de  cliaque  fraction  respeclivemcîiit 
par///,  //,/^,  el qu'on  divis(î  ensuite  la  somme  des  nunu;- 
rateurs  par  celle  des  dénominateurs,  on  trouve  S  =r/^. 
Ainsi,  dans  le  cas  où  a,  6,  y  sont  des  quantités  diffé- 
rentes, les  trois  axes  sont  inégaux.  Les  équations  qui 
donnent  la  direction  de  ces  axes  sont,  en  ayant  égard  aux 
équations  (5), 

jr  cos  A  (  S  —  a  )       j  ces  B  (  S  —  ^  )  z  ces  C  (  S  —  7  ) 

-p  =  ^1  —  -r 

/  I  I 

Ces  équations  donneront  pour  chaque  valeur  de  S  une 
direction  déterminée. 

Si  ^c  =  0,  une  des  valeurs  de  S  égalera  a;  les  équa- 
tions (4)  donnent  dans  ce  cas  yy  =  o,  et  la  dernière  des 
équations  (2)  devient 

///  cos  B  +  //  cos  A  =  o  : 

ainsi  les  équations  d'un  des  axes  sont 

3  =:  G     et     r  cos  B  -f-  j  cos  A  =  o. 

Ainsi ,  quand  on  a  a  =  G,  un  des  trois  axes  est  dans  le 
plan  de  deux  diamètres  conjugués,  et  réciproquement  si 
dans  l'équation  a  =  o  on  remplace  la:  et  S  par  leurs  valeurs, 
elle  devient 

,  /cos  A  — cos  B  cos  C\        ,,  /cosB  —  cos  A  cosC\ 

(6)  «M -—. =^  • ' 


cos  A  1  '    \  ^os  B  y 

Or  si  on   appelle   A'  le  dièdre  opposé  h,   la  face  A   dans 

\nr..  de  Mnlh/nuilii/urs,  t.   XVII.   (Seplcml)rp  iR58.)  î?2 
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l'angle  solide  que  forment  les  trois  diamètres  donnés,  on 
aura 

cos  A  —  cos  B  ces  C 

CCS  A'  =  •    n        n ' 

sm  B  sm  C 

et 

,       cosB  —  cos  A  cos  C 

cos  B'  = ^ — .    .    .. î 

sin  A  sm  C 

valeurs  qui,  combinées  avec  l'équation  (6),  donneront 

sin  2  A 
cos  A' 


sin  2B 
cosB' 


On  voit  donc  que  dans  un  sj'stème  de  trois  diamètres 
conjugués,  si  deux  d'entre  eux  sont  dans  un  même  plan 
avec  un  axe,  le  carré  de  chacun  des  deux  est  proportion- 
nel au  sinus  de  deux  fois  l'angle  compris  entre  les  deux 
autres,  divisé  par  le  cosinus  du  dièdre  opposé  à  cet 
angle. 

Quand  les  trois  quantités  a,  ê,  y  sont  égales,  l'équa- 
tion (5)  a  deux  racines  égales  à  a,  donc  la  surface  a  deux 
axes  égaux,  elle  est  de  révolution,  et  il  n'y  a  de  déter- 
miné que  la  direction  du  troisième  axe,  correspondante 
à  la  troisième  racine. 

Si  dans  l'équation  (3)  on  examine  la  somme  des  racines, 
leur  produit,  etc.,  on  en  conclut  ces  trois  relations  : 

La  somme  des  carrés  des  diamètres  conjugués  est 
constante  ^  le  volume  du  parallélipipède  construit  sur 
trois  diamètres  conjugués  est  constant;  et  enfin  dans  ce 
même  parallélipipède,  la  somme  de  carrés  des  faces  est 
toujours  la  même  pour  tous  les  systèmes  de  diamètres 
conjugués. 

Problème.     Une    surface    du    second    degré    étant 


(  y-^i)  ) 

èciduic  par  (lv>  rayons  <la  liunicrc.  fULtUint  d'un  point. 
(x',  y',  z') ,  trouver  léq  liât  loti  delà  surface  coni(juc  for- 
mée par  les  ta)  ons  tangents  à  la  surjace  proposée. 

Lcmnie.  Soit  (p  =  o  ré([iialion  (l(i  la  surface-,  ou  sail 
que  la  courbe  de  séparation  d'ouibre  et  de  lumière,  base 
du  cône  cherché,  est  ])lanc.  Sou  plan,  ([ui  n'est  autre  que 
le  plan  polaire  du  point  [x' ^  j',  z'),  a  pour  équation 

1  — -  j  représentant  la  dérivée  de  cp  relative  à  x,  dans  la- 
quelle on  a  remplacé  .r,  y^  z  par  x' ^  y'  z'  \  si  dans  cette 
équation  du  plan  polaire,  que  nous  représenterons,  poui- 
abréger,  par  ^JJ  =  o ,  nous  renq)laçons  x^  y^  z  par  les 
lettres  accentuées,  nous  trouverons  un  résultat  égal  à  (cp)', 
ainsi 

(>)  W  =  {f)'- 

Cela  posé,  prenons  l'équation  généiale  des  surfaces  du 
second  degré  passant  par  la  courbe  de  séparation,  son 
équation  sera 

(j)  +  >>);:=  O, 

X  étant  le  premier  membre  de  l'équation  générale  d'un 
plan.  Ainsi  X  a  quatre  indéterminées,  ce  qui  montre  que 
la  condition  de  passer  par  la  couibe  donnée  tient  lieu  de 
cinq  points.  Si  maintenant  on  cherche  Tintersection  des 
deux  surfaces,  on  trouve  pour  deuxième  courbe 

>  =r  G,       (p  =  O. 

Mais  cette  courbe  doit  être  identique  à  la  première,  donc 
X  et  ^  ne  diffèrent  que  par  un  facteur  numérique,  donc 

22.. 


(  M»  ) 

ce  (jui  donne  pour  é(|ualion  de  la  surface  langeiile 

(p  H-  a\p-  =  o; 

mais  elle  doit  contenir  le  point  (x',y',  z')^  d'où 

cp'  -H  ai|>"  =  o, 


et 


en  ayant  égard  à  la  relation  (i).  On  a  donc  pour  l'équa- 
tion demandée 

Il  reste  à  faire  voir  que  cette  équation  représente  bien 
la  surface  d'un  cône.  Pour  cela  on  peut  chercher  les  coor- 
données du  centre  et  remarquer  que  ces  coordonnées  vé- 
rifient l'équation  de  la  surface.  On  peut  dire  encore  :  si 
on  joint  le  point  (x',  y' ^  z')  à  un  point  D  pris  sur  la 
courbe  de  séparation,  celte  droite  aura  trois  points  com- 
muns avec  la  surface  trouvée,  le  point  D  étant  un  point 
double  ou  un  point  de  contact  de  cette  droite  avec  la  sur- 
face. Donc  cette  droite  est  tout  entière  dans  la  surface; 
c'est  donc  une  surface  conique. 

Si  on  suppose  que  les  rayons  de  lumière,  au  lieu  de 
partir  d'un  point  fixe,  soient  parallèles  à  une  direction 
donnée  par  les  angles  a,  ê,  y,  la  même  équation  donnera 
le  résultat.  Pour  cela,  appelons  /  la  distance  du  point  à 
l'origine,  nous  aurons 

.r'=r/cOSa,      j' =  /  COS  6,       z':=:/C0S7. 

Après  avoir  substitué  ces  valeurs  aux  coordonnées,  on  fera 
/  =  QO  ,  puis  on  divisera  le  tout  par  /^.  Si  donc  nous 
appelons /"(a)  le  groupe  des  termes  du  deuxième  degré, 
après  V  avoir  remplacé  .r\  y\  z'  par  les  trois  cosinus,  et 


(  My  ] 

par  ^  (a)  colle  du  plan  polaire  après  les  mêmes  substitu- 
tions et  abstraction  faite  du  terme  indépendant,  nous 
aurons  pour  écpialion  de  la  surface  cylindi  ique  demandée 

Exemples.  Considérons  les  surfaces  du  second  degré 
rapportées  à  leurs  plans  principaux 

A.r'  -h  k' y'  4-  A"  z'zh  I  =  G, 
Féquation  de  la  surface  du  cône  sera 

(Ax^-h  A'7^4-  A"z'zt:i)(A.r;  H-A'j;  +  A'^z^lti) 
=  [kxx'  4-  A'j/  -h  A."  zz'±:  i)% 

et  celle  de  la  surface  cylindrique  tangente  sera 

( A jc'  -h  k'f'  +  A"  z'  ±  i)  (A  cos^  a  H-  A'  cos^  6  +  A."  ces  7) 
=  ( A:c cos a  +  k' y  ces  ^-\-  k"  z  cos  7  )'. 


QUESTIONS  D'EXAME!\  (ECOLE  POLYTECHMOIE).  (Suite.) 

(Voir  p.  314). 


2.  Troui^er  les  conditions  qui  doiwenf  être  remplies 
par  les  coefficients  de  V équation  générale  du  second 
degré  à  trois  variables 

fax^  -h  a'y''  4-  a"z'^  +  2  hyz  4-  2  6'xz  4-  2  ^"jcj 
4-  2  cjc  4-  2  c'j  4-  2  c"z  4-  r/  =r  G  , 

;7oar  ^we  ceiie  équation  représente  le  système  de  deux 
plans  parallèles. 

On  sait  que  dans  ce  <as  les   trois  équations  dérivées 


(  34-2  ) 
/'  (x)  =  o,  y  (  j)  =  o,  f'[z)  =  o^  doivent  représen- 
ter trois  plans  qui  coïncident.  En  exprimant  ([ue  les 
coefficients  de  dilîérents  termes  de  ces  équations  sont 
proportionnels,  on  trouve,  par  un  calcul  très-simple,  les 
cinq  conditions  suivantes  : 

,    ,  b'h''  ,       bb"  „      bb'         „       bc         ,      bc 

3.    Lorsque    V équation    générale    du    second  degré 
représente  deux  plans  parallèles ,  la  fonction 

ax-  +  a'y"^  +  a"z^  +  2  byz  -\-  2  b' ,xz  -f-  2  b" xy, 

formée  des  ternies  du  second  degré,  est  _,  à  un  facteur 
près,  le  carré  du  polynôme  '2cx -}- 2.c'j -{- 2c"z  qui 
contient  tous  les  termes  du  premier  degré  de  cette 
équation. 

Il  en  doit  être  ainsi ,  car  deux  plans  parallèles  pouvant 
toujours  être  représentés  par 

Ax-t-Bj  -hCz -\~D  =  o      et      Ax  +  Bj -h  Cz  +  D'=  G, 

Téquation  (i)  aura  nécessairement  la  forme 

(Ax-^Br  ~\-Cz-h'D)  {Ax  -h  Bj -4- Cz  +  D')  =  o  , 
ou 
(A.r  H-Bj  +  Cz)^-h{D4-D')  (Ax  +  Bj4-C2)-f-DD'=:o. 

On  peut  aussi  conclure  cette  remarque  des  relations  (2) 
et  trouver  les  équations  de  chacun  des  deux  plans. 

En  ellet,  si  l'on  remplace  a  ,  a\  a''  par  leurs  valeurs 

b'b''     bb"     bb'  ,     . 

— 7—'  T7-'  -TTj  dans  la  lonction 
b         ou 

thi?  H-  n'y  4-  n"z^  -h  2  bj  z  -h  2  b'xz  -i-  ib'xYy 


f 
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elle  devient 

1,1,0    ^^-4-^  +  p 

r-.  1      •  '       //  ;  1  .  bc        hc 

r.t,  en   substiluani  a   c    et  c    les  expressions   -77,»     -jjt 

on  a 

2  r.r  4-  2  c'/  4-  2  c"z  =2  6c(-  +  |^-f-  — 

Done , 

«.r'  4-  ay  -H  a"z'  4-  2  b'xz  -h  2  ^''j^J 

=  (  2  c.r  -h  2  c'j  4-  2  c  z)^  X  7-^ 

C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 
En  posant 

2  cj:  4-  2  c'y  4-  2  c"z  =  X , 
l'équation  (i)  se  réduit  à 
b'b" 


/^bc' 
ce  qui  revient  à 


X^  4- X  4-^  =  0, 


-^  X*  4-  X  4-  «?  =  0  , 


puisque 

b'b'' 


!-  =  "• 


De  celte  dernière  équation  on  tire 

2r?*    ,    2C    / 

a  a 

D'où 

-X4-2cz=dl2\/c'—  ad. 


(  344  ) 


Mais 


-  X  =:  -  (2CX  H-  2C  r-\-  7.C   Z):=z  lax  -\ r 

ce  c 


D'ailleurs,  on  a  [d'après  les  relations  (2)], 


lac 


z. 


H  en  resuite 


3sult( 


et 


îfî=.*",      i^  =  2i'; 


-^=^  lax  ~\-  1  b"y  -Y-  2  b'z . 

c  J  •) 


-X-h  'xc^=^iax  -V-  lh"y  -^  ib'z  -f-  ic  =  J'  (.r). 


Par  conséquent ,  les  équations  des  deux  plans  parallèles 
sont 


f'{x)  =±2  v^c^  —  ad. 


Si 


c"^  —  ad  =  0, 
ces  deux  plans  se  réduisent  à  un  seul,  et  lorsqu'on  a 

c'  —  ad  <^o, 
ils  deviennent  imaginaires. 

4.  Déterminer  les  conditions  nécessaires  pour  que 
r  équation  générale  du  second  degré  à  trois  'variables 
représente  une  surface  de  révolution ,  rapportée  à  des 
coordonnées  rectangulaires . 

Soient 

Téquation  de  la  surface  considérée ,  et  ^ 

(2}  {^^  ^  x')-  -^{y  -  y'Y  -\-  [z^z'Y-  r=.  o, 
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celle  crune  sphère  ayant  poiii*  ccnlri'  un  point  (.r',  )'•>  z  ) 
de  Taxe  de  révolulion.  En  disposanl  eonvenahleinenL  du 
rayon  et  du  centre  de  la  sphère,  l'inlerseetion  des  sur- 
faces (i)  et  (2)  sera  formée  de  deux  circonférences  réelles, 
situées  dans  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  de  révolu- 
tion, et  dont  les  centres  appartiendront  à  cette  droite. 

Toutes  les  surfaces  du  second  degré  qui  contiendront 
ces  deux  circonférences,  seront  représentées  par  l'équa- 
tion 

(3)/(ar,7,z)+n(.r-x')^4-(/-r7-|-(3-2?-/-^]  =  o, 

dans  laquelle  X  est  un  coefficient  arbitraire. 

Or,  le  système  des  deux  plans  parallèles  où  se  trouvent 
les  deux  circonférences  est  une  surface  du  second  degré 
qui  contient  ces  deux  courbes  ;  donc  il  doit  être  pos- 
sible d'attribuer  à  ^,0:',  y',  z'  des  valeurs  telles,  que 
l'équation  (3)  représente  le  système  de  deux  plans  pa- 
rallèles \  il  faut ,  par  conséquent ,  qu'il  existe  pour 
X,  x\y\  z'  des  valeurs  qui  rendent  identiques  les  équa- 
tions dérivées  de  l'équation 

(3)  /(a;,j,z)-hX[(x-.r')^+(j-rT  +  (z-z')'-/-^]==o. 

En  remplaçant  /[oc^j,  z)  par 

ax^  -h  a'  y"^  +  a"z'  -h  2  bjz  -+-  2  b'xz  -\-  2  b"xj 
-\-  icx  ->r  ic'y  4-  ic"z  -f-  d^ 

les  équations  dérivées  de  (3)  deviennent 

(4)  ax -^  b"y-^h'z-\- c  ~{-\[x— x')=zQ  ^ 

(5)  ^"^_f_rt'j4_i?,2_f,  c'-H /(r  — /)  =  G, 

(6)  b'x  ^by  -^-a"z-\-c"-{-\[z—  z')  =0. 

Pour  qu'elles   admettent   les    mêmes    solutions,    il    faut 


(]U  on  ail 

(7) 

(8) 
(9) 


a-\-l 

b" 

a  ->rl 

b' 

a-\~l 
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b" 


b' 


«'4-  \         b 

b"  _       b' 
T^  a"  -h\' 

b"  b' 


c  —  Ix'       c'—  "k  y' 
Les  relations  (7)  et  (8)  donnent 


U' 


,        b'b"         ,      ,        bb"         „      .         bb' 


d'où 


OU 


x  = 


b'b' 


bb' 


a  = 


a 


b_y_ 


—  a". 


Ainsi,  les  coefficients  de  l'équation  générale  du  second 
degré  devront  satisfaire  aux  deux  conditions 


b'b" 


bb" 


a  = 


bb^ 
b" 


pour  que  cette  équation  représente  une  surface  de  révo- 
lution. 

Quand  ces  deux  conditions  seront  remplies,  en  pre- 
nant pour  la  valeur  de  1  l'une  quelconque  des  trois  dif- 
férences 


b'b" 


a 


bb^ 


'F 


les  équations  (7)  et  (8)  seront  vérifiées.  Quant  aux 
équations  (9),  qui  contiennent  les  trois  inconnues 
x\  j' ^  z' ^  elles  admettent  une  infinité  de  solutions  diffé- 
rentes. On  en  déduit,  en  remplaçant  \  par  sa  valeur, 


b" 


bc  —  b"c"  ,_  b^  ,      b'c'—  b"c" 

b'b"  -  ab     ^^     ^~V^  '^  bb"—a'b' 
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Ce  qui  iiiontn»  que  lo  point  (jr',  y\  z')  appartient  à  la 
fois  aux  doux  plans 


//'           hr  —  b"c" 

■r    —      T          1         ■    ,                                                  . 

h"           b'c'—  b"c" 
^  ~  b'^^  bb"—  a'b' 

•^-    /;  -    '     b'b"-ab' 

l/axe  de  révolution  est  ainsi  déterminé,  et  il  est  facile  de 
reconnaître  que  celte  droite  est  perpendiculaire  au  plan 
que  chacune  des  équations  (4) ,  (5),  (6)  représente. 

G. 


SOLITIOWI  DE  LA  QIESTION  279 

(voir  t    XII  ,p    327)  ; 

Par  m.  FAURE. 


ABC  est  un  triangle  donné,  F  un  point  fixe  dans  le 
plan  du  triangle,  une  droite  variable  AD  passe  par  le 
point  A  et  rencontre  le  côté  BC  en  D,  point  variable. 
Construisons  une  conique  ayant  pour  foyer  F,  et  touchant 
les  trois  côtés  du  triangle  ABD.  Soit  E  le  point  de  con- 
tact sur  AD,  construisons  une  autre  conique  touchant  les 
trois  côtés  du  triangle  ACD,  soit  E'  le  point  de  contact 
sur  AD,  l'angle  EFF/  est  constant. 

Je  suppose  que  la  première  conique  soit  une  ellipse,  la 
seconde  sera  une  hyperbole  en  général.  Soient  G  le  point 
où  l'ellipse  touche  le  côté  BC,  G'  le  point  où  l'hyperbole 
touche  le  même  côté.  Je  joins  le  point  F  aux  points  A,  B, 
C,  D,  G,  G',  E,  E'.  Les  angles  BFG,  G'  FC  sont  égaux, 
puisque  chacun  d'eux  est  égal  à  l'angle  AFD,  sous  lequel  la 
ligne  AD,  interceptée  entre  les  deux  tangentes  fixes  AB,  BC 
ou  AC  et  BCj  est  vue  du  foyer  F,  Ajoutons  à  chacun  de  ces 
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angles  égaux  l'angle  GFC,  j'aurai  GFG'  =  I3FC.  D'où 
l'on  voit  que  l'angle  GFG'  a  une  valeur  eonstanle.  Or 
DF  éiani  bissectrice  de  l'angle  GFE  et  de  l'angle  G'^FE' 
(G^^  étant  un  point  pris  sur  le  prolongement  de  FG'),  j'ai 


DFG  =  DFE,      DFC/'  =  DFE', 


d'où 


DFG'' —  DFG  =  DFE' —  DFE     ou     GFG"  =  EFE': 

mais  GFG'' est  égal  à  i8o«— GFG'=  i8o«  —  BFC,  c'est- 
à-dire  a  une  valeur  constante  5  il  en  est  donc  de  même  de 
EFE',  et  l'on  voit  de  plus  qu'elle  est  la  valeur  de  cette 
constante. 

La  démonstration  serait  analogue  pour  toute  autre  po- 
sition du  point  F. 


SOLITIOIV  DE  LA  QllESTIOlV  262  (CATALAN) 

(  voir  t.  XI,  p.  401); 

Par  m.  FAURE. 


Si  l'on  considère  une  suite  de  valeursy^,  Jn^i  ?  •  •  •  jji  ?  /o 
que  prend  une  certaine  fonction  de  x,  lorsque  la  variable 
reçoit  une  série  de  valeurs  x^^  J^n-i, .  •  . ,  Xj,  Xo,  on  trouve 
pour  la  /^'^'"^  différence  dey^  l'expression 


^"j«  =  Jo—  «/l  + 


71  [n  —  I  ) 


I  .2 


/2. .  .=t=jr„. 


La  considération  de  cette  série  donne  immédiatement 
la  solution  de  la  question  262.  Ainsi  si  l'on  pose 


^){P 


.■{p—n-\-l) 


1.2.3 


(  M9  ) 
oïl  aura 

,         .   w  n[n  —  I )   ,  ^ 

n  étant  un  nombre  entier  et  positif,  /;  une  quantité  quel- 
conque. 

Soil  en  effet 

__  /J.r(px  —  l)  (/?.-r  —  2) .  .  .  {px  —  /?  -I-  I  ) 
I  .  ?. .  3  .  .  .  //  . 

une   fonction    de  x.    Si   l'on    donne    à   jt    les    valeurs 
o,  I,  2,.  .  .,  /z,  on  obtient  successivement 

donc 

d'ailleurs  la   différence  n'^'"'  de   C„^^„   est   évidemment 
(  — /?)„^  donc,  etc. 


ÉCOLE  POLYTECPIQIIE.  CONCOURS  D'ADMISSION  M  iS.ÏS 

(voir  t    XVI,  p   112). 


Composition  mathématique . 

X >  y^  z  désignant  des  coordonnées  rectangulaires  et  m 
un  paramètre  variable,  on  demande  de  déterminer  les  di- 
verses surfaces  que  peut  représenter  l'équation 

j:^  4-  (  2  m'  -h  I  )  (  r^  -+-  z^ )  —  1  [xy  -^  .rz  -\-  jz) 
z=  im"^  —  3  /72  H-  I , 

lorsque  le  paramètre  m  varie  de  —  00  à  -)-  oo  . 


(  35o  ) 

Calcul  trigonométrique . 
Triangle  spliérique  : 


O  / 


«  =  35  28  26,7, 
b  =  go. 39. 54, 3, 
0  =  86.18.43,8. 

Epure  de  géométrie  descriptive. 

Un  tronc  de  cône  droit  à  bases  parallèles  est  posé  sur 
le  plan  horizontal  par  sa  grande  base  qui  est  un  cercle  de 
5  centimètres  de  rayon  -,  la  hauteur  du  tronc  est  de  10  cen- 
timètres et  la  petite  base  a  2  centimètres  de  rayon.  Ce 
tronc  de  cône  est  surmonté  d'un  cylindre  droit  ayant 
même  axe  que  le  tronc ,  un  rayon  de  5  centimètres  et 
2  centimètres  de  hauteur. 

Dans  un  plan,  passant  par  Taxe  commun  des  corps  ci- 
dessus  et  faisant  un  angle  de  45  degrés  avec  le  plan  ver- 
tical, on  prend  un  point  S  distant  de  cet  axe  de  12  centi- 
mètres et  de  20  centimètres  du  plan  horizontal. 

Cela  posé,  on  propose  de  construire  les  projections  de 
l'intersection  du  tronc  de  cône  avec  un  cône  oblique  , 
ayant  pour  sommet  le  point  S  et  pour  base  la  base  infé- 
rieure du  cylindre  qui  surmonte  le  cône  tronqué. 

On  veut  aussi  connaître  :  1°  la  tangente  en  un  point 
quelconque  5  2^  la  tangente  en  un  point  situé  dans  un 
plan  tangent,  mené  au  tronc  de  cône  par  le  sommet  du 
cône  oblique  ^  3°  la  tangente  en  un  des  points  pour  les- 
quels elle  a  une  direction  horizontale. 

JSota.  L'épure  portera  une  légende  explicative. 

Lavis  à  l'encre  de  Chine. 
Faire  le  lavis ,  à  l'encre  de  Chine,  d'une  surface  cylin- 


(  :^->'  ) 

diKjue  (K>  lo  conliinèlros  (le  diamclrc  sui  i5  rcîniimèlrt  s 
(le  liaulciir.  Cv.  cylindre  devra  se  détacluT  sur  lui  lond 
formé  d'une  teinte  plate  grise ^  il  rcîposera  sur  un  socle 
dont  la  surface  plane  sera  indi(|uée  par  une  teinte  plate 
d'une  très-faible  intensité. 

Le  modèle  de  cette  surface  cylindrique  pourra  être  fait 
à  teintes  fondues  ou  adoucies,  ou  bien  à  teintes  plates  su- 
perposées. 

On  admettra  que  le  rayou  de  lumière  a  pour  projections 
horizontale  et  verticale  des  lignes  inclinées  à  4^  degrés 
sur  la  ligne  de  terre.  Le  cadre  limitant  le  dessin  aura 
24  centimètres  de  hauteur  sur  18  centimètres  de  lar- 
geur. 

Composition  française. 
L'amour  de  la  patrie. 


QUESTIONS  D'EXAMEIV  (ÉCOLE  MYALE). 


1.  Considérez  sur  une  circonférence  (*)  m  points 
Ao,  Al,  A2, .  •  . ,  ^,n-\-)  divisant  cette  courbe  en  va.  parties 
quelconques^  et  supposez  qii  à  partir  de  l'un  d'eux,  de 
Ao  par  exemple,  on  cofiduise  consécutivement  des  cordes 
qui  unissent  ces  points  de  n  en  n:^  de  sorte  que  la  pre- 
mière de  ces  droites  soit  menée  de  Aq  au  point  A„-,  la 
seconde^  de  A„  au  point  K^n-,  ^t  ainsi  de  suite.,  chacune 
délies  sous-tendant  n  des  parties  en  lesquelles  la  cir- 
conférence est  divisée  :  pour  que  Von  passe  ainsi  par 
tous  les  points  de  division,  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux 


(")  Et  })his  (jéiu'r;»l(Miini)t  ^ur  une  courbe  l'iMmco. 
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nombres  m  et  u   soient  premiers  entre    eux.    C'est   ce 
qu'on  propose  de  démontrer. 

Quels  ([ue  soient  les  deux  nombres  entiers  m  et  «,  la 
construction  indiquée  ramènera  au  point  de  départ  Aq. 
En  effet,  désignons  par  m^  et  n'  les  quotients  obtenus  en 
divisant  m  et  n  par  leur  plus  grand  commun  diviseur, 
on  aura 


n  .m'  =  m.n' . 


puisque  chacun  des  produits  nm' ^  mn'  représente  le  plus 
petit  multiple  de  m  et  de  n.  Or,  Tégalité  nm' =.  mn 
montre  que  si  Ton  conduit  consécutivement  m'  cordes 
sous-tendant  chacune  n  des  divisions  de  la  circonfé- 
rence, la  somme  de  tous  les  arcs  qu'elles  sous-tendent  est 
égale  à  un  nombre  entier  n!  de  circonférences  \  par  consé- 
quent, la  dernière  aboutira  au  point  d'où  on  est  parti. 

Si,  généralement,  on  nomme  x  le  nombre  des  cordes 
à  mener  pour  revenir  au  point  de  départ,  Qly  le  nombre 
entier  de  circonférences  dont  se  compose  la  somme  des 
arcs  sous-tendus  par  ces  cordes,  on  aura  nx  =:  my^  d'où 


.r        m         m 
j~   n  n' 


Les  nombres  m',  «'étant  premiers  entre  eux,  j:  et  j^ 
seront  des  équi multiples  de  ces  nombres,  donc  le  mini- 
mum de  X  est  m'. 

De  là  nous  concluons  qu'en  menant  à  partir  du  point 
Ao  un  nombre  de  cordes  égal  à  m',  on  revient  à  ce  point, 
sans  passer  plus  d'une  fois  par  l'un  quelconque  des  autres 
Al,  As,  etc.  Il  en  résulte  que  ces  cordes  unissent  entre 
eux  m'  points  distincts.  11  est  d'ailleurs  évident  que  lors- 
qu'on est  revenu  au  point  de  départ  A^j,  la  construction 
indiquée  ne  peut  donner  aucune  corde  nouvelle,  donc  le 
nombre  de  points  par  lesquels  on  passe  en  suivant  cette 
construction  est  précisément  m' , 


(  :ir,3  ) 

Pour  ([lie  ni  =z  m,  il  iaul  et  il  sullil  ((lu;  h;  plus  }^i  and 
(Otninun  divisoiir  de  m.  cl  n  soit  l'uni  te,  (rcst-à-diic  qut; 
les  deux  n()nd)res  rn  et  /*  soi(MU  premiers  entre  eux.  C'est 
ee  (ju'il  saisissait  de  démontrer. 

Note.  La  ({ueslion  (jue  nous  venons  d(î  trailer  esl  au 
nombre  de  celles  qui  ont  été  jadis  plusieurs  fois  proposées 
dans  les  examens  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique, 
afin  de  bien  apprécier  la  spontanéité  des  candidats  [voir 
t.  VIII,  p.  68). 

2.  On  a  les  groupes 

3,   5; 


7i   9 


1 1 


i3,    i5,    17,    19; 
et  ainsi  de  suite  : 

Prou\^er  que  la  somme  des  nombres   contenus  dans 
chacun  d'eux  est  un  cube  (  *  ) . 

Le  nombre  des  termes  contenus  dans  les  n  premiers 

n{n  -f-  i) 
groupes  est •   ht,    comme  ces   termes    sont   les 

nombres  impairs  consécutifs  i,  3,  5,  etc.,  leur  somme  a 

pour  valeur ->  Un  a,  de  même,  en   addition^ 

4 
nant    tous   les    termes    des    (n -\- 1)   premiers   groupes, 

7 •  Donc  la  somme  des  nombres  contenus 

4 

dans  le  [n-\-  i)'^'""  est 

(n  -f-  1)2  (/?  -+-  2)^  — «2  [n  -\-  1)2 


(*)  Cet  énoncé  m'a  été  communiqué  par  un  candidat  à  l'École  Navalej 
je  n'y  change  rien. 
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{ m  ) 

ou 

4   —    ' 

expression  ([ui  s(î  réduit  évidemment  à  {n -h  i)^. 

G. 
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(voir  t.  XIII,  p.  192); 

Par  un  ANONYME. 


Si  l'on  divise  d'une  manière  quelconque  un  polyèdre 
liomogène  en  tétraèdres  et  si  Ton  suppose  la  masse  de 
chaque  tétraèdre  réunie  au  centre  de  la  sphère  circon- 
se  ri  te  à  ce  tétraèdre,  le  centre  de  gravité  de  ce  système  de 
points  matériels  est  toujours  le  même. 

J'appelle  Ai,  Ag ,  A3, .  .  . ,  A„  les  sommets  du  polyèdre, 
(«,,  &,,  c,),  («2,  ^2,  ^2)5  ('^a?  ^35  ^3),'  •  -5  («ro  ^n,  c„)  les 
coordonnées  de  ces  points  relativement  à  trois  axes  rec- 
tangulaires issus  d'un  point  arbitraire  O.  Je  divise  la 
surface  du  polyèdre  en  triangles  et  je  joins  leurs  sommets 
h  un  point  quelconque  M  de  l'espace,  j'aurai  ainsi  une 
des  décompositions  exigées  par  la  question.  Considérant 
en  particulier  la  pyramide  triangulaire  MAj  A2  A3,  dont 
le  sommet  M  a  pour  coordonnées  x,  jK,  -2,  on  aies  trois 
équations 

(^,  _  .r)  a  4-  (^,  -  J  )P  +  (c,  -z)y^'-  (OA;  -  OINP), 
(a,  ->  .r)a  -h  [b—  j)  p  +(r,  -  z)  y  ^  ~  (OA^,  -  OM-'), 


(  :555  ) 
pour   lîxpiiinci-  ([iH*   le  poinl  a.  ,3.   y  csl    \c  (Ciilrc  (1(;    la 
sphère  ciironscritc  au  l(Uiaèilr(;  doiil  il  s'.ii^il.   KcsolNant 
(H's  t'*([ualions,  on  en  lire  pour  a,  par  cxoinple,  une  valeur 


IN 


I) 

dans  la(|ucll(î 

,   a,  —  .r,      /;,  —  r,       c,  —  2  > 
D  =  2.det.  <  r/î  —  X,      b-,  —  y,      Cj — z-, 


(  a,  —  Xj      b,  —  y,      c,  —  2  ) 
N  =  dét.  )  OA;  —  OMS      h,  — y,      c.  —  z). 

(oa;-om%    ^,~j,    c,  —  z\ 

Or  la  quantité  D  est  proportionnelle  à  la  masse  du  té- 
traèdre, donc  IN  sera  à  un  facteur  constant  près  le  mo- 
ment du  point  matériel  considéré  relativement  au  plan 
des  yz.    Agissant   de    la   même    manière    pour    chaque 

tétraèdre,  nous  aurons  une  somme  de  moments  ^N,qui, 

divisée  par  le  volume  V  du  polyèdre,  donnera  l'abscisse 
du  centre  de  gravité  de  tous  nos  points.  Il  est  manifeste 

que  la  somme  ^N  est  constante  \  car 

.  rt|  — .r,      h,  — /,     f,  —  z  , 

'  a,  —  x,      Z>3  —  r,     Cy  —  z  ' 
et  cette  expression  se  réduit  à 


l     "  I  5  "  I  )  »-  I      I 

12V  =  N  det.  ]  «2,      b,^     Ci'. 


onplaçani  1  origine  des  cooidunnées  au  poiiil  M.  Mais  nt 

23. 


(  356-  ) 
même  temps  il  faut  que  la  somme  'VN  se  réduise  à 

'0A^3,      b,,     C3) 
c'est-à-dire  à  une  quantité  constante. 

TIlÉORÊliE  GÉOMÉTRIQUE  OË  FERMAT. 


Soit  ABCD  un  rectangle^  où  AB  =  BC  sji  ;  E  est  un 
point  quelconque  de  la  demi-circonférence  décrite  sur  AB 
comme  diamètre ^  F  e^  G  points  re^pectii^ement  cC inter- 
section des  droites  ED,  EG  a^ec  le  diamètre  AB^  on  a 

la  relation  ÂgV  BF  =  AB '(*). 


l]i\E  PROPRIÉTÉ  DES  NORMALES  DE  L  ELLIPSE; 

D'après  M.   Otto  BOKLEN,   de  Sulz  (Wurtemberg). 


Soit  O  le  centre  d'une  ellipse;  OA  =  a  =^  demi  grand 
axe  -,  OB  =  b  =  demi  petit  axe  ;  par  un  point  quelconque 
Mde  l'ellipse,  on  mène  une  normale  rencontrant  le  grand 
axe  en  P  et  le  petit  axe  en  Q;  par  ce  point  Q,  on  mène 
une  droite  QL  telle,  que  l'on  ait 

tang  OQL       a 
tang  OQP  ~  I  ' 

(*)  On  n'insérera  pas  de  démonstration. 


il 


(  .'ÎS;  ) 
K  claul  si  lue  sur  le  graud  axe,  ou  a 


QL=-— T— 


Cette  propriélé  sert  à  résoudre  ces  trois  problèmes  : 
i^^  inscrire  dans  un  angle  droit  une  droite  de  longueur 
donnée  et  passant  par  un  point  fixe;  i^  mener  une  nor- 
male à  l'ellipse  ;  3*^  trisecier  un  angle.  Inutile  d'avertir 
ans  géomètres  qu'il  ne  peut  s'agir  de  constructions  géo- 
métriques. 

La  connexion  entre  le  problème  III  et  le  problème  1 
s'établit  ainsi  :  soit  le  secteur  circulaire  GHE,  H  le  centre 
et  GE  l'arc  qu'il  faut  trisecter;  prolongeons  le  rayon  EH 
jusqu'à  ce  qu'il  rencontre  de  nouveau  la  circonférence  en 
K;  menons  le  diamètre  MHN,  qui  bissecte  l'angle  GHK: 
menons  par  K  une  corde  KO  qui  coupe  le  diamètre  bis- 
secteur MN  en  un  point  a  tel,  que  l'on  ail 

alors 

ar€  GO  =  I  arc  GE. 
6 

Or  l'angle  MON  est  droit;  les  angles  INOK,  MOK  sont 
connus,  ainsi  que  la  droite  Oa  égale  au  rayon  HE,  et 
MN=:20a;  cela  revient  doue  à  mener  par  un  point 
donné  dans  un  angle  droit  une  droite  égale  au  double  de 
la  distance  du  point  au  sommet  de  l'angle  droit,  ce  qui 
s'obtient  par  le  problème  I. 

Le  problème  I  se  résout  géométriquement  lorsque  le 
point  est  situé  sur  une  bissectrice  de  l'angle  droit,  et  dans 
ce  cas  les  deux  autres  problèmes  sont  aussi  susceptibles 
d'une  solution  géométrique,  c'est-à-dire  on  peut  géomé- 
triquement trouver  le  tiers  d'un   angle  droit,  et  mener 


(  358  ) 
une  normale  à  l'ellipse  par  un  point  situé  sur  les  diamè- 
tres conjugués  égaux  de  l'ellipse. 


QIESTIONS. 


446.  Joignons  par  une  droite  les  centres  des  cercles 
inscrit  et  circonscrit  à  un  triangle^  cette  droite  rencontre 
le  cercle  inscrit  en  deux  points  ;  soient  5  et  s'  les  puis- 
sances de  ces  points  relativement  au  cercle  circonscrit, 
r  le  rayon  du  cercle  inscrit,  R  le  rayon  du  cercle  circon- 
scrit, on  a  la  relation 

ss'  =:  r^^R  -+-  r). 

Note.  ha.  puissance  d'un  point  par  rapporta  un  cercle 
est  le  produit  des  segments  de  la  sécante  ou  de  la  corde 
menée  par  ce  point-,  expression  introduite  par  Steiner,  le 
célèbre  géomètre,  Euclide  moderne  de  l'Allemagne  (*). 

447.  Soient 

X,  =  p   , 

I 

^■2  =  {p  +  sIpi-V-  qx^)  , 

I 

■^3  =  ^P  4-  V/^2  +  ^-^i)   , 


3Cn  =  (/^  +  ^jp""  H-  qx„_,  )  ^, 


(*)  La  Prusse  possède  de  grands  géomètres  qu'elle  rémunère  petitement, 
Jacobi  voulait  échanger  Berlin  coitre  Vienne;  Dirichlct  a  l'ait  cet  échange 
contre  Gollingue,  et  Steiner  contre  la  Suisse,  son  pays  natal 


(  33y  ) 
/)  Cl  (j  sont  su|)CMieurs  à  zéro;  dénionticr  (|uc  : 

i'\   \as  ternies  x,,  .Tj,  x^,.  .  . ,  x,.  vont  en  eroissanf-, 


'>"       -»<2  _i_  ^.2 


2".  :r-  -4-.Î 


ri — I 


ip  est  une  (juanlité  positive; 


3".    ^i  ^î's  Xs . . . x„_;  n'est  pas  inférieure  à  --{9.p)  '^-  \ 


2  ^ 

(Grunert.) 
448.  Soient  A  et  B  les  extrémités  du  grand  axe  2  a  d'une 
ellipse,  C  le  centre-,  O  un  point  fixe  dans  le  plan  de  l'el- 
lipse, et  OC  =:  d'^  inscrivons  dans  l'ellipse  un  polygone 
de  171  côtés,  projection  d'un  polygone  régulier  inscrit  dans 
le  cercle  dont  l'ellipse  est  la  projection  orthogonale  5  A  et 
B  étant  deux  sommets  opposés,  menons  du  point  O  des 
rayons  successifs  /'i,  r^,  /'s,.  •  •  ''2«)  ^^  par  le  centre  des 
demi-diaraélrcs  Ri,  R2, .  .  . ,  Ra^  respectivement  parallèles 
à  ces  rayons,  on  a  les  deux  relations 

r^       ^3       rs       r2,_,  /  d 

=  ±:    I  -f-  - 


R,     R3     Rj     RîB-i  \         rt 

H  ,  H  .  Il  .   !j± \~[  _  ^V' 

Rj     R«     Re       R2,,  \  aj 

le  signe  supérieur  lorsque  le  point  O  est  dans  l'intérieui-, 
et  le  signe  inférieur  lorsque  le  point  est  extérieur. 

449.   Soit  l'équation 

Sq^  Si,  S2,  .^3,  5^  la  somme  des  puissances  o,   i^   2,3,4  ^^^ 
racines  a,  /3,  y,  J, 

Si  Ton  a  l'une  ou  1  aulrcî  de  ces  deux  relations 


(  36o  ) 


et 


A'U) 

■^., 

Si 

^iy 

^2, 

•^3 

5,, 

^3> 

^4 

alors 


(MiCHAEL    StREBOR.) 

450.  Une  droite  est  donnée  par  ses  deux  projections 
qui  se  rencontrent  en  un  même  point  de  la  ligne  de  terre; 
mener  par  la  droite  un  plan  tel,  que  ses  deux  traces,  étant 
relevées,  forment  un  angle  bissecté  par  la  droite  donnée. 
(Solution  graphique.) 

451.  Une  liyperbole  équilatère  homofocale  à  une  el- 
lipse intercepte  sur  les  côtés  d'un  angle  droit  circonscrit 
à  l'ellipse  deux  cordes  égales.  (Manwheim.) 


KOTES  SUR  DIVERS  SI JETS. 


Plusieurs  questions  m*ont  été  adressées  par  des  abon- 
nés aux  Nouv^elles  annales.  Les  unes  appartiennent  en- 
tièrement aux  mathématiques  élémentaires  ;  les  autres  se 
rapportent  à  des  considérations  d'un  ordre  différent,  elles 
sont  relatives  aux  modifications  apportées  par  le  Pro- 
gramme officiel  dans  l'enseignement  scientifique  des 
lycées.  Je  réponds  d'abord  aux  premières  : 

\  .  Déterminer  les  angles  d'un  triangle  dont  les  côtés 
sont  des  midtiples  du  rayon  du  cercle  inscrit^  et  faire 
voir  que  si  Von  prend  pour  unité  le  rayon  de  ce  cercle, 
la  surface  du  triangle  est  exprimée  par  un  nombre  en- 


(  :56.  ) 

ticr  dont  le  cube  est  égal  à  la  somme  des  cubes  des  trois 
/lombrcs  qui  représentent  les  côtés  du  triangle. 

Soient  /•  le  rayon  du  cercle  inscrit^  «,  b,  c,  les  côtés  ^ 
p^  le  denii-périniètre^  s,  la  surface^  -^î.Xî  ^>  ^^^  rapports 
des  côtés  a,  b,  c  au  rayon  /•.  on  aura 


d'où 


h  =  ry^      c  =  rzy     /^  =rr  -  /•  (x  -}-  j  +  z )  ; 


p  —  a  =-^{f  H-2  —  ^), 


p  —  b=  -r(x  +  3  —  j), 


p  —  c  =  -  r[x  H--  J  —  z). 


Mais,  d'après  une  formule  connue, 

^,  _  (P  —  ^){P  —  ^)  {P  —  ^) . 

donc 

(j+z  —  x)  [x  -\-  z  —  y)  [x  -\-  y  —  z)  ^ 
4  (-^  ■+-  r  -f-  z) 


r 


équation  qui  revient  à 

(i)     [y  -^z  —  x)  [x  -\-  z  —  j)  [x  -\'  y  —  z)=^  [i^[x  -\r  y  -ir  z). 

Les  côtés  a,  ^,  c  étant,  par  hypothèse,  des  multiples 
du  rayon  r,  les  rapports  x^^y^  2,  de  ces  côtés  au  rayon, 
sont  nécessairement  des  nombres  entiers^  et,  par  consé- 
quent, les  expressions 

(jH-z— x),      {x-^z—  y\      (jc-hj— z),      [x-^y-^z) 

représentent  aussi  des  nombres  entiers,  qui  doivent  être 
positifs,  parce  que  les  valeurs  des  différences  p — a, 
p  —  ^,  /;  —  c  sont, comme  on  sait,  des  quantités  positives. 


(  362  ) 
De  plus,  il  est  facile  de  rcconnaitre  que  chacun  des 
([uatre  nombres 

est  exactement  divisible  par  2. 

En  effet,  l'égalité  (i)  montre;  que  le  produit  des  trois 
premiers  est  un  multiple  de  4?  d'ailleurs  en  additionnant 
deux  à  deux  ces  trois  nombres,  on  obtient  pour  sommes 
2-2,  2X,  2)^;  il  faut  donc  que  chacun  d'eux  soit  pair.  Il 
en  est  de  même  du  quatrième  (x  -h  y  -\-  z)^  car  il  est 
égal  à  la  somme  des  trois  premiers. 

Cela  établi,  posons 

(2)  /-f-Z   —  ^  =  2X, 

(3)  Z     -^    X    —   f   =    2.Yy 

(4)  x-h-x—  z  =2Z; 

il  en  résulte 

.r-f-  jr-hz=2(X-|-YH-Z), 

et  par  suite  l'équation  (i)  se  réduit  à 

(5)  XYZ  =  X-f-Y-f-Z. 

On  voit  ainsi  que  la  détermination  des  rapports  x,  y,  z 
dépend  de  la  résolution  de  ce  problème  : 

Trouver  trois  nombres  entiers  et  positifs^  X,  Y,  Z, 
dont  la  somme  égale  le  produit. 

Il  est  clair  que  les  nombres  cherchés  X,  Y,  Z  ne  peu- 
vent être  égaux  entre  eux,  car  leur  égalité  donnerait 

X^=3X,     ou     X  =  v/3. 

Soit  X  le  plus  grand  de  ces  trois  nombres,  on  aura 

X-hY  +  Z<3.X; 

puis,  en  ayant  égard  à  l'équation  (5), 
XYZ<3.X,     YZ<3 
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De  celle  dernière  iiu'galilé  il  laui  conclure  YZ  =  2,  ou 
YZ  =  I,  puisque  Y  et  Z  sont  des  nombres  enliers  et  po- 
sitifs. 

INlais  réqualion  YZ  =  i  n  admet  pour  solution,  entièie 
et  positiv(î,  ([ue  Y  =  i,  Z=  i.  Et  cette  solution  ne  peut 
convenir,  parce  qu'elle  conduit  à  X  =  X-f-2.  Donc 
YZ  =:  2,  ce  ({ui  exige  que  l'un  des  deux  nombres  Y,  Z, 
par  exemple  Y,  soit  égal  à  2,  et  l'autre  Z,  égal  à  l'unité. 
La  valeur  correspondante  de  X,  déterminée  par  l'équa- 
tion (5),  est  évidemment  le  nombre  3. 

En  remplaçant  X,  Y,  Z  par  3,  2,  i,  les  équations  (2), 
(3),  (4)  deviennent 

24-^—7  =  4, 
X  -+-  y  —  z  =  2, 

et  en  additionnant  deux  à  deux  ces  dernières,  on  trouve 

z  =  5,    jr  =  4j'^  — 3; 
d'où 

«  =  3  r,      b  =  ^r,      c  =  5r. 

Ces  valeurs  de<2,  b^c,  donnant  c^  =  h^  -f-  a^,  l'angle  C, 
opposé  au  côté  c,  est  droit.  On  a 

•      U  ^  4  A  «  3 

sm  B  =  -  =  -^î      sin  A  =  -  =  —  : 
c       5  c       5 

les  trois  angles  du  triangle  sont  ainsi  déterminés. 

En  prenant  pour  unité  le  rayon  /•  du  cercle  inscrit,  les 
valeurs  numériques  des  trois  côtés  a,  b,  c  seront  3,  4?  5. 
La  surface  du  triangle,  qui  a  pour  mesure  la  moitié  du 
produit  des  côtés  de  l'angle  droit;,  sera  exprimée  par  le 
nombre  6.  Or 

63    _    33   _^  ^S    _^    5,  . 
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donc 


C'est  ce  qu'il  fallait  faire  voir. 

2,  Diviser  un  angle  donné  a  positif  et  moindre  que 
i8o  degrés  en  n  parties  telles^  que  le  produit  de  leurs 
sinus  soit  un  maximum. 

Ce  maximum  correspond  à  Tégalité  des  parties.  Car, 
en  supposant  d'abord  /z  =  2,  nommons  <2,  è  les  deux  par- 
ties 5  on  aura 

sin  <2 .  sin  è  =  -  [ ces  {a  —  b)  —  ces  [a  -h  b)'\ 


=  -  [ cos  [a  —  b)  —  ces  a ]. 

Le  maximum  de  cos  (a  —  b)  — cos  a,  est  évidemment 
I — cos  a.  L'égalité  cos  (a  —  b)  =  1  donne  a  =  ^,  parce 
que  a  et  b  sont  positifs  et  moindres  que  180  degrés. 

Du  cas  particulier  n  =  2,  on  passe  au  cas  général  au 
moyen  d'un  raisonnement  qui  est  bien  connu. 

3.    Quel  est  le  minimum  du  rapport  —  des  rayons  de 

deux  cercles  y   l'un  circonscrit  à  un   triangle  ^  et  r  autre 
inscrit  ? 

Soient  A,  B,  C  et  i  les  trois  angles  et  la  surface  du 
triangle^  on  sait  que 

s 


R' 


2.sinA.sinB.sinC 


et 


d'où 


r^  =  s.  tang  -  A .  tang  -  B .  tang  -  C , 

2  ^  ^ 


ib.sm-  {  - 

2 


sm- 


-  I  •  sin^ 
2 


(  m  ) 

il  cil  l'csiilU' 


4.sin(^).sin(^).sing) 


Or,  le  mnxinumi  du  produit  des  sinus  des  trois  angles 
-  f  -t  -f  dont  la  somme  est  go  docrés,  s'obtient,  comme 

2        2        2  :?  D  '  7 

on  vient  do  le  voir  (2),  en  posant 


222 


ce  qui  donne 


0-(!) 


C       I 

sm  I  -  1  •  sin  l  -  I  •  sm  - 


8' 


l'égalité  (i)  devient  alors 


R 


r         I  i_ 

2 


par  conséquent,  le  nombre  2  est  le  miniminn  cherché. 

4-.  Déterminer  le  maximum  du  produit  des  tangentes 
de  n  angles  positifs  a,  b,  c,  d^  etc.,  dont  la  somme,  a,  est 
donnée  :  on  suppose  que  la  somme  de  deux  quelconques 
de  ces  angles  est  moindre  que  90  degrés. 

Les  inégalités  supposées 

G  --h  è  <  90%     c  -^  ^  <  go° ,    .  .  , 
donnent 

tang a . tang b  <^  i,     tang c . tang d <^  i .  . ,  .-, 

et  de  là  on  peut  conclure  que  le  produit  p  des  tangentes 
des  angles  a^  b  ^  c ,  d,  etc.,  est  toujours  moindre  que  l'u- 
nité. En  effet,  lorsque  n  est  pair,  p  se  forme  du  produit 


(  Mid  ) 
des  -  nombres 

2 

tang<z  .  tang  b  ,      tangc .  tang  J,  .  .  .  , 

qui  sont  chacun  compris  entre  o  et  i .  On  a  donc  p  <^  i . 
Si   n  est  impair,   p   est   le   produit  de  tang  a  par  un 
nombre  tang  Z> .  tang  c.  tang  r/,  etc.,  plus  petit  que  l'unité, 
il  s'ensuit 

p  <^  tang«. 
On  aura  de  même 

jj  <  tang  b  , 
d'où 

p-  <^  tang  a .  tang  b  <^  i     et    ;>>  <^  i . 

Ainsi  le  produit  variable  p  a  un  maximum  compris 
entre  o  et  i . 

Cela  posé,  considérons  d'abord  le  cas  particulier  où 

71  =  2. 

Dans  ce  cas,  on  a  : 

,  ^  ,        sin«t  sin^ 

a  -\-  l)  =  x,     a  <r  Q0° ,     p  =  tanc  a .  tant?  b  = ,  • 

^  ^  o  cos^.cost' 

Mais 

sin<7.sin  b  =-[cos(fl  —  b)  —  cos(«  -\-  /;]  =  -[cos(rt  — b) —  cosa], 

cosâr.cos^=:-[cos(<2  — b)-{-  cos(/7  -\- b)]-=:z -[cos{a  — b)-{-  COSfl]; 


donc, 


ces  (a  —  b)  —  cos a  2 cos a 

P  =  z^Tf-z lV-t-zz-:  •■=  '       


COS  {a  —  ^  )  -h  ('OS  a  COS  [a  —  b)  -j-  cos  a 

f       p         .  2 cosa  ,   . 

La  Iraction    , rr est  positive,  puiscrue 

cos  [a  —  b)  -{-  cos  a  ^  '   i         i 

Tangle  a  est  aigu  *,  par  consé({uent  le  niaximuni  de/?  s'ob- 
tiendra en  posant 

cos  [a  —  b)  ^^  i  ^ 
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iC  (llll    (lOMIU- 


el 


9. 


p  =  tang'  ;  ^ 


Qiu'l  que  soit  /i ,  il  faut,  pour  que  le  produit  p  de- 
vienne niaximuiu,  que  les  angles  «,  b^  c,  etc.,  soient 
égaux  entre  eux 5  on  sait  comment  cette  proposition  gé- 
nérale se  déduit  du  cas  particulier  que  nous  venons  de 
considérer. 

Quant  à  la  valeur  de^,  correspondante  à  l'égalité  des 

angles  a ,  /? ,  c ,  etc. ,  elle  est  évidemment  tang"  (  -  )  •  Cette 

valeur  est  moindre  que  l'unité,  parce  que  -  est  moindre 
que  la  moitié  d'un  angle  droit. 

5.  Déinonirer  analyiiqiiemenl  que  de  tous  les  trian- 
gles circonscrits  à  un  cercle  donné j  le  plus  petit  en  sur- 
face a  ses  trois  angles  égaux  entre  eux. 

Soient  /'  le  rayon  du  cercle,  A  ,  B ,  C  et  5  les  trois  angles 
et  la  surface  de  l'un  des  triangles  circonscrits,  on  aura 


ABC 

tariL^-  •  tant'  -  •  tanc- 
2  2  2 


Le  minimun  de  s  correspond  au  maximum  du  produit 

des  tangentes  des  angles  -5  ->  -  dont  la  somme  est  égale 

à  90  degrés^  donc  (n"  4)  lorsque  s  est  minimum,  les  an- 
gles A,  B,  C  sont  égaux  entre  eux.  C'est  ce  qu'il  fallais 
démontrer.  G. 
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(iÉNÉRALISATION  M  TIIÉOUÈME  DE  NEWTON 
SUR  LE  OUADUILATÈRË  INSCRIT  RANS  liNE  CONIOGE. 


i.  Théorème.  Soient  deux  systèmes  chacun  de  n 
plans  j  ces  deux  systèmes  se  coupent  en  n^  droites  par 
lesquelles  passent  une  infinité  de  surfaces  de  degré  n  ; 
chacune  de  ces  surfaces  jouit  de  cette  propriété  :  le  pro- 
duit des  distances  d'un  point  quelconque  de  cette  sur- 
face à  Vun  des  systèmes  de  plans  est  au  produit  des 
distances  du  même  point  à  l 'autre  système  de  plans  dans 
un  rapport  constant. 

Démonstration,  Soient 

A^,  =  a 

réquation  d'un  plan  quelconque  du  premier  système,  et 

B;,  =  o 

l'équation  d'un  plan  quelconque  du  second  système  ;  la 
surface  représentée  par  l'équation 


(I 


A,  A2A3- .  .  A«-|- XB.B,.    .B„  =  o, 


où  X  étant  une  constante  arbitraire,  est  une  surface  de 
degré  n  et  passant  par  les  n"^  droites  d'intersection  du 
système  A  avec  le  système  B.  Soit  a^,  la  distance  perpen- 
diculaire d'un  point  de  cette  surface  au  plan  A^  et  j3p  au 
plan  Bp  •,  d'après  l'expression  connue  de  ces  distances , 
on  a 

a.  a2 .  .  .  a„  H-  >  fJ,  P2 .  .  .  p„  =  o. 

Obsers^ation.  L'équation  (i)  renferme  8«  constantes, 


(  :!69  ) 

A  comprise  ;  une  suriacc  de  degré  n  i  enlerme ^ 

conslantos.  On  pont  donc  identifier  cetUî  équalion  avec 
réqualioii  (i)  lant  ([ne  n  est  inférieur  à  5,  identification 
purement  analytique  pour  /i  =  2  et  n  =  4  l()rs({ue  c(;s 
surfaces  no  renfemionl  pas  de  droites;  mais  k;s  surfaces 
du  deuxième  et  du  quatrième  degré  ([ui  contiennent  des 
droites  peuvent  se  mettre  respectivement  sous  la  forme 

A,  A,  -f->B,  B,  =  o,      A,  A:  A3  A4  H-  XB.B^BaBi  =  o, 

et  une  surface  que /conque  du  troisième  degré  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

A,  AjAjH-  ^BiBjB,  =  o; 

ces  surfaces  possèdent  donc  la  propriété  des  distancesy 
ci-dessus  énoncée ,  et  l'on  peut  en  déduire  les  principales 
propriétés. 

2.  Théorème.  Soient  donnés  dans  un  plan  deux 
systèmes  y  chacun  de  n  droites  ^  ces  deux  systèmes  se 
coupent  en  n*  points  par  lesquels  passent  une  infinité  de 
lignes  de  degré  n  ;  chacune  de  ces  lignes  jouit  de  cette 
propriété  :  le  produit  des  distances  d'un  point  quel- 
conque de  cette  ligne  à  Vun  des  systèmes  de  droites 
est  au  produit  des  distances  du  même  point  à  Vautre 
système  dans  un  rapport  constant. 

Même  démonstration. 

Observation,  L'équation  (i)  où  les  A  et  les  B  repré- 
sentent des  droites  contient  6n  constantes.  Une  ligne  de 

degré  n  renierme constantes.  Aussi  on  peut  opé- 
rer ««rt^^/^^/^emeni  l'identification  pour  n  inférieur  à  10. 
Faisant  ^i  =  2,  on  a  la  propriété  des  distances  pour  le 
Ànn.  de  Maihcinat.,  l.  XVll.  (Octobre  i858.)  2.^ 
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quacîrilalèrc  inscrit  dans  le  quadiilalèio;  ihéorème  fan- 
damenlal  de  Newton  dont  la  constance  du  rapport  an- 
harmonique  do  M.  Cliaslcs  n'est  qu'une  simple  transfor- 
mation (t.  X\I,  p.  220)5  niais  l'énoncé  de  Newton 
présente  l'avantage  de  pouvoir  être  généralisé. 

3.  Par  des  transformations  métriques  du  théorème  de 
Newton,  M.  le  capitaine  Faure  parvient  à  celui-ci  : 

Un  quadrilatère  étant  circonscrit  à  une  conique,  le 
produit  des  dislances  des  deux  sommets  opposés  à  une 
cinquième  tangente  quelconque ,  divisé  par  le  produit 
des  dislances  des  deux  autres  sommets  à  la  même  tan- 
gentCj  donne  un  quotient  constant. 


APPLICATIOI^  DE  LA  NOUVELLE  ANALYSE  AUX  SURFACES 
DIJ  SECOND  ORDRE   (*)^ 

Par  m.  PAINVIN, 

Docteur  es  Sciences. ■ 


INTRODUCTION. 

i.   Les  coordonnées  d'un  point  de  l'espace  seront  re- 
présentées par  35  ^î  ^-  Cette    notation,    qui    offre    de 


t37^ 


,Xa       Xa 


nombreux  avantages,  donne  à  l'équation  des  surfaces  du 
second  ordre  la  forme  suivante  d'une  fonction  quadra- 


(*)  Ce  Mémoire  répond  à  toute  question  finliésimale  sur  une  surface 
du  second  ordre,  pour  une  équation  dccanômo  et  axes  quelconques. 

Tai. 


(37.   ) 
ii(|nc  honiogèiKî  : 

j  «Il  ^î  -h  ^17  -t:]  -h  n,y  .t\  4-  /7^,  .rj  +  i  «,,  x,  x-,  J 
«y  =  <  H-  2  <'/,.,  X,  T.,  4-  ?,  «,<  x,  x.  H--  7.  rt,3  ^2  X3  )  =  o  (  *  )  ; 

l  -f-  2«j,  .rj.r^  -h  2fl,,  ^3X4  ) 

équation  qu'on  peut  ccrirc  syniboliquemenl 

on  donnant  à  /;  et  q  simultanément  les  valeurs  i,  2,  3,  4-) 
et  en  posant 


«/7,  7  —  ^q,  p' 


II  résulte  de  cette  égalité  que  les  rectangles  des   va- 
riables auront  2  pour  coefficient. 

2.  Le   principe    suivant  sera   d'une  application    fié- 
quente: 

Soient  Xj,  X2,  X3,  trois  Jonc  fions  linéaires  des  coor^ 

données  —^  — >  —  dH un  certain  point  M,  par  rapport 

X4      x^      x^ 

aux  axes  Oxj,  Oxg,  OX3  5  si  Ion  prend  pour  nouveaux 
axes  Oj  ji,  Oi  y2,  Oija,  les  intersections  des  trois  plans 
Xj  =  o,  X2  =  o,  X3  =  o,  quon  suppose  se  couper  en  un 
seul  point^  les  fonctions  Xj,  X2,  ^i  seront  proportion- 
nelles î^espectiveinent  aux  nouvelles  coordonnées  Vj^ 
y«i  y 3  du  inênie  point  M. 

La  démonslralion  de  ce  théorème  se  déduit  immédiate- 
ment des  formules  de  transformation  des  coordonnées. 

3.  Je  rappellerai  encore  quelques  notions  relatives  aux 
déterminants. 


(*)  Jai  supprinu';  la  viryule  qu'on  place  ordiuairemeiU  entre  les  deux 
indices  de  chaque  lettre;  il  n'en  rcsulteia,  dans  le  cas  actuel,  aucune 
obscurité,  et  la  loctuic  deviendra  plus  farile. 

H- 
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Si  P  représente  un  délerminaiit  dont  les  élénienLs  sont 

r/P         . 
a^  ,,  la  notation  -; — désicfnera  un  déterminant  déduit  du 

déterminajit  P,  en  supprimant  la  r''"'""  ligue  cl  la  i"""""  co- 

lonnc  ;  mais,  en  outre,  - —  sera  la  dérivée,  par  rapport 

à  /7^^,,  du  déterminant  P,  pourvu  qu'on  affecte  le  détei" 
niùiaiit  déduit  et  non  développé  du  signe  plus  ou  du 
signe  moins,  suivant  que  les  nombres  /•  et  a'  sont  de 
même  parité  ou  de  parité  différente. 

De  môme ; désignera  un  déterminant,  déduit 

du  déterminant  P,  en  supprimant  d'abord  la  / '*^'"^  ligne  et 

la  5'^'"*  colonne,  puis  la  /-j'^"»*  ligne   et  la  5i'^""^  colonne  5 

d'P  ,,,.,,      dP 

mais,  en  outre, sera  la  dérivée  de  - — ?  par 

(tar,sdar^,si  dxir.s 

rapport  à  a,.^^  ^  .  On  connaît  le  signe  de  ce  premier  déter- 
minant non  développé  d'après  la  règle  précédente;  on 
aifeclera  le  second  déterminant  déduit  et  non  développé 
du  signe^/w5  ou  du  signe  moins^  d'après  la  règle  suivante  : 

.  i  rt'^  r) 
1".   Si  I    '  ^    [5  on  donnera  le  signe  -f-  ou  le  signe  — , 

suivant  que  (r^  —  i)  et  (-Çj  —  i)  seront  de  même  parité 
ou  de  parité  différente ^ 

2".   Si  ^    '    ^    !)  on  donneia  le  sieiie  -{-  ou  le  sii^ne  — , 

suivant  que  (/i —  i)  et  s^  seront  de  même  parité  ou  de 

palpité  différente  y 

i  ri<Cr) 
3**.   Si  j     -^    r  ^^^  donnera  le  signe  -h  ou  le  signe  — , 

suivant  que  /'i  et  (.^i  —  i)  seront  de  même  parité  ou  de 
parité  différente  j 

4°.   Si  )    '    ^    h  on  donnera  le  siiine  -h  ou  le  siene  — , 
*  j.v,  <.v)  ^  b  . 
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suivant  que /•,  cl  3',  seront,  de  iiicmc  paille  ou  de  pantc 
différent  c. 

Ou  eoniblncMa  les  deux  sii^nies  ainsi  ohlenus,  d'aj^rès  la 
\\vj}i\  usitée»  des  signes,  et  ou  aura  délinilivenicMit  le  signe 
donl  il  faudra  affeeler  le  dêtenninant  dcduil ,  non  rlc^c- 

lonpéf  pour  crue ; soit  la  dérivée  seconde  du  dé- 

terminant  P. 

Cette  règle  se  légi limera  facilement  par  les  considéra- 

lions  suivantes  :  - —  représente  un  dcterminant  obtenu 

dnr,s 

en  supprimant  la  /■"^""'  ligne  et  la  ^"'""'  colonne,  affccîé  du 
signe  -}-  ou  — ,   suivant  la  parité  ou   la    disparité    du 

couple  {/',  s\.  Pour  obtenir ; )  il  faudra,  dans  ce 

dernier  déterminant,  supprimer  la  7^"""^  ligne  et  la  ^i"'"^ 
colonne  5  mais  pour  connaître  \q  signe  de  ce  résultat,  il 
sera  nécessaire  de  ramener  le  déterminant  susdit  au  type 
normal^  c'est-à-dire  diminuer  de  un  tous  les  premiers 
indices  dans  les  lignes  qui  suivent  la  r^"'""  ligue,  ainsi  que 
tous  les  seconds  indices  dans  les  colonnes  qui  suivent  la 
^icme  colonne.  Ce  qui  conduit  immédiatement  à  la  règle 
que  je  viens  d'énoncer. 

Le  type  normal  est  celui  où  les  indices  se  suivent  dans 
leur  ordre  naturel  et  sans  discontinuité. 

Il  ne  faut  pas  oublier  que  les  signes  des  différents 
termes  d'un  déterminant  dépcndejit  du  signe  du  produit 
des  ternies  delà  diagonale  qui  part  du  sommet  supérieur 
à  gauclie  du  carré,  et  auquel,  suivant  l'usage,  j'affecterai 
toujours  le  signe  plus. 

J'ai  insisté  sur  toutes  ces  conventions,  parce  que  le 
signe  de  ces  quantités  joue,  dans  les  questions  que  je  vais 
traiter,  un  rôle  très-important  :  cl  il  est  nécessaire  d'éviter 
toute  espèce  de  confusion. 


(  374  ) 
CHAPITRE  PREMIER. 

DISCUSSION    DES    SURFACES    DU    SECOND    ORDRE. 

§1- 

Rela Lions  d' iden filé, 

4.  Avant  d'aborder  la  discussion,  j'écrirai  les  dévelop- 
pements de  plusieurs  expressions  et  certaines  relations 
d'identité,  qui  se  présenteront  fréquemment  dans  les  cal- 
culs suivants  5  j'ai  pensé  qu'il  était  utile  de  réunir  toutes 
ces  formules  dans  un  même  paragraphe.  La  plupart  de 
ces  relations  sont  une  conséquence  immédiate  de  la  for- 
mule bien  connue 


^^P 


r/P      dV 


dV      dV 


n 


Depuis  longtemps  M.  Terquem  était  arrivé  à  ces  résul- 
tats par  une  voie  différente;  et  c'est  à  un  travail  sur  ce 
sujet,  qu'il  a  eu  l'obligeance  de  me  communiquer,  que 
j'ai  emprunté  les  principales  formules  relatées  dans  ce 
paragraphe. 

Je  désignerai  par  A  le  discriminant  de  la  fonction  çp  5 
de  sorte  que 


(0 


A  = 


«11  (J\-i  «13  ^\i 

^i\  (^11  ^?3  ^24 

«31  «32  «33  «34 

«41  «42  «4.i  «44 


ce  déterminant,  dans  lequel 


«r. 


est  en  même  temps  le  déterminant  Hcssien  de  la  fonc- 
tion cp(*^). 


(*)  Buioscm,  Théorie  des  déterminants,  p.   i?>. 


d'^ 


{**)  Déterminant  iiilioiluit  par  Otto  Hcsse  a,,.^=i  — — \--' 
^  dx^  dx. 


(   575  ) 
t)ii  liouvr,  vi\  cK''M'lop[)aiit, 

//,,  (Jr:  fl3,  ^4,  +  a],  fl]  ^   4-  d]  :,  «'  ,    H"  d]  ,  fl]  , 

—  rtj,  ^3,  rt'; ,  —  r/n  rt,,  <7^  g  —  a,, a,,  a]^ 

-h    <Ï44^nrt3j«31 

5.  Il  est  important  de  remarquer  ([ue  de  régalilé 
il  résulte 


dar,s       da^^r 
dX 

dcir  ,s 


Par  suite,  l'expression  - —  ne  représente  plus  la  dérivée 


eftcctive  de  A. 

Cependant,  afin  de  conserver  aux  formules  que  je  vais 
écrire  un  rapport  plus  intime  avec  les  formules  générales 

qui  appartiennent  à  la  théorie  des  déterminants ,  les  - — 

dClr,s 

nous  représenteront  toujours  le  déterminant  déduit,  en 
supprimant  la  r'^'"^  ligne  et  la  s'"'""  colonne  et  affecté  du 

sii'ne  convenable.  Il  en  sera  de  même  pour  les ; • 

^  dar,sdar^,,^ 

D'ailleurs  ,  lorsqu'on  voudra  passer  aux  dérivées  effec- 
tives du  premier  ordre  ,  il  suffira  de  se  rappeler  la  relation 
évidente 

d.A  dx 

2 


âar,t  dar,s 

la  caractéristique  d  désignant  une  dérivée  effective. 

6.   Je  donnerai,  en  premier  lieu,  les  dérivées  premières 
de  A  et  plusieurs  des  dérivées  secondes. 
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o» 
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+ 

+ 
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a 
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CJ 
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c^ 
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a 

a 

a 

a 

a 

a 

a 

P^ 

a 
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*» 

w 

c» 
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M 
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w 
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w 
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a 

a 

a 

a 
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w 
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H 

*« 

*K 
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II 
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II 

II 
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a 

a 

a 

a 

^ 

** 
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•^ 
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—             M 
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1  + 

1  + 

1      + 

1      + 

1    + 

«3 

«3 
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«3* 

'a     « 
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«5      «3' 

«    Q 

Q      Ç? 

^   Q 

+     1 

+      1 

+      1 

\  \ 

+   1 

+  1 

«'       ^ 

^     Q 

C      q' 

^  ^ 

«3      <3 
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^     <3 
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Dérivées  secondes. 


(4) 


(4) 


d'\ 

da^^  da-xi 
d'à. 

d'A 

dan  <^'«44 
d'A 

da22  da^^ 

da-ii  da^^ 
d'A 

da^-s,  da^. 


d'A 
da-ii  da^i 

d'A 
da^^  da^i 

d'A 
da^^  da-ii 

d'A 
da^i  da^ 

d'A 
da^  dcixi 

d'A    . 
^/«44  r/<7|î 


Pu 

P2i 

Pis 

P,^ 


+ 


+ 


^^33 

«34 

«43 

«44 

an 

«24 

n^i 

«4i 

an 

«23 

Ctzi 

«33 

«M 

«14 

«4. 

«4  4 

«Il 

«13 

(Im 

«33 

«Il 

«12 

«2. 

«2Î 

r=   rt,3«^(    —   «3  4    7 


«22  «44    «2  4) 


=  «■2  «33    —  «2  3» 


«Il   «44   « 


«M  «,,  —  a 


a,,  a ,2  —  a 


l  4> 


2 
1  3i 


Pr,  s=  Ps,. 


«1 

«13 

«4 

«43 

«1 

«12 

«4 

«42 

«1 

«12 

«3 

«32 

a.2 

«22  1 

«4 

i 
l     «42   i 

«21 

«22 

«3 

«32 

a-i 

«23 

«3 

«33 

=   «11  «43   +«13  «41) 

=    «Il  «42    -h  «12  «41» 

=  (7||  <732  -f-  <7|,(73i, 

=    —    «22  «41   +  «21   «42, 

=    ^22  «31    +    «21  «32, 

=    «33  «21    -h  «31  «23» 


(  ^79  ) 


^l'^       _    .     __ 


(4)< 


\ 
7. 


r//-/,,  r/r/,, 

(P  A 

r/W,,    /^^/j; 

^/^A 

(/il il  (la iK 

(l'I 

(la -il  (la^i 

(Pà 

(la  12  (1(1  yi 

(PA 

r. 


r?.., 

<'■;.. 

(fM 

(^^^ 

n,. 

((.s , 

('u 

^^^^ 

flyi 

n,. 

(In 

a^^ 

=  rsi  =  -f- 


42 


Passons 


(lu  ^n 
(fu  «u 
«31    «;u 

maintenant  aux  relations  d'identité  : 


r, 


43 


Z=    —   «2^/74 3    4-    (l.,(lyi, 

=  —  rt3j  «4,  -H  a^i  <7,3, 
^=:  —  «4,  «37  4-  a^ia^^y 

Z=    «33^11    4-û!3l   «43» 

=:   «44  «3,    -h  «4  1  «3<» 

:=:  «44  «21  H-  «41  «î4. 


5) 


(6) 


A/>'34    =^33'Î4.   ^lif 

^PH    =   ^22'Î4)    ^2  4  5 

A/?, 4    =<îll   ^44    —   ^Î4» 
A/?23  =^.,2'Î22   (^^3, 

A/^,3  =  ^it<Î33  —  ^îa» 

\     A/7,2   =  ^,,<î.2—   ^'2- 

'     Ar34    :=(Î44(Î,2  ^24^14, 

A/-24   =   du  ^,3   —   ^;,i  ^,4, 
Ar,4  =  §ii  S22,   ^34  ^'-U' 

A/-43  =    §i3  ^,2  ^23  ^13» 

A  ^23  =   ^33  ^14   ^34   (î|3, 

A^is   =  033^24   O34   "23* 

Ar42   =   «^22  <îl3  ^23  ^12, 

A  r32  =  ^j2  S^,,   §2i  <îl2, 

A  r,2   =  ^22  ^34    *^2i   ^32- 

Ar4|    =    du   (?23   ^13   (î|2, 

Ar.,,  =  (î,,  ^2i  —  <^i4  ^i:', 
A;-2i  =  '^11  dii  —  (î,4  'îir>' 


il) 


w 


(9) 


{.o) 


(  38u  ) 


«Î44«l 


-  /hi  />.4 


^•ÎO 


Ox.fJii  ~PI3P,^  —  r\ 


2  3' 


dr2  ^,1  =  Pn  Pl^  —  f']^,         (î,,  rt,j  =/;,,  />>u  —  ^'^  ,  , 

]    ^44  «33  ^A'm/^ÎI  ^3  4,  «^33  «41    = /'iS />i3   "    '^  j  , 

f  ^2-2a33=Pi2Pn  —  ^3j,        ^■nCii^=p,^p,z'—r\^^ 
\  ^,,«.,3  =  A». 2/^ M  —  ^Îi-       ^na,i:=pi^p^,  —  r],. 

044   «12    =    /"jl  ^24  ^nPi\->  O33  «12   =   /'i3    ^33    ^43/^34» 

^44  «IS    =    ^ii   ''3'.    '■2</'2i  ,  <Î33  «14    —    '"iJ   'n  ^^23  Pn-, 

"44  «23   ^^=   ''34   '"24   ^14 /^Uj  "^33  «21   =  ''43    ^23    ''\zP\:\i 

^21  «13    ^^^   '"n  ''32    ^42/^24»  "11   «23    =^   ''21    '31     ^41  /^14) 

O22  <2.4   =   r,2  ^42    ^32Pi3f  On    «24    =:    /"ji    ^4 ,    ^3l/^l3> 

022  «34    ^^^    ''42  ''32   f\-lP\l-  On  «31    :=    ^31    ^41    ''21  P\2' 

à  Si,  «Il    ^^^^   /*|(  ^13    -f-   ^'12  Pm  O34   «22    '^^   ^^24    ''23    "H    ''21  /-'34» 

^24  «11    =    r,4  Tu  H-   r,3/>24,  <î|4   «22   =   ''l'i    ^21    H"   /\'3  P\M 

023  «Il    ^^^^  ^13   ^12  +   ^14 /'î3)  Ol3  «22  ^^^   '*23  '*21    ~f~  ^îi/'lSj 

^24  «33  ^34   ^32  ~T~   '*31  P2iy  ^23  «44  ^"4  3   ^4  2  ~T~  ''41  /^23) 

0«4  «33  =  '*34  ''si  ~\r  ^32/^14»  O13  «44  ^^=^  ^43  ^4  1  H~  ^a  P\3i 
O12  «33  — ^  ''32  ''31  H~  ^34  Pl2y  "12  «44  — -  ''42  ''41  ~T~  ^43/^12) 
«  î  l   ^=7?24/?34/?23— /?34  ^Î  ,  — ^24  ^]  3  " /?23  ^^  ,  — 2  T,  2  ^,3  r,4  , 

^1  2  ^=PuPii  Pii—Pzi  ''2  1  — /^M  f]  3— /'n  ''24 2  ^nfri  r,i . 

al^  ^=PiiP2iPn~P2i  r] ,  — /^,4  /-^ ,  —pr.  r] ,  —ir^,  r^^  r,^, 
a\ ,  A=/?,3/?33/;,2— /^23''2 1  — /^'3  ''î  2— /^'2  ^î  3— 2r4,  r42r43. 


On  pourrait  encore  établir  craulrcs  relations  analogues 
à  celles  que  je  viens  de  signaler  5  mais  celles-ci  nous  suf- 
fisent pour  l'étude  que  j'ai  en  vue;  elles  sont  même  sur- 
aljondantes.  Cependant  j'ai  cru  devoir  les  donner,  parce 
qu'elles  peuvent  être  d'un  grand  secours  dans  d'autres 
recherches  sur  les  surfaces  du  second  ordre. 


La  suite  prochainement. 


(  38.   ) 


TKAKSIOIOIAIION  \m  PIlOl'ItlÈTES  «ËIItlUlBS  DliS  FKillRIlS 

(voir  page  27(i)  ; 

Par  m.  FAURFm 

Capiluiiiti  (J'ui'lilleric. 


Transforma f ion  des  relations  d'aires. 

i.  Transformer  lioniographiqiiemenL  Taire  d un  trian- 
gle a',  b',  c'. 

Soient  (x, ,/,  ),  [x.^yy\),  [x\.^j\)  les  coordonnées  des 
sommets  a',  h' ,  c\  et  S'  la  surfacj  du  triangle, 

oc,  y,    1 


9.8'  = 


^1   y. 


X . 


Tz 


2S'  = 


P, 


et  en  ajant  égard  aux  formules  de  transformation  (p.  2y()) 
ajci-^-  bft-hc,  a' x^-\-b' y^-\-c\  a" x^-\-h" y^-\-c" 
axo-{-  bf2-\-Cy   Cl'  JO'x-^-h' y2-\-c\  «"x^-h  ^"j3+ c" 
ax^  +  by, 4-  c,  a'  x^-\-b ' y-^ -f-  c' ,    a"  x^-t  b \r^  -+-  c" 

nous  posons 

^  "^  (a"  x,-\-b"y,-^  c")  [a"  x,  +  b"  y,  -h  c")  [a"  x,  -h  b"  y,  +  c'}  ' 
La  valeur  de  '2 S'  peut  s'écrire 


2  S' 


•^1  yx  i 

x-i  y-i    I 

•^3    73      I 

abc 
a'    b'    c' 


P. 


<7Z?c  étant  le  triangle  homographi({ue  au  triangle  a' b' c' ^ 
appelons  a,  /3,  y  les  distances  des  sommets  du  triangle  abc 
à  ladroitel  (p.  280),  donnée  par  l'équalion 

a"x-i-  b"y-{-c"  =zo, 


(  38-2  ) 
et  s  l'aire  de  ce  uinngle, 

a'x,  -^  b"y,  +  c"  =  u  \la"'  -h  b"\ 
a"  X,  +  b"y,  -\-c"  —  ^  \]a"-^  -+-  b"\ 
a"  X,  -i-  b"y,  4-  c"  =  7  s/a''^  H-  b''\ 
■^1  J.    I 


2S  = 


On  a  donc 


S'=: 


b     c 
b'    c' 


b"^)     ''       ^ 


a. p. y 


Vaire  d\in  triangle  est  égale  à  celle  du  triangle  ho- 
tnographique  divisée  par  le  produit  des  distances  des 
sommets  de  ce  triangle  à  la  droite  I  et  multipliée  par 
une  constante. 

Dans  deux  figures  homographiques ,  il  existe  trois 
points  qui,  considérés  comme  appartenant  à  la  première 
figure,  sont  eux-mêmes  leurs  homologues  dans  la  seconde 
(p.  280).  Si  tt',  Z>',  c'  sont  ces  trois  points,  S  :=  S',  donc 

n     b     c  3 

(a"^-^b"^)~~^  =  x.<^  7. 


Ainsi  le  coefficient  numérique  qui  entre  dans  la  valeur 
de  S'  est  égal  au  produit  des  distances  des  trois  points, 
qui  sont  eux-mêmes  leurs  homologues,  à  la  droite  I.  Nous 
désignerons,  pour  abréger,  ce  coefficient  par  la  lettre  m, 
de  sorte  que 

(I)  -  ' 


S'r= 


a. fi. 7 


5.   Examinons  ce  que  devient  cette  formule  lorsqu'un 
ou  deux  des  sommels  du  triangle  ahc  sont  à  l'infini,  ce 


(  38:5  ) 
(jiii  r(\i('nt   à   supposer  les  soinmcls   corrospoiidanls  du 
Iri.Higlc  a\  h\  c  sur  Ja  droid;  1/  (p.  9.80). 

Désignons  par  A,  15,  i\  les  côtes  du  triangle  abc  respcc- 
livenienl  opposés  aux  ani^lcs  (t.,  A,  r,  cl  par  «,,  ^1,  Cx  les 
points  d'inlei'scction  de  ces  niènies  (  olés  avec  la  droite;  I, 

S  =  abc  s=z  -  ab  .<7c  sin  (  B,  C), 


loue 


7  =  cbi  sin  (B,  1), 

S  I    r//;.ocsin  (  B,  C) 

a .  p .  7        2  a .  p .  c^i  sin  (  B,  I  ) 


Si  Ton  suppose  le  point  c  à  l'infini,  —-=  i^ 

^,  _m    rt^'sin(B,  C) 


2   a. p.  sin  (B,  I) 

On  a  aussi 

^  —  bc,  sin(C,  I). 

Substituant  dans  la  formule  précédente  et  faisant  passer  h 
à  l'infini , 

m  sin  (B,  C) 


(2)  S'  = 


2   a  sin  (B,  I)  sin  (C,  1} 


Pour  interpréter  géométriquement  ces  résultats,  re- 
marquons que  dans  la  relation  (i)  les  droites  ah^^  ha^ 
devenant  parallèles,  lorsque  c  est  à  l'infini, 

fl^sin(B,  C) 


sin(B,  I) 
donc 


=  a,b,  ; 


a,  b 


^,, /^  ^1  '^1 


2   a.p 

Ce  segment  a^h^  est  la  projection  du  côté  ah  du  triangle 
sur  la  droite  I,  projection  faite  au  moyen  de  deux  droites- 
rtc,  bc  parallèles  à  une  direction  arbitraire. 


(  384  ) 

Cette  loiinule  serviia  à  transformer  Taire  d'un  Irianglc 
a'  b'  c'  dont  l'un  des  sommets  c'  sera  sur  la  droite  I/. 

Considérons  alors  dans  la  première  figure  un  triangle 
quelconque  a'  h'  c',  et  joignons  ses  sommets  à  un  point  o' 
pris  sur  la  droite  F,  or  aura 

a'  b'  c'  =  a!  h'  o'  +  b'  c'  o'  +  c'  a'  o', 

de  sorte  qu'en   transformant  d'après  la   relation  précé- 
dente, 

(II)  a'i'c'=^('^+*'^' 


2    \  a.  p  p. 7        7 

Relativement  à  la  formule  (2),  remarcjuons  que  l'aire 
du  triangle  a  b^  c^  est  donnée  par  la  relation 

— î 

1  6,  c,  sin  fB,  I  )  sin  (C,  I) 

2  sm(B,  C) 


or 


donc 


sin  BI        ac. 


siiiBG 


S'  =  m . 


b,c,' 
a  bi  Cl 


Cette  formule  servira  à  transformer  un  triangle  dont 
un  des  côtés  coïncidera  avec  la  droite  F.  Par  conséquent, 
si  Ton  considère  dans  la  première  figure  (*)  un  triangle 
quelconque  a'  b'  c',  formé  par  les  côtés  A',  B',  C,  on  aura 

a'  b'  c'=lA'B'  V  4-  B'C  I'  -+-  C  AT, 

A'  B'  V    désignant    l'aire    du    triangle   formé    des    côtés 
A',  BS  r,  etc. 

Transformant  d'après  la  dernière  formule, 

(III)  S'=m\^-—^- 


CiCïi  c 


p 


{*)  Première  figure  est  toujours  celle  dont  on  cherche  l'homographie, 
et  les  lettres  sont  accentuées.     Tm. 


(  m  ) 

(3.  Cas  pAiiTicuLiFii.    L(i  droite  I  csl  à  l  infini.  On  .i 

n"=b"  =  o, 
et  l'on  trouve  la  icl.iliou 


S'  =  c" 


a    h 
a'   b' 


S. 


Ainsi  dans  ce  eas  le  rapport  des  aires  de  deux  triangles  et 
par  conséquent  de  doux  ligures  homologues  est  constant. 
L'une  des  ligures  est  en  efiét  la  projection  de  l'autre. 

7.  En  comparant  les  relations  (I),  (II),  (III)  on  arrive 
à  différentes  expressions  de  Taire  d'un  triangle.  Ainsi  les 
relations  (I)  et  (III)  conduisent  à  ce  théorème  : 

Si  les  côtés  A,  B,  G  H' un  triangle  ahe  sont  coupes  res~ 
pectivemcfit  en  des  points  aj,  bj,  Cj  par  une  trausuersale 
arbitraire,  et  que  Von  désigne  par  a,  /3,  y  les  distances 
des  sommets  a,  b,  c  à  cette  tra?is^ersalc  ^  Faire  S  du 
triangle  sera  donnée  par  la  relation 

Sz=z  a  b,c,^—-^  -h  br,a,  L--.i~  ca,  b        ^ 


I  ^i 


^applications. 

B.  Un  polygone  a'^h'^c',  d'', ...,/'  éiaul  tracé  dans 
la  première  figure,  joignons  un  point  arbitraire  o'  à  tous 
ses  sommets.  L'aire  S'  de  ce  polygone  est  donnée  par  la 
relation 

S'  =  a'  b'  o'  -+-  //  c'  o'  +  c'  d'  o'+  .  .  .  +/'  a'  o' . 

Dans  la  figure  homographique  nous  avons  un  polygone 
«,  h,  c^d..  .  '^/gI  un  point  o.  D'après  la  relation  (I)  nous 

aurons 

/    abo              hro  cdo  \ 

S'=^  m     --—  4- +  —y-  4- .  .  .  L 

Knn.   de  Mnihcmat.,  t.  XVIÏ.  rOclobre  i858.^  ^5 


(386) 
a,  (3,  7,..,,  wtlésigiianl  les  distances  des  sommets  «^è,  c,, 
et  du  point  o  à  la  droite  I. 
De  là  résulte  cd  théorème  : 

Si  Voii  décompose  un  polygone  en  triangles,  en  joi- 
gnant ses  sommets  à  un  point  arbitraire  de  son  plan^  la 
somme  de  ces  triangles,  divisés  respectivement  par  le 
produit  des  distances  de  leurs  sommets  à  une  droite  fixe^ 
est  une  quantité  constante. 

Le  point  arbitraire  peut  être  à  1  infini  ^  si  l'on  appelle 
rti,  ^1,  c,,  r/i,...  les  points  d'intersection  de  la  droite 
iixel  par  des  droites  menées  par  les  sommets  a,  ^,c,  r/,  ...^ 
parallèlement  à  une  direction  arbitraire,  on  aura,  d'après 
la  relation  (II), 

h,  c,        c,  (L 


I  «-1 


On  a  donc  ce  théorème  : 

Un  polygone  étant  donné  ainsi  qu  une  droite^  si  l'on 
projette  les  côtés  de  ce  polygone  sur  la  droite  au  moyen 
de  parallèles  à  une  direction  arbitraire^  la  somme  des 
projections  des  côtés ^  dii^isées  respectiv^ement  par  le  pro- 
duit des  distances  de  leurs  extrémités  à  la  droite  fixe. ^  est 
une  quantité  constante. 


SIR  U  RESOLUTION  DES  ÉP4Î10XS  DU  QUATRIÈME  DEGRÉ  ^ 

Par  m.    V.-A.   LEBESGUE. 


\.  Il  y  a  bien  des  moyens  de  ramener  la  résolntion 
d'une  équation  du  quatrième  degré  à  celle  d'une  autre 
équartion  du  troisième.  Le  pins  sim])lc  paraît  le  suivant. 


(  387  ) 
On  a  i(îcnli(iuornotit 


x'-i-px'+<ix~irr=z  \  x' -\- -  {jj  ~\~  O)   \  —  (xsJb 1- \ 


si  donc  on  pose 


+  r-.'^U'  +  Oy+f^; 


OU  bien 

le  polynôme  x''  H-  px^  -^  gx -h  r  deviendra 

égalant  chaque  facteur  à  zéro,    on   trouvera   les   quatre 
racines 


2x=:        \/Qdzi/ — 2p  ~  9 -^ 


2x  =  —  y/0it:\/  —  2/3  —  ô  -H--^ 


11 


Comme  l'équation  en  9  a  toujours  une  racine  réelle  posi- 
tive, on  a  les  quatre  racines  sans  ambiguïté  sous  forme 
réelle  ou  sous  forme  imaginaire  «  H-  j3  y —  i . 

2.  On  peut  aussi,  d'après  la  méthode  d'Euler  (Alg.^ 
cil.  i5),  poser 

Faisant  disparaître  les  radicaux  et  identifiant  avec  l'équa- 
tion 

x''  -\-  /?.r'  -I-  ^x  -h  7-  rr:  O,  ' 

2^.. 


(  388  ) 
OTi  trouve  sans  difficulic 

^,  H-  O2  -f-  O3  ==  —  2/;,      6,  Gj  -f-  G,  O3  -H  0,  0,  =rr  /^^  —  4>, 

d'où  la  mcme  réduite  en  6. 

Si  l'on  mettait  ^/O^  4-  V^ôg  sous  la  forme 


\l\^A+\/Bl)\=:  v/G,  +  G3  4-  2  v/Q,  .  V^Ô,r=  t/~  2y>  -  G,—  ^r 

on  retrouverait  les  formules  précédentes.  Les  signes  des 
radicaux  dans  là  valeur  de  2X  sont  déterminés  par  l'équa» 
tiou 

Comme  on  a  employé  Téquation 

G,  .G2.G3  =  (f, 
la  réduite  (i)  appartient  à  l'équation  double 

ar*  -{- px'^'lfïZqx  -h  /-=  o. 
L'équation 

2^*  =  v/g~4- v/G^-f  V^ 

présente  en  effet  huit  valeurs,  dont  quatre  appartiennent 

à  l'équation 

x^  -{-  px"^  -\-  qx  -\-  r=zo, 

et  les  quatre  autres  à  l'équation 

X*  H-  px^  —  çrjc  4-  r  =  o. 

3.   En  modifiant  la  méthode  d'Euler,  on  aurait  pu  poser 

2  j:  =  \//«  ^1  -h  «  -H  s//w  62  -H  «  4-  v//«  G3  -h  /y> 

et  déterminer  m,  n  de  manière  à  obtenir  une  réduite  diï 


(  38y  ) 
Itoisicmc  degré  sans  second  terme,  qui  sVst  présentée  à 
MM.  Cayley  (*),  liesse,  llerniile,  Aroiiliold  et  à  d'autres 
peut-être. 

Prenons  1  équation 

ujc^  -f-  4  ^x*  -h  &cx^  -f-  4  ^J^  -h  c  =  o  ; 

•en  posant 

ax  -i-  b  =:  y, 
il  viendra 

Soit  donc 

y  =  V^A>,  +  B  -h  \/AI,  h-  B  4-  v/Â^TTb  =  V,  4-  V,  -h  V^ 

^n  ^2î  ^'3  étant  les  trois  racines  de  l'équation 

X^  +  QX— R  =  o, 
ce  qui  suppose 

A  etB  devront  être  déterminés  convenablement. 

Onad'abord,àcausede^i-|-A2-h-^3=o,)^=Vi4-V2+T3, 

j'— 3B  =  2(V.V,-HV,V3-f-V3V.). 
Carrant  de  nouveau 

^.._6Bj^+9B'  =  4(vîv^+v;v;+v:v;),-h8v.v,v,/: 

or,  substituant  les  valeurs  des  V^,  on  a 

V;  V^  -4-  V;  VJ  -h  V^  V;  =  A'Q  -t-  3B^  ; 
donc 

y  — 6Bj'  — 8V.V.V3r  —  (3B»H-4A'Q)  =  o. 

(*)  Arthur  Cayley,  avocat,  no  à  Richmond  (Surrcy  ),  le  i6  août  i8aîi , 


(  390  )  .  . 

De  là ,  comparant  celle  dernière  équation  avec  l'équa- 
tion (2)  ,  on  obtient 

(2)  B  =  b^-^ac,     Q=-^ j^^ ^ 

on  peut  donc  faire 

â.bd  —  ne  —  3c^ 
A  =  a,     q=^ 7 

Enfin 


V,  V,  V3  =  v^A^  R  4-  A^  BQ  +  BS 
l'équation 


donnera 

„        ad^  -f-  eb^  -f-  c'  —  oce  —  2  bcd 

R  = 4 : 

de  là  l'équation 

4X^  —  (ae —  ^bd-\-3c'^)'k-\-ace'-\-  2 bcd  —  ad^  —  eb^  —:r  c^=:  o. 

c'est  l'équation 

4^^—  ^'0  4-J  =  o, 

de  MM.  Hermite  et  Cayley  j  en  changeant  le  signe,  on  a 
l'équation 

A  =  o, 

de  M.  Aronhold  ('*').  Suit  la  traduction  d'une  note  mise 
à  ce  sujet  par  ce  géomètre  dans  le  tome  LU  du  Journal  de 
Crelle. 


(*)  Siegfried-Hcnri ,  professeur  de  mathématiques  à  l'école  d'architec- 
ture de  Korljn.  INé  à  Angerburg  (Prusse  orientale)  en  1819.  » 


(  3c).   ) 


RE^IARQIIË 
SIR  LA  RESOLUTION  DES  EQIATIONS  RIOIADRATIQIIES ; 

Par  m.   lb  D'  S.   ARONHOLD,    Dii  Bermx. 


Si  Ton  représente  Téqua lion  donnée  par 
€i  cpie  ron  calcule  les  déterminants 


A  = 


fl,  b,      c  -{-  2X 


ay      b 
b,  c  —  \ 


alors  A  =  G  est  une  équation  cubique  de  la  forme 

Az=z — 4^^  -\-(ac — ^bd-\-Zc'^)\-^acP-^cb--{'C'' — ace — ibcd=iOj 

qui,  manquant  du  second  terme,  pourra  être  résolue  di- 
rectement par  la  règle  de  Cardan.  Soient 


\de  j  ^        \deJ2 


dà\ 

Te) 


les  valeurs  du  second  déterminant  pour  les  trois  racines 
de  l'équation  A  =  o,  on  aura 


(0 


X 


=i-^^\/m.^vm.^vm.} 


où  les  signes  correspondants  doivent  être  tels,  que  le  pro- 
duit soit  positif. 

On  a  encore  plus  généralement,  pour  des  valeurs  quel- 


M 
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conques  de  ^  et  de  yj, 

^  —  yjr 

d'où  Ton  lire  la  valeur  précédente  de  x  en  faisant  Ç  =  i, 

>3  =  o-  pour  J  =  o,  vî=  i,on  obtiendrait  — 

Les  déterminants  doivent  toujours  êlre  calculés  de  ma- 
nière que  le  terme  provenant  de  la  diagonale  de  gauche 
à  droite  soit  pris  négativement. 

A^ote  du  Traducteur.  Comme 

de 
et  que 

ax  -\-  b  =:  y, 
on  a 

la  formule  (i)  est  vérifiée  par  ce  qui  précède.  La  dé- 
monstration de  la  formule  (2)  exige  quelques  explica- 
tions qui  pourront  être  données  dans  un  autre  article. 
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SOLIITIOIVS  OES  OlIESTIOXS  Vtii  ET  U2 

(voir  page  29(j)  ; 

Par  m.  p.   DE  VIRIEU, 

Régent  à  Saumiir. 


Les  doux  idcnlilés  proposées  peuvent  se  déduire  d'une 
même  formule  qui  peut  servir  à  en  trouver  une  infinité 
d'autres. 

Soient  X  une  variable  positive  entière  qui  peut  être 
nulle;  P^  une  fonction  déterminée  de  cette  variable;  i, 
n  des  nombres  entiers  positifs  ;  en  ajoutant  membre  à 
membre  les  ti  identités  suivantes  : 

I  I 


I  I 


Px-..- 

-p 

t 

P.Px+. 

■  9 

Px-(-/+l 

— 

Px^-, 

^  ï        "x+«  "x+n — I 

on  a  Tidentité 


(A) 


P,  P..  „  ^^         Pr^.       .  Pr^,  ' 

*■  X  *-  xJ^n  ^  x-\-i — I  •*-  X-+-J 


z  =  I 


en  posant  successivement 

Pj.=  «0  -I-  ^1  +•  .   •  -h  <?x, 

P;,=:  tang(«„  +  «,+..  .4-  ^J, 
P^  =  cot  (fl«  4-  <7,  -h  .  .  .  -h  <7,), 
P,  =  log  (<7o  -h  ^1  "+-  .  ■  •  +  ^J, 


on  a 
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(>) 


(2) 


(3) 


(4) 


«x+. 

-f-  •  .   .  -f-  ^x+Z» 

(^A 

i-4-- 

.  .+ 

^'x)  («0  +  .  .  -4- 

^x+n) 

^x+i 

(^«  +  . 

..-h 

<^.t+i 

-t}{ao-h.  .  .+  «. 

-+.)' 

- 

sîn 

(«x+1  4-.  .  .-h^/f+n) 

sin  («1 

)  +  .  . 

.-h 

fl.r)sin  (â'o  -+-... 

4-«x+«) 

sin  Gj:^- 

sin  («0 

-h.  . 

. +  «;i-+,-()sin  (a,-\- 

.  .  .  +  rt^+,)' 

sin 

f^X+l 

i4-.  .  .-4-<7^+«) 

COS  (<7, 

.4-.. 

.4- 

r/^)cOs(<7o-f-.  .  • 

+  «x+n) 

1  =  71 

V 

sin  aj:^i 

i=I 


loi 


«0  4-  •  •  .  -f-  '^x 


log  (  «u  4-  •  . .  4-  «'x)  log  ( <7o  H-  . .  .  -h  rt^+„  ) 
«n  4-  ...  4-  a^:^ 


y — 


log 


«0  4- .  .  •  4-  (ix 


(  «0  4-  ...  4-  «.r+/-l  )  log  (flfu  4-  .  .  ..  4-  ÛT^H-^)' 


en  posant  .r  =  o  dans  (i)  et  (2),  on  a  les  identités  pro- 
posées dans  les  questions  440,  41-2. 

L'énoncé  de  la  question  440  renferme  une  faute  d'im- 
pression  -,  le  premier  facteur  du  dénominateur  doit  être  «o? 
et  non  «„  dans  le  premier  membre. 

Note.  M.  Delestrée,  élève  au  lycée  Saint-Louis,  a 
donné  une  bonne  solution  particulière  de  la  question  442, 
ainsi  que  M.  G.  Andanson,  candidat  à  la  Licence,  à  Lyon. 


(  3.95  ) 


C)lESTION  D'EXAMEN  (ÉCOLE  MWU 


Déterminer  las  luilcnrs  ntnnérû/ues  des  trois  côtés 
d'un  triangle  rectiligne  tel^  que  ses  trois  côtés  et  sa  sur- 
face soient  quatre  termes  consécutifs  d\inc  progression 
arithmétique  ayant  pour  raison  l  unité. 

Soient  X —  i-,  x^  x-f-  I,  ^-h  ?.  les  trois  côtés  et  la  sur- 

3^ 

face  du  triangle  cherché.  Le  demi-périmètre  sera  —  •>  et 

la  formule  qui  sert  à  exprimer  la  surface  en  fonction  des 
côtés  donnera 


X  H-  2  = 

9. 


;V'-(ï-> 


ou 


!=v/'(ï 


(>)  2-t-ï  =  t/  3^-,    . 


Il  est  évident  que  l'équation  (i)  admet  pour  racine  le 
nombre  4- 

Pour  toute  valeur  de  x  plus  grande  que  4>  on  a 

.  +  |<3, 
et 


V/3(|-.)>3. 


Pour  toute  valeur  positive  de  x  plus  petite  que  4?  on  a 


X 


et 


v^Kt-: 


ou 


imaginaire. 

Donc,  l'équation  (i)  n'admet  pour  racine  positive  que 
le  nombre  4« 

Par  conséquent,  les  nombres  3,  4f  5,  6  senties  valeurs 
des  trois  côtés  et  de  la  surface  du  triangle  demandé. 

Note.  C'est  encore  là  une  ancienne  question  proposée, 
plusieurs  fois,  dans  les  concours  d'admission  à  l'École 
Polytechnique.  Elle  n'a  pas  été,  d'abord,  résolue  sponta- 
nément^  mais,  au  concours  de  l'année  suivanle,  plusieurs 
candidats,  en  la  traitant,  ont  fait  preuve  de  spontanéité  : 
ce  qui  leur  a  été  très-utile.  G. 


SOLUTION  DE  LA  QÏJESTIOIV  316 

(voir  t.  XV,  p.  55); 

Par  m.  chanson, 

Élève  du  lycée  de  Versailles  (  classe  de  M.  Vannson). 


Etant  donnée  la  progression  arithmétique 

rt,      ûfH-r,      a -\- ity .  .  .  j      a -h  nr 

dans  laquelle  a  et  r  sont  premiers  entre  eux,  faire  voir 
qu'on  peut  y  trouver  un  nombre  illimité  de  termes  pre- 
miers avec  un  nombre  donné  quelconque  A. 

Cela  revient  à  dire  qu'on  peut  choisir  ji  d'une  infinité 
de  manières  de  sorte  que  a  -f-  fu'  soit  premier  avec  A. 

Pour  cela ,  je  distingue  trois  cas  : 

1°.  Celui  où  A  est  premier  à  la  fois  avec  a  et  /'. 

Soit 

A=:  b^'c'^'d'^'; 


je  n'ai  qii  A  posvr 
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n  =  br  c*  (l"y 


y,  z^  u  pouvant  cralllcuis  vaiier  d'une  infinilé  do  ma- 
nières. Jo  dis  qno  A  scia  promior  avec  a-\-  nv\  car  si  un 
fadeui'  prcnuer  de  A  divisait  la  somme  a  -+-  nr  comnu;  il 
divise  une  de  ses  parties  ///•  (car  n  renleinK^  par  liypo- 
llièse  tous  les  facteurs  premiers  de  A),  il  diviserait  l'autre 
parliez,  ce  qui  est  contre  riiypollièsc,  n  étant  premier 
avec  a. 

'1^.  A  est  premier  avec  un  des  nombres  a  et  /'  seule- 
ment, avec  a  par  exemple. 

Soient 

r=./f,.  .  .  ,      A  =  a""(3^".  •  .  b'"  c^' d<^ ,  .  .  .; 

je  n'ai  qu'à  prendre 

n  =  br  c^  d"j 

c'est-à-dire  égal  au  produit  de  tous  les  fadeurs  premiers 
de  A  qui  n'entrent  pas  dans  r  avec  des  exposants  quel- 
conques. Il  est  clair  alors  que  A  sera  premier  avec  a~\-77r., 
car  si  a  ou  un  facteur  analogue  (c'est-à-dire  un  des  fac- 
teurs qui  entrent  dans  r)  divisait  ^ -f- Tzr  divisant  /zr,  il 
devrait  diviser  a ,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse ,  parce  que 
a  est  supposé  premier  avec  r.  Si  c'était  un  des  facteurs 
è,  c  qui  n'entrent  pas  dans  r  qui  divisât  a  -h  nr^  on  ar- 
riverait à  la  même  absurdité. 

Si  A  était  premier  avec  r  seulement,  on  raisonnerait 
de  la  même  façon. 

Passant  donc  au  troisième  cas,  c'^esl-à-dire  à  celui  où  A 
n'est  premier  ni  avec  a  ni  avec  r,  alors  si 

r=a'^'p^\..  .  ,      a  =z -/  8°  ,...,    et  A  =  a/»...  7^...  b^'c"..., 
je  choisis 

y,   z  pouvant  être  quelconques.  Je  démontrerai  comme 
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précédemment  qu'aucun  iaclcur  de  A  ne  peut  diviser 
a-\-iir-^  car  n  ayant  été  choisi  de  la  manière  indiquée,  ce 
facteur  diviserait  une  des  parties  de  la  somme,  et,  par 
suite,  diviserait  l'autre,  ce  qui  conduirait  à  une  absur- 
dité. 

Note  du  Rédacteur.  Dans  les  cas  deuxième  et  troisième, 
quand  A  n'aura  pas  d'autres  facteurs  premiers  que  ceux 
qui  entrent  dans  a  et  /*,  on  aura  fi=ii,  mais  quand 
a-\-ar  est  premier  à  A,  a -h  {oc  -^  k A)  7^  Test  égale- 
ment -,  il  y  a  donc  encore  dans  a  -j-  nr  une  infinité  de 
nombres  premiers  à  A. 

L'avantage  de  la  démonstration  précédente  est  de  ne 
pas  supposer  la  résolution  de  l'équation  indéterminée  du 
premier  degré  à  deux  inconnues..  Jacobi ,  dans  l'introduc- 
tion de  son  Canon  arithnieticus,  indique  une  démonstra- 
tion qui  suppose  cette  résolution  ,  et  qui  peut  donner 
l'expression  générale  des  valeurs  de  n  qui  rendent  a  -f-  nr 
premier  au  nombre  A. 

On  y  lit  : 

({  Obsfjvo  si  A  *^t  B  inter  se  prinii  sint.,  semper  ejfici 
posse  addendo  ipsi  A  mullipluni  ipsius  B  ut  prodeat  nu- 

nierus  ad  alium  quendibet  C  primus.  Sit  enim  B'  factor 

C 

maximus  ipsius  C  ad  B  primus  sive  —  factor  maximus 

communis  ipsorum  B  et  C  ideoque  primus  ad  numéros  A, 
A  -+-  aB^  erit  A  4-  «B  ad  C  primus,  si  ad  B' primus  est^ 
sub  forma  autem  A -h  «B  pro  diversis  ipsius  a  valoribus 
continentur  numeri,  qui  respcctu  moduli  B'  ad  B  primi 
residua  quœcunque  placet  relinquunt  ^  inde  etiam  forma 
A  A-aB  continet  numéros  ad  B'primos,  q.  d.  e. 

Il  V  a  ici  omission  ou  erreur  de  copie. 

Soient 


B  =3  rt    h'  c. 
Czzz  a     b     c 


(  im  ) 

(/ ,  ^  ,  c,. . .,  /7,  </,...,  / ,  S  clanl  premiers  ,  on  .un  a 

p    rr  C  a.'     [i'    6' 

B    =  /•  .V    .  .  .  ,        g>  =  «      b     c     ,.,  , 

<|ui  n'esl  pas  le  plus  i^iaiid  commun  diviseur  de  C  cl  B, 
mais  bien  un  mulli[)le  de  ce  plus  grand  commun  divi- 
seur. 
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Pau  m.   DK  JOJNQUIKRES. 

Lieutcnanl  de  vaisseau. 


I.a  question  peui  s'exprimer  ainsi  : 

Etaiii  donnés  sur  un  plan  deux  systèmes  de  sept, 
points  qui  se  correspondent  un  à  un,  trouver  dans  ce 
plan  deux  points  P,  P'  tels ,  que  si  on  les  joint  aux 
points  donnés,  respectwement,  les  deux  faisceaux  ré- 
sultants soient  honio graphiques . 

Cette  question  est  déterminée  ,  car  elle  comporte  quatre 
conditions,  savoir  que  les  quatre  rapports  anliarmoni- 
ques 

V{ahcd),      V[(ihcc),      V(abcf),      V  (abcg) 

soient  égaux  respectivement  aux  quatre  rapports  anhar- 
moniqnes 

P'(a'b'c'd'),     V'{a' b' c' c'),    V  [a' b' c' f),    V  {a' b' c' g' ) , 

et  il  faut  précisément  qualre  éléments  pour  déterminer 
deux  points,  par  exemple  leurs  distances  à  deux  axes 
(ixes,  telles  que  leuis  coordonnées  x,  y. 
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Si  los  ilc.ux  syslèinos  se  conipusciiL  do  six  j.oiiils  clia- 
i;un ,  au  lieu  de  sept,  la  question  est  inflcfcrnii/icc,  puis- 
qu'elle ne  comporte  que  trois  conditions.  D'ailleurs  on  ne 
peut  pas  prendre  arbitrairement  un  point  P.  Donc  une 
inlinité  de  points  satisfont  à  la  question,  et  ils  sont  dis- 
tribués sur  un  lieu  géométrique  qu'il  s'agit  de  déter- 
miner. 

Cette  détermination  entraînera  évidemment  la  solution 
complète  du  problème  proposé ,  et  par  conséquent  elle 
conslilue  la  seule  dilïiculté  qu'il  présente.  En  effet,  si  ces 
lieux  géométriques,  relatifs  aux  systèmes  a  ^h  ^  c  ^  d,  e  ^f 
et  a',  Z)',  c',  d' ^  e' ^  /',  sont  deux  courbes  U  et  U'  et  sont 
deux  autres  courbes  V,  V  relativement  aux  systèmes  a. 
b  ,  c ^  d,  e^  g  et  a'^  b'  c\  d\  e\  g'^  il  est  clair  que  les 
points  communs  aux  courbes  U  et  V,  et  les  point?  com- 
muns aux  courbes  U'  et  V,  seront  précisément  ceux  qui 
résolvent  la  question. 

Les  raisonnements  étant  identiques  pour  cliacune  de 
ces  quatre  courbes,  il  suffit  de  s'occuper  de  la  courbe  U. 

Je  dis  qu'elle  passe  par  les  six  points  « ,  6 ,  c  ,  r/,  e,/!, 
et  qu'elle  n'a  pas  de  points  multiples  en  ces  points.  Car 
si  l'on  suppose  le  point  P  en  a,  par  exemple,  et  qu'on 
détermine  le  point  P'  tel,  que  le  faisceau  P'  [b' c' d' e' f) 
soit  bomograpbique  au  faisceau  P  [bcdef  ) ,  lequel  point 
a  toujours,  comme  on  sait,  une  position  et  une  seule ^ 
comme  la  direction  de  la  droite  Pa  est  indéterminée  ,  on 
peut  dire  que  le  point  P  satisfait  h  la  question  que  le 
faisceau  P  [abcdef)  soit  homograpliique  au  faisceau 
V  [a' b'  c'  d' e'  f)  \  ce  qui  prouve  que  la  courbe  cher- 
chée passe  par  le  point  P,  qui  est  ici  le  point  «;  et  elle 
n'y  passe  qu'une  fois,  c'est-à-dire  qu'elle  n'a  pas  de  point 
multiple  en  ce  point,  parce  qu'il  n'existe  qu'une  seule  po- 
sition correspondante  du  point  P'. 

Cela  posé,  je  vais  démontrer  qu'une  conique  quelcon- 


(  •^'•'  ) 

<|iie  C,  mener  par  les  (|u.Ure  poliils  n  ,  h  ^  c.,  d^  ne  peiu 
rcneontrer  la  coiiibc  eliercliée  (pi'cMi  (l(;ii\  points  antres 
qnecesqnatre  là,  ee  (pli  snOiia  pour  prouver  que  cette 
eourbe  est  (lu  troisième  ordic. 

Soit  C  la  conifpie  lioiiiof^mphifiiie  [)assant  par  les 
(juatre  points  a\  //,  e',  (I\  e'est-à-dire  la  conique  qui  est 
capable  du  môme  rapport  anharmonique  que  C. ,  ou  qui 
sons-tond  \c.  même  rapj)ort  que  C.  Deux  points  fixes  (), 
O',  pris  sur  ces  deux  courbes  respectivement,  donnent 
lieu  à  deux  rapports  anliarmoniqu(;s  égaux 

0[ahcd),      O'  [a'  h'  c'  d'). 

Qu  on  prenne  sur  la  seconde  un  point  P^  arbitrairement; 
il  lui  correspond  sur  la  première  un  point  P,  et  un  seul  , 
tel  que  le  rapport  anharmonique  V  i^abce)  est  égal  au 
rapport  anharmonique  P  [a' b'  c'  e') -^  et  réciproque- 
ment, un  point  P  étant  pris  sur  la  première  conique,  il 
lui  correspond  sur  la  seconde  un  seul  point  P'  tel,  que 
les  deux  rapports  anharmoniques  soient  égaux.  Donc  les 
deux  droites  OP  et  O'P'  tournant  autour  des  deux  points 
fixes  O,  G'  Je  correspondent  anhannoniqnenicnt .  Que 
Ton  considère  maintenant  le  rapport  anharmonique 
P'  (a'  b'  c'  f)  ;  il  correspondra  au  point  P'  un  point  P,  sur 
la  conique  C  tel ,  que  le  rapport  anharmonique  Pj  (abcj) 
sera  égal  à  P'  [a'  b'  c'f) ,  et  la  droite  OP,  correspondra, 
anhannoniquemeni  h  la  droite  O'  P'.  Donc  les  deux  droi- 
tes OP  et  OPj  se  correspondent  anharmoniquement ,  c'est- 
à-dire  qu'elles  forment  deux  faisceaux  liomographiques. 
Ces  deux  faisceaux  ont  deux  rayons  doubles  (réels  ou 
imaginaires)  dont  chacun  détermine,  sur  la  conique  C, 
un  point  P  auquel  correspond,  sur  la  conique  C,  un  point 
P'  tel ,  que  les  deux  rapports  anharmoniques 

P'(a'//r'r')     et      V'{a'b'c'/') 
iiin.  iL- Mmhiiiim  .  i.  Wll    '^^ovcml)ro  iS^S.)  26 
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sont  égaux  respectivement  aux  deux  rapports  anliarmo- 
ni([ues 

P{nbre)     et     P{abrf). 

Le  point  P  appartient  donc  à  la  courbe  cherrhée.  Et 
comme  il  n'existe  que  deux  rayons  doubles,  il  n'existe  aussi 
que  deux  points  semblables.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Donc  la  courbe  IJ,  lieu  des  points  P,  est  du  troisième 
ordre,  et  il  en  est  de  même  de  la  courbe  U',  lieu  des 
points  P'. 

La  démonstration  qui  précède  fait  voir  comment  on 
pourra  se  procurer  un  nombre  de  points  suffisants  pour 
construire  ces  courbes ,  et  elle  montre  aussi  de  quelle  ma- 
nière leurs  points  respectifs  se  conjuguent  deux  à  deux 
pour  satisfaire  aux  conditions  du  problème.  On  connaît 
déjà  six  points  de  cliacune  d'elles  :  ce  sont  les  six  points 
donnés  dans  chaque  système,  et  il  est  d'ailleurs  à  peu  près 
inutile  de  remarquer  que  si  le  point  P  est  placé  en  l'un 
(juelconque  rt  des  points  du  premier  système,  le  point 
conjugué  P'  ne  se  trouve  pas  en  a'  généralement. 

Les  courbes  V  et  V  sont  également  des  courbes  du  troi- 
sième ordre  passant  respectivement  par  les  six  points  «, 
/? ,  c ,  ^,  e ,  g  et  a',  &',  c',  d\  e',  g'. 

Les  courbes  U  et  V,  ayant  en  commun  les  cinq  points 
Uyb^  c,  d ^  e  se  coupent  en  quatre  autres  points  p,  q^  i\ 
5,  et  les  courbes  U'  et  V  se  coupent  aussi  en  quatre  points 
p',  q\  /•',  5'  autres  que  a\  h\  c\  ci' ^  e\  Les  quatre  pre- 
miers sont  les  points  P  et  les  quatre  autres  sont  les  points 
P',  qui  satisfont  à  l'énoncé  du  problème  général,  lequel 
admet  ainsi  quatre  solutions,  qui  peuvent  d'ailleurs  être, 
en  tout  ou  en  partie»  réelles  ou  imaginaires,  celles-ci 
marchant  toujours  par  couples  comme  de  raison. 

Quant  à  la  construction  des  points  y:^,  q^  etc.,  elle  s'ef- 
fectue géométriquement  y  d'une  manière  très-simple,  sans 


(  4o:i  ) 

«'xii^ci'  le  ir.Hc  des  (Huirbt's  du  iroisièiiic  orcli<'  (|ui  sont 
st'uleiiicril  (h'icrmiiu'cs  par  iiciil  de  l(;uis  poinls  rcispccii- 
veincnl.  Mais  \v  n'cnlrcrai  pas  ici  dans  \c  dclall  d(;  celle 
(|ucsiion  acccssoiio,  qui  (îst  icsoluc  conij)lélenicnt  dans 
l'ouvrage  que  j'ai  publié  sous  le  lilic;  de  Mélanges  de 
Géotnctric  pure,  cliap.  IV  ,  n^*  41. 

Mais  les  (juatrc  poinls  d'iiilerseclîon /^,  */,  /*,  v  de  ces 
deux  courbes  ne  peuvent  pas  salisfaire  tous  les  quatr(i  à 
la  question,  et  par  conséquent  il  y  en  a  an  moins  un  (jui 
lui  est  étranger.  Car  s'ils  satisfaisaient  tous  les  quatre, 
une  troisième  courbe,  constrnile  avec  les  six  poinls  «,  /;, 
6-,  ri,  J\  g,  passerait  aussi  par  ces  quatre  points.  Celle 
courbe  et  les  deux  premières  auraient  donc  huit  points 
communs,  savoir,  a,  />,  c,  d  et  les  quatre/^,  «7,  /',  s.  Par 
conséquent  les  trois  courbes  passeraient  par.  un  même 
neuvième  point.  Ce  point  serait  e  à  l'égard  des  deux  pre- 
mières courbes,  J  cà  l'égard  de  la  première  et  de  la  troi- 
sième, et  g  h  l'égard  de  la  deuxième  et  de  la  troisième. 
Résultat  impossible.  Donc  le  problème  proposé  n'admet 
que  trois  solutions  ,  ainsi  que  M.  Cliasles  Fa  annoncé 
dans   les  NouveUes  Annales  de  Mathématiques . 


APPLICATION  DE  LA  NOIVELLE  ANALYSE  AIX  SURFACES 
m   SECOND  ORDRE 

.voir  pape  37o); 

Par  INI.   PAINVIN, 

Docteur  es  Scioncos. 


Ç  II.  —  Discussion. 

8.    Soil   l'équation   générab^    des    surfaces    du    second 

26.. 
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ordre 

J'admets  d'abord  que  celle  équalion  renferme  le  carré 
d'une  au  moins  des  variables  Xi,  .rs ,  ^3,  de  xj,  par 
exemple,  et  qu'on  ait  rendu  positif  le  coefficient  «u  du 
carré  restant  ;  c'est  celte  lettre  qu'on  devra  placer  au 
sommet  de  gauche  du  descriminant  A. 

Puisque  a^  n'est  pas  nul,  on  peut  ordonner  l'équa- 
tion (1)  par  rapport  à  la  variable  Xi,  et  la  mettre  sous 
la  forme  suivante  : 


(rt,,  X,  -h  rt,2  X2  +  ûr,3  J73  -H  «1/,  ^4)'  -i-  («Il  «22  —  «;  2  )  -^ 

-H     («il      «3.^     —     «Î3)     -^3       +      («H      «4<      —     «'4)     "^I    (__ 
-f-2(rtn    rtjl 'Zl2«l3)-3?2"^3  4-2(«n   «24 «12  «14)  ■^•i-^4 

•4- 2  (<2,,  ^34  —  «,3  rt^u)  .Tj  j:^ 


ou 


(II) 


X'  4-  /?34  xj  -h  /?24  ^l  4-  /?23  ^1  —  2  r,«  0:2  .rj  —  2  r,,  X2  T^ 

——  2  /*!  2  •373  lïT^  ^i^  O  f 


en  ayant  égard  aux  formules  (4)  et  en  posant 

J\.{   ^^^^  «Il  •''l   ~T~    «12  "^2      l~   «13  "^3   "i      «14  -^i  • 

Les  hypothèses  distinctes  qu'il  faudra  faire  pour  éluci- 
der complètement  tous  les  cas  possibles  sont  au  nombre 
de  quatre  ^  nous  allons  les  parcourir  successivement. 

Premi'èi'e  hypothèse. 

Le  déterminaJit  v^k  ou ; —  est  différetit  de  zéro.    ■ 

^  da^^  do,,  -^ 

9.  On  pourra  alors  continuer  la  décomposition  en  or- 


lî 


(  4o^  ) 

tloiujaul  j).ii  I  tpporl  a  la  variable  X?,  ce  (jui  doiincia 

X ;  +  /,. X ;  -h '"' '"' ^- '.ri-. f" '-•■'■^ '" '-" ., ... 

Pm  Pis  —  ^^]^       , 

après  avoir  posé  (l'O//*  les  formules  4) 

r/^A         _     <'/'A  cp^  d^^ 


ou,  en  Taisant  usage  des  relations  (7)  et  (9), 

(111) i  x;  +  /,-,.  yi',  +  ''-^^i-^"Jlhl .r,^,  +  "J^'l ^;  =  o. 

(  Pm  Pu  Pzh 

Le  déterminant  0^  ou  -; —  est  un  invariant:  celte  ex- 

pression  jouit  de  la  propriété  caractéristique  de  se  repro- 
duire, quelle  que  soit  la  transformation  de  coordonnées 
uni-tnodulairc  que  l'on  fasse  subir  à  l'équation  (I). 

10.    Supposons  que  l'invariant  - —   soit    différent    de 

zéro^  on  pourra  encore  continuer  la  décomposition  par 
rapport  à  la  variable  .r.^,  et  Ton  obtiendra 

^i  -^-  Pm  A.3  H A3  H j X,  —  o, 

P3A  Pzi  Ou 

après  avoir  posé  (  l'o//' les  formules  2) 
d^        _  fia  dà 


dûa      ^        da^i  da^i 

Si  enfin  l'on  a  égard  à  la  première  des  relations  (5),  on 
sera  conduit  à  la  forme  définitive 

dû 

iVj     A,  H-- — Aj  H -— — AH ; —  r]  =  o. 

da  ^-^  da^^  da^^ 


(  4o6  ) 
On    conclura   donc,    dans    riiypolhèse    acluelle ,    que 

lorsque  Vi/i^nriant.  - — esl  cliJferenL  de  zéro,  V équation  (I) 
(1(1 \\ 

représente  des  surfaces  à  centre  unique  (théorème  n^  2). 
Les  coordonnées  du  centre  seront  données  par  les  équa- 


(ions 


O,  X2    =    O,  X;, 


()- 


Pour  discuter  Téquation  (IV)  je  distinguerai  deux  eas. 

PivEMiEii  CAS.  L  ini^ananf  - — et  te  déterminant — 

étant  tous  deux  positifs,  on  voit  que  l'équation  (IV)  ap- 
])arlient  au  genre  ellipsoïde^  et  que 

Si     A  <^  o,     on  a  un  ellipsoïde  réel  ; 

Si     A  =  o,      on  a  un  point  ; 

Si     A  ^>  o,     on  a  un  ellipsoïde  imaginaire. 

Second  CAS.    V invariant- —   étant    différent  de  zéro 
et  n'étant  pas  positif  en  même  temps  que  le  détermi- 
nant   •>  Féquation  (IV)  appartient  au  genre  hyper- 
do  ,,:^  da^i         ^ 

holoïde. 

Avec  A  >  o,  on  aura  à  considérer  : 


d^ 


>o     et 


^2  A 


da,,i^    "  da^^da,,, 

cecjui  donne  les  alternances  de  signes 

-+-     —     —     -f-; 


<o. 


2". 


r/A     ^                        ^/^A 
<<  o      et ; — 


><>. 


ce  qui  donne  les  aliernances  désignes 

-\-        -^         —        —r 
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./A  ti  ^ 

>•'.  -  -   <()       et  —  :z=i), 

((n^^  (1(1,,  fldis 

<.('  (|ni  (loiiiic  les  allci  ii.iii((  s  de  sii;ti<'.s 

-H      --     -t-      —  ; 

on  reroiinait  dans  ces  différents  cas  riiyperboloidc  à  une 
nappe. 

Avec  A  <^  o,  on  aura  à  considérer  : 

(l  A  (P  A 

C\  1— >o     et       , — 7— <^' 

ce  (jui  donne  les  alternances  de  signes 


r/A                                d' A 
2"\  7—  <  O      et — -  >  o, 

ce  qui  donne  les  alternances  de  signes 


ce  qui  donne  les  alternances  de  signes 


on  reconnaît  Ihyperboloïde  à  deux  nappes. 
Enfin,  avec  A  =  o,  on  aura  à  considérer 

<^A  J'A 

<7^4,  (U(  y.Jl(t  ^^ 

(c  c[ui  donne  les  alternances  de  sign<\s 

+     —     -; 
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r/A  d'à      ^ 

ce  (jui  doiiiio  les  allcriiances  de  signes 

4-     +     -; 

dL      ^  d'à 

5".  7— <o     ^^     7 7— <"» 

da^^  da^^  ddi,,^ 

ce  qui  donne  les  allernances  de  signes 


on  reconnaît  le  cône. 
Donc,  en  résumé, 

Si     à  <^  G,     on  a  un  hyperboloide  à  deux  nappes  } 

Si     A  =r  G,     on  a  nn  cône  ; 

Si     A  ^  o,     on  a  un  hyperboloide  à  une  nappe. 

I  I .  Supposons  maintenant  que  Tin  variant soit  nul. 

da^, 

II  faut   remonter  à  l'équation    (III),   et    v    introduire 
1  hypothèse  - —  =  cîr,;  =  o  :  elle  devient  aloi  s 

X  ,   -h  JJy,  X  2    —  2 X,  X^  H .x]  =  G. 

On   conclura    donc,    dans    l'hypothèse   actuelle,    que 
lovsqiiG  Vimuiridnt  - — est  nul,  réquation  (I)  représente 

et  Y  j/^ 

lies  surfaces  dénuées  de  centre  ou  possédant  une  infinité 
de  centres  [W  2)*. 

Afin  de  disculer  l'équation  (\  )  ol)ser\oas  que  la  pic- 
micre  des  relations  (5)  (§  F')  donne,  dans  le  (as  aclu(  1 , 

','»)  ^P:st  '—  —  (^.1*)"'? 


(  4o9  ) 
(•('«jui  inoiilre  (|iie  A  cl  p^;  sont  de  signes  contraires,  et, 
en  outre,  (|ue  A  et    d-^,  s'annulent  en  nicnic  temps,  puis- 
qu  on  suppose  /f^;  dilfiurenlde  zéro. 
Je  disliui^uerai  encore  deux  cas. 

Premier  cas.   I.' invariant  -- —  étant  nul,  et  le  discri- 

niinani  A  difjèreul  de  zéro^  l'équation  (V)  appartient  au 
genre  paraholoïde  \  et  si 

A<^o,  c'est-à  dire  p^s^o,  on  a  un  paraboloide  elliptique; 
A^o,  c'est-à-dire  /^3(<Co,   on  a  un  paraboloide  hyperbolique. 

Second  cas    IJùivariant   , —  étant   nul  ainsi  que  le 

discriminant    A,    récjuation    (V)    appartient    au   genre 
cylindrique. 

On  voit,  en  effet,  par  la  relation  (i),  que  si  A  =  o, 
on  aura  cJg^  =:=  o,  et  réciproquement;  l'équation  (\) 
prendra  donc  la  forme 

d^ 

d^  à  ,  da^. 

(VI)  X;-f-  -, —- X;-h^,,        J:       -r^rzzo, 


da^^^da^^  <^^A 


^«33   rf«44 


et  SI 


d' \      ^  d\  ^ 

-r—j—  >  o     avec     — —  >  o, 

on  aura  un  cylindre  elliptique  imaginaire^ 

d'^  d\ 

SI    ,—  ,      >û     avec     — -<o, 

on  aura  un  cylindre  elliptique  ; 

d^à        ^  dl    . 

SI -—  <  o     avec      — -  >  n, 

dn-:^,  dn,,  da^^,  ^ 

on  aura  un  (  vlindri^  hyperbolique: 


(  4io  ) 

<i' ^    ^  (l^ 

SI- ^— >o      avec     -— _— o, 

on  aura  deux  plans  Imaginaires  qui  se  coupent  un  une 
droite  • 

SI ; —  <^  O     avec     — —  =  o, 

on  aura  deux  plans  qui  se  coupent. 

Seconde  hypothèse. 

Le  déterminant  P34  ou —  est  nul ,  et  le  détermi- 

da^i  da^,; 

r/^A  ,.^,  ,        , 

nant  p,;  ou ; —  est  ailjerent  de  zéro. 

^  '  dtti,  da,,i  -^ 

1 2.  Dans  cette  hypothèse,  il  faut  avoir  recours  à  Féqua- 
tlon  (11)^  qui  devient  alors  : 

^\  -h Pu  -3  +  /'aa  -^4  —  2 r,4  X-,  x-,  —  2  r,^  x-i  x^  —  2  r,,  X,  .r.j  :rr  o . 

Le  coefficient  ^§4  étant  différent  de  zéro,  on  pourra 
ordonner  par  rapport  à  la  variable  x^  et  mettre  l'équation 
sous  cette  forme 

/?24  Pn 

p-ik  ''13  -4-  /',î  r,4 
—  2 x^  .r^  m  o, 

après  avoir  posé  (voir  les  formules  4) 

d'A  _        t/^A  <:f^A  r/^A 


I 


<'/r/,o  da^^      '         dn,j  da^,     '        da-i^do^^  da^,^  da ,^ 

et  enfin,  en  ayanl  éi^ard  aux  relations  [n^  et  (9),  et  v  in- 
troduisant rhy])othèse  />3,  ::=  o,  on  trouvera 

(VII)    X,  -f-  />,<  XjH j;,  —  2 .r.  Tj  H x\i=.  o. 

/>':4  ;^24  7^74 


I 


(  4i-  ) 

{',\.  Supposons  <pu'  l  iiivarianl  ô,,,,  soit  cliflciciil  de 
/,cro^  on  pourra  rncorc  coiiliMUcr  la  décoMipositiori  par 
rapport  à  la  variable  .r^,  cl  on  obtiendia 

/h^  Pr,  ^u 

après  avoir  posé 

r/A  ^         (là  (là 

-j—  X,  =  -y—  .r,  -    —  .r,  ; 
aa^i  <ui,,^  (la  y, 

OU  enfin,  en  faisant  intervenir  la  seconde  des  relations  (5), 

(là 

(VIII)     xî4-,-^x;4--,^x^.  +  ^-y^.î  =  o. 

^  '  '         dar,  (In,^       '■  (P  A  '  r/  A       ' 

Or  on  admet  (Jii^o,  el  ^3.  =o^   la   première  des   rela- 
tions (7)  donne 

(2)  -^li  «..  =  — (^u)'; 

d  OU  11  résulte  que  -; —  est  nécessairement  negalii. 

Avec  A  ^  o,  on  aura  à  considérer  : 

(Il  rt'^A 

fln,^  (la  ,2  (la y, 

ce  qui  donne  ics  alternances  de  signei} 


(là  (PA 

(ta  a  d  a  rida,, 


ce  fpii  donne  les  alternances  de  signes 

-h     —     +     —  ; 
on  rcconnail  Ihypeiboloidc  à  une  na])pc. 


(  4>'^  ) 

Avec  A<^o,  on  aura  à  considérer  : 


d^ 


1". 


<<o     et 


(l'^ 


da^,,  da-i2dai,^ 

ce  qui  donne  les  alternances  de  signes 

+     -4-     —     H-; 


>o, 


2". 


dû. 


<<  G     et 


cPù^ 


da^i,  da-ii  da^^ 

ce  qui  donne  les  alternances  de  signes 


<o, 


on  reconnaît  l'hyperboloïde  à  deux  nappes. 
Enfin  avec  A=:r  o,  on  aura  à  considérer  : 


I". 


d\  d'à 

<^  o      et -—  >  o, 


ce  qui  donne  les  alternances  de  signes 


dà 


2". 


<o,     et 


d'A 


ce  qui  donne  les  alternances  de  signes 


<o, 


on  reconnaît  le  cône. 

Cette  analyse  complète  le  résumé  correspondant  au  se- 
cond cas  de  la  première  hypothèse  (10). 

.  ,     .,  .  ,,.  .  r/A       . 

14.   supposons   maintenant   que    1  invariant  - —  soit 

nul.  Introduisant  cette  hypothèse  dans  Téquation  (VII). 
il  vient 

IX)    .      X^  H- />',4  Xj  —  ?.  -        ■  x,  ^4  H -.r;=:o. 

Pu  Pu 


(  4'3  ) 

Oi  ia  sccoiule  (1<'S  irlalions  (5)  cloiiiie,  piiis((U(;  ^44  =  0, 

(3)  A/,,.  =  -(d^o^ 

vv  (jui  montre  que  A  et  p^,,  sont  de  signes  eonlraires,  et, 
en  outre,  (|ue  û  et  â^,  s'annulent  en  même  temps,  puis- 
qu'on supj)ose/>2.  différent  de  zéro. 

Je  distinguerai  deux  cas. 

Premier  cas.   Le  (liscriniinani  A  est  différent  de  zéro. 

Alors  (Jav  t'st  différent  de  zéro,  et  on  voit  que  si 

A<^o,  c'est  à-dire  /^2i^o,  on  a  un  paraboloide  elliptique; 
A^o,  c'est-à-dire  p2^<^o,  on  a  un  paraboloide  hyperbolique. 

Second   cas.   Le  discriniinatit  A  est  nul. 
Alors  ^24  =  0,  et  récipro([uem(înl.  Dans  ce  cas,  l'écjua- 
tion  (IX  )  se  réduit  à 

(X)         x;  +  -^x5+^^x;  =  o. 

(la  ■il  da^i 

Or  la  triple  hypothèse  [p^,,  =  o,  {^44  =r  o,  c^av  =  o),  intro- 
duite dans  la  première  et  la  seconde  des  relations  (7), 
donne 

(4)  r,,=zO,      et      (î„rt,,  ~  —  (r,,)^  ; 
puis  dans  la  seconde  des  relations  (9) 

et,  comme /;24  est  différent  de  zéro,  on  en  conclut  /',3  =z  o, 
et  par  suite 

(5)  <?,,  =  0. 

La  distinction  des  difféi'enles  espèces  de  surfaces  ne 
peut  donc  plus  se  fondei"  sur  la  considération  des  détermi- 


(  4 -4  ) 

liants 


(jui  sont  nuls  lousdeux^  il  faut  y  subntitucr  les  détermi- 
nants 

d' A  dà. 

et 


da^^  doy,  da.,1 

L'équation  (X)  nous  conduira  aux  conséquences  sui- 
vantes : 
Lorsque 

rf^A  d'à       ^  dà 

^  o,       =  o      et     A  —  o, 


SI j—  >  o     avec  - —  >  o, 

da^ida^y,  (Iny^ 

on  a  un  cylindre  elliptique  imaginaire^ 

d-"  à.  dà    ^ 

SI ■ —  >  o     avec  - —  <^  o, 

duri  da^>,  aa,i 

on  a  un  cylindre  elliptique: 

r/'A  r/A  . 

SI  ; —  <"  o     avec  — —  ^  o, 

dn,-,  dn,,;  dOn 

on  a  un  cvlindre  hyperbolique  ^ 

d'à  dà 

'  '  si ; >  O       avec r=r  O, 

daiî  da,,,,  dft-i^ 

on  a  deux  plans  imaginaires  qui  se  coupent  ; 

r/^A  dà 

SI 3—  <  O      avec  -  -  =  o, 

dariday,  da  ri 

on  a  deux  plans  qui  se  coupent. 

Celte  étude  complète  les  résultats  établis  dans  la  pre- 
mière hvpothèse  (tl). 


(  -i-r.  ) 

Tn ) is ièinc    liyp o thèse. 

,  ,,  r/»A  r/'A  , 

Ia'S  deux  ftcfcnntnan/s  — ; —  et   -■ 7-  sont-  mus. 

day^  (1(1, ^         fia ..  (Itty, 

ir>.    L  c'(|uali()ii  (II),  à  laquelle  11  f.uil  îuaiiilciiant  avoir 
rcrouis,  dcx  Iciit 

XJ  -\- pn  .r  J  —  ?.  Tu  .r.;  .2':,  —  2  r,,,  JTj  .r,  —  2/-|2  x.t  .r^  =  o. 

Or  cette  dernière  équation  peut  être  soumise  aux  transfor- 
mations suivantes  : 

X   —  (/•,  i  .r,  H-  r,,  .r<)    ?..r3  +  2  —  .r,     H ' .r  ;  —  o  ; 

V  ''^        /  ''h 

OM,  eu  posant 

9;X;  =  /"n  ■■Tj  --♦-  r,.^  .r,  +  2.X;^  4-  2  —  .Ti  ; 


r,3 
2  A.  (  ^^^^  /*(  j  .ï  2  "\~  /'[•>  '•'^1  —  2  jr3  —  2  —  .2^4  j 


XI)       x;  .■-xj-4-x;h-''"^""^^'^"''"-^:^o. 


Or  on  y  faisant  p.^,,  =  o,  p^,^  =  o,  les  trois  premières  des 
relations  (7)  (§  P"^)  donnent 

(6)  {   d\3rt,,=z  —  r^^,  i 

\  '32'2'?M  ~  —  ',2  ; 
mais  la  troisième  du  groupe  (9),  c'est-à-dire 

^23   fl\\    =    ''13    ''12  H-    ''li  P>. 

nous  conduira  à 

■va  »î      ''i  i  p2:\  +  2/',a  7'i3  'Wlhi 

0??  033  —  "^î  3  — 1 ; 


(  4i6  ) 
Cl  comme  (relations  5,  §  1'"') 

^Pn   =    ^2'i   ^33    —     '^2  3    ; 

il  en  résulte 


16.   Si  l'on  suppose  — —  différent  de  zéro,  ce  qui,  en 


vertu  de  la  relation 


Sii  au=  —  {n,,y 


exige  que  j\i,  ne  soit  pas  nul,  et  montre,  en  même  temps, 

que  — —  est  essejj^tiellement  négatif,  l'équation  (XI)  peut 
(1(1 ^  j 


s  écrire  : 


(xii; 


x.^--x^H-x;-h«, 


d^    ' 


jc.  =  o  : 


doy, 


par  suite,  si 

A  <^  o,     on  a  un  hyperboloide  à  deux  nappes; 

A  rr:  o,     OU  a  un  cône; 

A  ^  o,      on  a  un  hyperboloide  à  une  nappî.». 

17.    Admcîtons,    en    second    lieu,  que  l'invariant 

soit  nul. 

Les  trois  lijpothèses 

Pr,     ~     O,  P2,     =     O,  0;,,    =z    o, 

donnent,  d'après  les  relations  (5)  §  P', 

(8)  §r,  =  O,       Sj,   —  o; 

puis,  (.raprès  la  première  des  relations  [y)  §r', 

(9)  '■'<   ~  ^i 


fia 
d'-'u 


(  417  ) 

cl  t'iiHn  dajurs  la  |)r('inicrc  des  rclalioiis  (lo),  ^  J", 

(lo)  A  =z  o 

D'un  autre  côté  Péquation  (11)  se  réduit  à 

(  XIII  )       X'  —  ?.  r,,  x^  x^  —  '?.  r„  .r^  x^  +  /^js  ^^  =  O. 

C'est  un  cylindre  parabolique. 
Ainsi,  lois([ue 

d'  ^  d' A  d^ 


=  o,  — —  =  o, 


<f«33  cia^,,  fia .2^  da^^  eia^ 

ce  gui  entraine  comme  conséquence  A  =  o,  Vèqua- 
tion  (I)  représente  un  cylindre  parabolique. 

Ceci  suppose  que  r^^  et  r,2  ne  som  pas  nuls  en  même 
temps. 

Si  l'on  avait  /jg  =  o  et  /-ja  =  o,  ce  qui  donnerait, 
d'après  les  relations  (y)  §  P"^, 

^33  =  o>     <^22  =  o 

et  réciproquement,  l'équation  (XllI)  deviendrait 

(XIV)  X;+/;,3^:==:o, 

et  représenterait  deux  plans  parallèles  imaginaires,  si 

d"  A 


da-ii  da-^^ 


>o; 


deux  plans  parallèles,  si 

d  b. 


da-ii  da-},^ 

deux  plans  qui  se  confondent,  si 

^' A 


<o; 


da,_2  da^:, 
Aiin.  de  !Uathc/tiali(iues,  t.  XVII     (INovcmbrc  i858.) 


(  'i'S  ) 
Qttalrn^me  hypothèse, 
U équation  (I)    ue    renferme  nncnn    des    carrés  .r*, 

18.  Dans  ce  cas,  il  faut  nécessairement  admettre  que 
l'équation  proposée  renferme  au  moins  un  des  rectangles 
.r,  Xâ,  .Ti  :r3,  .Ts  J'3.  Nous  conviendrons  alors  de  placer  an 
second  rang  de  la  première  ligne  du  discriminant  A  le 
coefficient  «12  du  rectangle  x^  x^  qu'on  suppose  exister 
dans  l'équation. 

Dans  riiypothèsc  où  nous  nous  plaçons,  l'équation  (  I) 
se  présente  sous  la  forme 

(  XV  )  2   «12  X^   X-,   -h    2  «1-1  X|   X3   -f-    2   <7|,,   Xi  Xi    -\-   1  /723  X-,  .»•;, 

-h  2  <72i  .^2  r^  4-  2  ay,  x^  x,,  -h  «^^  r  J  =  o. 

On  arrivera  encore  à  la  décomposition  en  carrés,  en 
suivant  la  méthode  indiquée  par  M.  Moutard.  On  prenci 
les  dérivées  du  premier  membre  çp  (Xj,  x^^  x-^^  Xi,)  d(î 
l'équation  ci-dessus  par  rapport  aux  variables  Xi  et  X5, 
faisant  partie  du  rectangle  qui  n'a  pas  disparu,  ce  qui 

donne 

î   d  f 

—  ~  rt,2  X.,  +  <7  ,3  JCs  -h  rt,,.rj  ; 

2  «.r, 

1  fia 

-  -r-  =  «12-^1  H-  «2,1  -^3  -4-  «2!  -^.i  ; 

2  /7X2 

puis  on  remarque  que 

[        «;'  „  X',  .r2  4-  /7,2  <7,3 .r,  X3  -f-  «12  rt,4  .r,  jc,    ^ 

I    ^/  ce  r/  (p  j   4-  «12  «23  -^2  ^3  +  «12  ar,  ^2  ^'.  ' 

4  dx,  dx,         I   -^  a2zCiuX.,x,,-Jt-a^^a^iX,^Xi-\-a^^a^^xl   i' 

à  cette  équation  on  ajoute  l'équation  (X\),   après  avoii- 


(  4'9  ) 
iiuilliplic  SCS  deux  incn)l)r('s  par  —•>  il   vioni 


\     do     (I9  11  \ 

-j    -—-    -7-^    —  rtin  «n  •»•  ,  -H  («lî^,-,»  —  «ri  fh^  —  «I..  «24  )  ^'*'■^  -rt 

4    c/.r,     r/.rj 

a„  ^44  —  2ûr,4  flr^4     , 

H x,  =  o  ; 


d Où  Ton  (oiiclul,  après  avoii-  poso 


2  \  d'.r,  dx 


I    /  ^^  rf(p 

X2  =^  — 


2   \  dXi  dx-ij 

(XVI)    X'  —  Xj  —  4  «n  «23  •^:,  +  4  ('^'^  ^34  —  «2.-,  «n  —  «n«20-*".vî^< 
-h  2  (^n  «4»  —   ^-  «H  «24  )   xj  r=  O. 

19.  Supposons,  en  premier  lieu,  qu'aucun  des  coefTi- 
cients  «13,  «23  ne  soi l  nul  ;  on  pourra  alors  former  le 
carré  par  rapport  à  la  variable  .rs,  et  on  trouvera 

xî-x,^—4rt,3«.3x; 

(XVÏI)    <  2«|3<223(«I2«44 2<2,4<224)H-(«12«3^ «I4«23 «13«24) 


2 

-  x\  =  o. 


a,^a 


I  3  '*  23 


en  désignant  par  X3  la  fonction  linéaire 

«12  «3i  «li  «23  «13  «24 

^^  ■  «x/^  « 

Or  si,  dans  les  formules  (3)  et  (4)  (§1*"^)?  ^'^  introduit  les 
hypothèses  particulières 

<7|,  =:  «22  =  «33  =  o, 
il  vient 

^3,     =Z     a],  y 

Sii    Z=    2  0,2  «13  «23» 

^33    =     «12  («12  «41    2û'|i    a-ii), 

^34    r=    «12  («12  «34   «14   «23    «13  «21  )' 

27. 


(  4'^o  ) 

La  première  de  ces  égalités  nous  mon  ire  (jue  --— 


/'A 


(la  y,  (la  ^, 

est  différent  de  zéro  et  négatif-,  les  autres  Jious  permet- 
tent d'écrire  ainsi  qu'il  suit  l'équation  (XVII)  : 

X2  Vî  /  -V2i34  "-''    "^<         2 

ou  enfin,  si  Ton  a  égard  à  la  première  des  relations  (5), 

§  i"% 

(XVIII)      X;  —  XJ  —  4»,,  «.,  X  J  H —  xl  —  o. 

«13  «23 

Or  nous  avons  supposé  que  les  coefficients  «12,  rzjs,  a^s 
n'étaient  pas  nuls,  ce  qui  exige,  d'après  la  seconde  des 
formules  (ii}»  que  (^'44  soit  différent  de  zéro. 

Discutons  maintenant  l'équation  (XVIII). 

Avec  A  >>  o,  on  aura  à  considérer  : 

i^  <7i3  «23  >  o, 

ce  qui  donne  les  alternances  de  signes 

H-      —      —      4-; 

2°.  «13  «23    <  O, 

ce  qui  donne  les  alternances  de  signes 


on  reconnaît  Thyperboloïde  à  une  nappe. 
Avec  A  <^  o,  on  aura  à  considérer  : 

1°.  «13  «23  ]>  o, 

ce  qui  donne  les  alternances  de  signes 


(  4'^'  ) 

2".  <'/|:,  ^^•3  <<0, 

<  (•  (|ui  (loinic  les  ahcriiaiicCsS  de  sij^iKîs 

-h     —     -h     -f-; 

on  ro(M)nnail  riiypcrboloïde  à  doux  nappes. 
Avee  A  =  o,  on  aura  à  considérer  : 

I".  «13    «23    >-    o, 

ce  qui  donne  les  alternances  de  signes 

-h     —     —; 

2"  .  «13    «23   <C   0> 

ce  qui  donne  les  alternances  de  signes 

-t-     —     +; 

on  reconnaît  le  cône. 

20.  Admettons,  en  second  lieu,  que  Tun  des  coefli- 
cients  «13,  «as?  ou  tous  deux  ensemble,  soient  nuls  5  on  a, 
comme  conséquence  immédiate, 

(Î44  =  o  j 

et,  réciproquement,  si  ^44  =  o,  l'un  ou  l'auti'e  des  coeffi- 
cients «13,  «23  sera  nul. 

Dans  lecasaciuel,  l'équation  (XVI)  deviendra,  si,  par 
exemple,  «13  =  o  : 

X'  —  X;  +  4 («12  «34  —  «u  «23)  -^3  x^ 
XIX)         ' 


+  2  («12  «44  —  2rt|.s  «2/,)  ^4  =  O. 

Or,  d'après  les  relations  précédentes  (n),  on  a 
d'r.  — o, 

^,;4  =  (l\i  («.u  «r;  —  «u  «23)  > 


(  4^2  ) 

d'où 

On  voit,  d'après  la  valeur  ci-dessus ,  que  CÎ34  n'est  pas 
nul,  si  l'on  n'introduit  pas  d'autre  hypothèse  que  celles 
que  nous  avons  admises  ^  et,  par  suite,  il  en  est  de  même 
de  A:  on  remarquera,  en  outre,  que  A  esjt  essentiellement 
positif. 

L'équation  (XIX)  représentera  alors  un  paraboloïde 
hyperbolique  j  conséquence  qui  se  trouve  incluse  dans  les 
conclusions  du  n°  11. 

Supposons  enfin  A  =  o  j  ce  qui  exige  que  ô^t,  soit  nul, 
et  réciproquement.  L'équation  (XIX)  se  réduit  à 

X;  —  Xj  H-  2(a,2<i44  —  ia^.^a^^).x\  =  o, 
ou,  en  ayant  égard  aux  relations  (i  i) , 

(XX)  x^  —  X^  — 2  —  0:^  =  0. 

Or,  dans  ce  cas, 

-—  —  _rt^^<o^ 

on  aura,  par  suite,  à  considérer 

<«     avec     T-^o, 


e  qui  donne  un  cylindre  hyperbolique  : 


o     avec     — —  =r  o, 


ce' qui  donne  deux  plans  qui  se  coupent. 

21.  Cette  discussion  détaillée  nous  montre  que  tous  les 
genres  et  toutes  les  espèces ,  dans  les  surfaces  du  second 
ordre,    se  trouvent   parfaitement    caractérisés    dans    les 


(  4-^3  ) 

lahlcaiix  suivants,  ({ui  v,\ï    piésenUMonl    le  résumé   sous 
plusieurs  points  dv  vui'. 

Ré.sumés . 

!•'     —    INVARIANT    '^   DIFFÉRENT  DE  ZÉRO. 

""< . 

1"    FAMILIjE.   —  Surfaces  à  centre  unique. 

1'"'  CAS.  —  V invariant et  la  déterminant tous  deux 

doy,  da^^da^^ 

positifs  ;  genre  ellipsoïde. 

/    négatif.  .  .      Ellipsoïde  réel. 

Discriminant  A  |   nul Point. 

(  positif.   .  .      Ellipsoïde  imaginaire. 

A.   B.  Le  déterminant —  ne  peut  pas  être  nul  dans  ce 

cas. 

d^ 

IP  CAS.  —  V invariant  — —  étant  différent  de  zéro  et  n'étant  pas 

da,,^ 

d'^ 
positif  en  même  temps  que   le   déterminant— — \  genre 

hyperholoïde, 

i  négatif. . .      Hyperholoïde  à  deux  nappes, 
nul .....      Cône, 
positif.  . .      Hyperholoïde  à  une  nappe. 

N.   B.  Le  déterminant  — ; —  peut  être  quelconque,  posi- 

da^.day, 

tif,  négatif,  ou  nul,     , 


(  4M  ) 


2°.  —  INVARIANT  4^  NUL. 

2"  FAraiIiI<IS.   —  Surfaces    dénuées  de  centre  ou  possédant 
une  infinité  de  centres. 

d^ 

V^  CAS.  —  V invariant  — —  étant  nul  et  le  discriminant  A  diffé- 

da!,^ 

rent  de  zéro ^  ^enre para boloide. 

négatif.  .  .      Paraboloide  elliptique. 


Discriminant  A   ,         ...  ,^      ,    ,   .  ,    ,  i    ,- 

positit .  .  .      Paraboloide  hyperbolique. 

N.  B.   Le  déterminant ; —  peut  être  quelconque,  posi- 

tif,  négatif,  ou  nul  ;  seulement,  il  ne  peut  pas  être  nul  en  même 

r/^A  .,  ,     ,        . 

temps  que ; — ?  car  il  en  résulterait  A  r=:  o. 

da 22  da,,i 

d^ 
IP  CAS.  —  L'invariant  — — et  le  discriminant  ^  étant  nuls; 

da^i 

genre  cylindrique. 

d'A  d'A 

1°.   Les  deux  déterminants  — —   et —   n  étant  pas 

da^ri  da^/i         da-ii  da/,^ 

nuls  en  même  temps  : 

d' A 
Si 


^o, 


r/âtgj  da^i 

1        "^^A  r/A   ^  ,.     ,        „ 

\  ^  o,  - —  ^  o,     cylindre  elliptique  imaginaire; 

1  r/rt33  da^,,  da^,^ 

d'^      ^  d^     ^  ,•    j         ,.•     • 
^o,  - — <io,     cylindre  elliptique  : 

r/«33  aa^  da^z 

\  <^  o,  ^  o ,      cylindre  hyperbolique  ; 

(  f/<733  da^i  da^:,  ^ 

d'A      ^  dA  ,  .... 

^  o,  =::  O,      deux    plans   imaginaires  qui   se 


r/rt33  da^^  da 

coupent  OU  une  droite; 

d'A  dA  ,  ,  • 

<^  o,      1=  o,      deux  plans  qui   se  coiipenl. 


da^2  d^ii  ^"'k'. 


(  /»^.5  ) 


,l' A  d^  A 

Si =r  o       or 


r/rtr^a  r/r/^,  da,i  dn^ 


<"' 


d-\      ^  r/A 


\  (ifiyi  da^^ 

i     dà 

(1(1-11  d(ik\ 

\       d'\ 

\  dori  dd^^ 

1     d'^ 

y  dan  (la ^^ 

\     d'^ 

^  (11^  ^  ,•    •       11 

^  o,      - — J>  *^  ^      cvlindrc  elliptHiue  imaginaire  ; 

dûn 

^  dS^  ,.     , 

]>  () ,      — —  <^  o ,      cylindre  elliptique  ; 

dA 
<^o,      ^  o,      cylindre  hyperbolique; 

]>o,      — —  =  o,      deux   plans  imaginaires  qui   se 

coupent  ou  une  droite  ; 

-   -       ^  r/A  ,  , 

<r  o,       ,  -  =  o,      deux  plans  qui  se  coupent. 

da27  da^i  da^-i 

d^  A  d'  b, 

IP.    Les  deux  déterminants et étant  nuls  en 

da^^  da^i       da^  da,,^ 

même  temps  : 

■   dA         dà  ^  .  ,.     , 

i".  Si  — —  et  - —  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  on  a  un  cylindi'e 
a«3i       da^ 

parabolique  ; 

.   f/A  rfA 

2".   Si  - —  =  o  et  - —  3=  o , 

^o,      on  a  deux  plans  parallèles  imaginaires; 


^«52  da^^ 

<^  G,      on  a  deux  plans  parallèles; 


'22  <*"33 
dA 


da-ii  da^^ 

=  0,      on  a  deux  plans  qui  se  confondent. 


^22  "i«33 


du  11  da^i^ 

,  ,  .        f/A  ^^A  d's 

N .   B.   Les  hypothèses  - —  =r  o, ; —  =:  o, -—  =:  o 

(la,,  day^da,,^  duiidui^^ 

enirainent,  comme  conséquence,  A  =  o  ;  mais  il  n'y  a  pas  réci- 

piocitc. 


(  4-i6  ) 

22.  On  pourra  résumer  ainsi  les  signes  earaciéristi([ues 
des  difïérents  genres  de  surfaces  : 

Genre  ellipsoïde.  L'invariant  - —  et    le  déterminant — 


sont  tous  deux  positifs; —  n'est  ja- 


d'^ 


mais  nul. 


d^ 


Genre  hyperboloïde.  L'invariant  -- —  est  différent  de  zéro    et 

n'est  pas  positif  en   même  temps  que  le 
déterminant -, —  ?  qui  d'ailleurs  peut 


r/^33  fl?«4, 


être  nul. 


dL 


Genre  paraboloïde.  L'invariant  — —  est  nul  ,  et  le  discriminant 


A  est  différent  de  zéro  ; 


d^^ 


da33  da^ 


peut  être 


nul. 


d^ 


Genre  cylindrique.  L'invariant  et  le  discriminant  A   sont 

tous  deux  nuls. 

23.  On  peut  encore  dire,  si  l'on  convient  de  regarder 
rdlipsoïde  imaginaire,  comme  une  surface  réglée  : 

Discriminant  négatif.  Surfaces  réelles  dénuées  de  génératrices 

rectilignes.  ' 

Discriminant  positif.  Surfaces  réglées  gauches. 

Discriminant  nul.  Surfaces  réglées  développables. 

24.  Nous  achèverons  cette  discussion  en  énonçant  les 
conditions  déterminantes  des  surfaces  particulière?  du 
second  degré. 

Pour  que  l'équation  générale  cTu  second  degré  repré- 
sente : 


(  4^7  ) 

Un  cône,  il  iaui  cl  il  sulliL  (juc 

A=:o; 
////  parahoîoïdc,  il  i'aut  et  il  sulFit  (juc 
r/A 


</«,, 


=  o,      et     A  ^  o; 


un   cylindre  elliptique  ou  hyperbolique ,   il    faut   el    il 
suflit  que 

-— =  o,       A  =  o; 

un  cylindre  parabolique,  il  faut  et  il  suffit  que 

cl^  d"  A  cP  A 

o, : —  =  o, 1 —  =  0: 


deux  plans  qui  se  coupent,  il  faut  et  il  suffît  que 

(   dà  .         d'^      ^ 

1-7""  =  *^'     *^     1 — T~<^» 

=  0,      A  =  o     et     { 

da,/^  \    d^  .  d^'^ 

f  TJ—  —  ^  '    *^    1 — r~  =  ^  ' 

\  ««22  da^^dati 

deux  plans  parallèles,  il  faut  et  il  suffit  que 

dà  dA  dA 

:=o,      - —  =  0,       - — =0, 


da^i  da^^  da^^ 

d^A  d^A 

=  0,       — ■ —  r=Q. 


da^z  da^  (  da^^  da^  ^ 


Note,  Le  théorème  sur  des  normales  inséré  (t.  XVI, 
p.  4^4)  ^^^  consigné  dans  un  Mémoire  de  M.  Liouville  et 
inséré  dans  son  journal  (i.  VI,  p.  4^3).        (Dewulf.) 


(  4^8  ) 


SOLUTION  DES  O^IESTIOINS  401  ET  >i02 


(  voir  l.  XVI,  p.  401); 

Par  m.   DEWULF. 


Equation  générale  des  développées  en  coordonnées 
linéaires  {uoir  Note  à  la  fin). 
Soient 

df 


y 


dx 


les  équations  d'une  courbe  de  degré  n  et  de  sa  normale 
en  un  point  {^x ,j^. 

Les  coordonnées   linéaires  de  la  normale   sont  [Nou- 
velles Annales  ^  t.  Vil,  p.  lo) 

df  _df 

dx  dy 


(2) 


q~ 


df  df 

y  — X  -^ 

dx  dy 


dx  dy 


Ces  deux  dernières  équations  donnent 

(  3  )  px  -\-  (]y=i\. 

En  éliminant  X  en  j  eatre  les  équations  (i),  (a),  (3), 
nous  aurons  une  équation  entre  p  et  q^  qui  sera  l'équa- 
tion de  la  développée  de  la  courbe  (i)  en  coordonnées 
linéaires.  D'après  le  théorème  de  Bezout,  cette  équation 
sera  de  degré  /ï^.  Donc  la  développée  d'une  courbe  de 
degré  n  est  de  la  classe  z^-  (*). 


{'*)  L'ordre  est  3»  (n  —  i).      Tm. 


(  4'^9  ) 

Ca'ci  (k'inoniic  un  llicoièiuc  do  Slcincr  énoncé  t.  X.1V, 
l\)ur  Tcllipse 


x^       y'^ 


A.  +  ïï^  =  '' 
les  calculs  prccédommcnt  iudiquévS  donncnl  l'équation 


et  pour  riiypciholc 


^         .       ^  ^4 

P  W 


x^        y- 

Â'  ~  ÏÏ^  ~  ' 


l'équation 

A'       5^  __  p, . 

ici  e  =  A^^-B^ 

Solution  de  la  question  401 . 
Soit 

h — 


-2  vî 


Téquation  de  Tellipse  donnée.  La  droite  dont  on  cherche 
l'enveloppe  a  pour  coordonnées  linéaires 


I  I 

X  Y 


Eliminant  x  et  y  entre  ces  trois  équations,  nous  aurons 
IVquation  cherchée  de  l'enveloppe,  c'est 


I 


Celte  é({ualion  représente  évidemment  le  développement 


(  4So  ) 

(l'une  ellî 

ipsc 

duiil 

les  axes  sont 

ab 
^=^- T.' 

^^ 

T\  —  rr 

"  a'  —  h' 

Soit 

^'  ~~  Â^  "^  ' 

l'équation  de  l'hyperbole  donnée,  Tenveloppe   cherchée 
aura  pour  équation 


a^p' 


)^q^ 


qui  représente  la   développée  d'une   hyperbole  dont  les 
axes  sont 


A=: 


ab 


■  asj  - 


à'-^-b-' 


On  trouve  avec  la  même  facilité  l'équation  des  coor- 
données linéaires  de  la  surface  enveloppe  de  la  ques- 
tion 402. 

Une  surface  peut  être  représentée  par  le  système  de  deux 
équations 

p^  q^  r  étant  des   coordonnées  linéaires,  l'équation   (i) 
suffit  seule  à  représenter  une  surface. 

L'équation  du  plan  dont  on  cherche  l'enveloppe  en 
coordonnées  ordinaires  est  évidemment 

X        Y         Z 

—  -H 1 =  1 , 

IX       iy       iz 

.r ,  y,  z  étant  les  coordonnées  du  point  qu'on  projette  sur 


(  .i;i>  ) 

les  Irois  [>l.»iis  (ookIoimics.  Nous  ;jv(*iis  tloiic 

\ 
I  I  I 

Si  l(>  ])oinl  r,  7',  z  appai  licnl  à  rcllipsoïdi^ 

a^        0^        c^ 

réliminalioii  dr  x,  j ,  z  entre  les  quatre  dernières  équa- 
tions nous  donnera  l'équation  de  la  surface  enveloppe 


Il  est  facile  de  passer  au  cas  des  hyperboloides. 

IMM.  Sacchi  (Joseph) ,  de  Milan,  et  Mendès,  élève  du 
lycée  Saint-Louis,  résolvent  la  question  401  directement. 
MM.  Laquière  (Marins)  et  Carenou,  élèves  du  même 
lycée,  font  observer  que  si  Ton  projette  chaque  point 
d'une  parabole  sur  l'axe  et  sur  la  tangente  qui  passe  par 
le  sommet,  Tenveloppe  de  la  droite  qui  réunit  les  deux 
projections  est  une  parabole  du  second  degré. 

M.  J.-Cli.  Dupain.,  professeur,  ramène  le  problème  à 
une  question  de  dioptrique. 

Noie  du  Rédacteur.  Soient 

(i)  •  px  -^  qx  =  I 

léquation  d'une  droite  ^ 

/(/?,ryj=:0, 

une  relation  donnée  entre  p  Gl  q  :  on  trouve  pour  enve- 
loppe de  la  droite  (i) ,  par  le  procédé  connu , 


(  43-^  )  . 

où  cp  est  une  fonction  connue:  -j  -  sont  les  coonlo?inées 

^      /  p     q 

linéaires  de  la  courbe  enveloppe,  dénomination  intro- 
duite par  M.  Pliicker,  qui  nomme  coordonnées  par  points 
(punk-coordinaten) ,  le  système  cartésien  i^âr  points .,  il 
est  évident  qu'on  peut  passer  d'un  système  à  l'autre.  Nous 
avons  jugé  nécessaire  de  rappeler  ce  qu'on  Vit  JYouwe lies 
annales,  t.  VII,  p.  lo. 


SOLUTION  DE  LA  QIJESTIOIV  451 

(voir  page  360); 

Par    m.    a.    TERQUEM, 

Élève  au  lycée  Saint-Louis. 


Une  hyperbole  équilatère  homofocale  à  une  ellipse 
intercepte  sur  les  côtés  d'un  angle  droit  circonscrit  à 
Fellipse  deux  cordes  égales  . 

Démonstration.   Soit  Téquation  de  l'ellipse 


ri 


celle  de  l'hyperbole  équilatère  homofocale  est 


X'  —  y 


Les  équations  des  tangentes  perpendiculaires  seront  de  la 

forme 

y  =  m.T  lii:  ^a^m-  -\-  ^'% 


et 


-±v/- 


J     ~         .^         ./    „i. 


b'- 


(  /i33  ) 
Je  clicrclii:   l  iuloiseclioii   du   la   premières   laiii^ciilc   avec 
riiypcrbolc  ;  les  abscisses  sont  données  par  l'équalion  du 
seeond  (lei;ré  suivante  : 

{ I  —  wM  .r'  db  7.  m  Jn'ni''  -|-  b'  r ^ ' =  o. 

2 

La  diflV'rence  des  racines  se  trouve  immédiatement . 

/7.mUn^m*-^h^)  -h  f  ï  H-  /«M  \a'  (  9.  m'-\-  F  )  -f-  />'  1 

y  9.(1  — /n^)^ 

ou,  en  réduisant  et  élevant  au  carré, 

La  différence  du  carré  des  ordonnées  s'obtient  aussi  im- 
médiatement en  substituant  les  valeurs  de  x'etdeo/Mans 
Téquation  de  la  tangente 

En  désignant  par  /  la  longueur  de  la  corde,  on  aura 

Cette  valeur  de  l^  ne  variera  pas  si  on  remplace  ni  par 

;  donc  les  deux  cordes  sont  ésrales.  c.  o.  f.  d. 

m  o  X. 

Note.   La  longueur  de  la  corde  varie  avec  la  fraction 

I  -h  /«'  , 

;  en  remplaçant  m  par  tane  a  ,  on  trouve 

I  —  m^  ^      ^  ^  o     7 

1  4-  tane'  a  i 

— ^^  ■  : SPC    2û. 

I  —  tang^  a        cos  2  a 

Le  maximum  est  pour  ia  =  90°  ou  a  =  4^°  ?  ïa  tangente 
est  parallèle  à  l'asymptote',  le  minimum  pour  2a  =  180, 
la  tangente  est  perpendiculaire  à  l'axe  de  l'iiyperbole. 
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(  434  ) 


(JIJESTI01\S. 


452. 


^\f2-\-ï 


f  I  I  I 

î      s>.      .^     4 


<  /2      I  —   i'/   -" ! ~ 

(SCHLÔMILCH.) 


453 


^  *        '        *       '■ 

/./?4-i<-H (-Ô  +  7 


I  -f-  /.«  H-  I, 


I 

4  ■■■ 

/  =  log  népérien. 

(ScHLOMILCH.) 

454.  Dans  une  courbe  plane  du  troisième  degré,  les 
trois  sommets  du  triangle  des  asymptotes  et  les  trois  som- 
mets du  triangle  des  tangentes  aux  points  d'inflexion 
sont  sur  une  même  conique.  (Faure.) 

455.  Par  une  droite  donnée  par  ses  deux  projections, 
mener  un  plan  tel,  que  ses  deux  traces  ne  forment  qu'unt^ 
seule  et  même  droite.  (Solution  graphique.) 

456.  Dans  un  plan  donné  par  ses  deux  traces,  mener 
une  droite  telle,  que  ses  deux  projections  ne  forment 
qu'une  seule  et  même  droite.  (Solution  graphique.) 

457. 


t=^^{^^-^{^y^{^) 


4^8. 


lim  ( 

n  -h  1 


-h  ...  4- 


2n 


(Catalan.) 


=  1.9.  (pour  /i  infini). 


(Catalan.) 


(  43r,  ) 

)n   m\    LE    TIIÉOKK^IE    FOCAL 

Démonlrc  p.  179  ((iiicslioii  -413); 

Par    m.    DKAVULK. 


Ce  théorème  est  un  cas  particulier  du  théorème  géné- 
ral (IX)  de  M.  Laguerre-Verly  (tome  XÏI ,  page  63).  Il 
nous  semble  utile  de  rappeler  ce  théorème  : 

Soi't  (f  :=  o  léqualion  d'une  conique,  axes  rectangu- 
laires j  et  [y  — 13)-  4-  (r  —  aY  =zo  V équation  (V un  cercle- 
point  et  aussi  du  système  de  deux  droites  imaginaires 
passant  par  le  point  réel  (a,  /3).  La  conique  et  le  cercle 
se  coupent  en  quatre  points  imagùiawes,  donnant  lieu 
à  deux  droites  réelles  j  soient  X  =  o,  Y  =  o  les  équations 
de  ces  deux  droites  réelles. 

M.  Laguerre-Yerly  les  nomme  directrices  relativement 
au  point  (a,l3)  \  l'équation  [y  —  |S)^  H-  [x  —  a)^=XXY, 
où  À  est  une  constante  arbitraire,  représente  le  faisceau 
de  coniques  qui  passent  par  les  quatre  points  imaginaires  , 
et  par  conséquent  aussi  la  conique  o)  =  o  ;  et  l'on  en  con- 
clut que  le  carré  de  la  distance  d'un  point  quelconque  de 
la  conique  au  point  (a,  |S) ,  divisé  par  le  produit  des  dis- 
tances de  ce  point  de  la  conique  aux  deux  directrices, 
donne  un  quotient  constant  \  :  c'est  le  théorème  VIII. 
Ensuite,  à  l'aide  de  considérations  homographiques, 
M.  Laguerre-Verly  établit  le  théorème  : 

Soit  F  UJL  poiîit  fixe  pris  dans  le  plan  d'une  conique, 
A.  et  k'  deux  points  fixes  sur  celte  conique ,  u?i  angle 
dont  les  côtés  passent  constamment  par  ces  points  et 
dont  le  sommet  se  meut  sur  la  conique.,  intercepte,  sur 

28. 
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une  ries  droites  directrices  correspondantes  an  poitif.  F, 
un  segment  vu  de  ce  point  V  sous  un  angle  constant. 

Et  railleur  énonce  aussi  le  cas  où  F  est  un  lover,  et 
celui  où  la  corde  AA''  passe  par  le  point  F. 

Note  du  Rédacteur.  Nous  saisissons  avec  empresse- 
ment celte  occasion  de  rapporter  l'attention  sur  un  des 
plus  beaux  travaux  qu'on  ait  faits  sur  les  coniques,  tra- 
vail fondé  sur  une  conception  neuve,  sur  une  idée  créa- 
trice, chose  si  rare.  Le  profond  penseur  avait  promis  une 
suite  :  c'était  en  i853.  Nous  sommes  en  i858. 


mn   Sl]R   LES  MIJX  THÉORÈ\IES    D'AP0LL01\Il]S 

Relatifs  aux  diaiiièlres  conjugués  des  coniques  ^ 

Par   m.    Eugène  ROUCHÉ, 

Professeur. 


Soit  l'équation  polaire  d'une  ellipse 


(i-  sin -  w  -I-  h-  cos*^  w 

le  pôle  est  au  centre  et  Taxe  focal  est  Taxe  polaire  -,  p  est 
un  demi-diamètre.  Désignant  par  0  Fangle  que  fait  p  avec 
son  conjtiguéy  on  a 

û  ,        cl  a 

,ange  =  J,,      ,o'  =  J, 

>  p" 


on  a 


sin^w       cos' w 
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(I  nu 


('•) 


-('    -'^'-{h-j) '"''■'' 


(3)  ,  -_i.^==^j,^-_^,.,,_,. 

Le  carré  de  la  dérivée  de  l'équaiion  (2)  csi 

ou 

et  d'après  réqualion  (i) 

Désignant  par  «'^  et  b'^  les  carrés  des  dcmi-dianiètres 
conjugués  qui  font  entre  eux  l'angle  0,  on  a  donc,  en 
vertu  de  cette  équation, 

a''  -+-  b"  =a'  -h  b\ 
ah 


a'  b'  z=z 


sin  5  ' 


ce  sont  les  deux  théorèmes  d'Apollonius. 

La  correspondance  du  maximum  de  0  à  l'égalité  des 
diamètres  conjugués  devient  intuitive  d'apiès  l'équa- 
tion (4)5  qui  est  d'ailleurs  très-propre  à  fournir  la  limite 
de  0. 
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SEGMENT  SniÉRIOllE  A  WM  BASE; 

Par  un  ANONYME. 


M.  Mas  Saint-(jueral,  professeur  au  collège  de  Toulon, 
a  inJi([ué  la  solution  suivante  de  la  question  d'examen 
pour  l'admissibilité  à  l'Ecole  Navale,  citée  dans  le  nu- 
méro du  mois  d'août  5  cette  solution  n  exige  pas  la  con- 
naissance de  V expression  du  volume  de  la  sphère  dont 
alors  on  peut  la  déduire. 

i^.  Il  est  évident  que  si  l'on  prend  un  segment  à  deux 
bases,  le  centre  étant  situé  d'un  même  côté  des  deux  bases, 
le  volume  de  ce  segment  est  compris  entre  les  volumes 
des  deux  cylindres  de  même  hauteur  que  ce  segment,  et 
ayant  pour  base,  l'un  la  plus  grande  base,  l'autre  la  plus 
petite. 

2°.  Nous  admettons  aussi  que  pour  //  =  o  le  volume 
d'une  calotte  spliérique  à  une  base  est  nul,  par  consé- 
quent on  doit  avoir  simplement  pour  cette  calotte 

Soit 

une  seconde  calotte  à  une  base  et  telle,  que  le  centre  ne 
tombe  pas  entn;  les  bases  de  ces  deux  calottes,  ce  qui  peut 
avoir  lieu  en  prenant  h  —  h'  suffisamment  petit,  h  étant 
supposé^//,  on  aura  pour  le  segment  à  deux  bases  qui 
est  leur  différence 

V"  —  [h  —  h')[A[h'  +  kli  +  h'^)  H-  B  (//  -f-  //)  H-  C  ]. 
Les  cylindres  dont  il  est  question  dans  la  première  re- 
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mai(|ii(' «ml  pour  expression  respective 

n/i'{-ir—/i')(h  —  h'),      T:li{ir—h)(h  —  h'); 

par  siiile  on  a,  en  supprimant  le*  facteur  positif  h  —  ///, 
les  inégalités  suivantes  : 

7rA'(2/-  -  A'X  A  (///^  -h  hh'  -f-  h") 
-f-  B(A  -|-A')  +  C<7r//  (2r—  A), 

pour  toutes  les  valeurs  de  h'  comprises  entre  o  et  //, 
//  étant  lui-même  compris  entre  o  et  2/'.  Or  pour  /i'  =^  //, 
les  limites  extrêmes  deviennent  égales  \  on  a  donc  pour 
cette  hypothèse 

3AA' -4-  2B/i  +  C  =  27rrA  —  7i-/<% 
ce  qui  donne  les  équations  de  condition 

TT 

A  =:  — ^'       B=:7rr,      C  =:  o, 

(jui  sont  les  valeurs  demandées. 

Remarque.  Il  n'est  nidlement  nécessaire  de  supposer 
la  fonction  du  troisième  degré,  mais  seulement  supérieure 
au  second  degré,  car  si  Ton  pose 

V  =  A/i'"  4-  B/i"'-'  + ...  -h  MA*  -h  N//^  -h  Vh-"  4-  Q/^, 
ou  trouve  par  la  même  analyse. 

A  =  o,    B  =  o,.  .  .,    M  =  o,    ]N  =  —  ^,     l>  —  7r7,   Q  =  o. 
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^OTE 

Sur  réqualioii  au  carré  des  différences  des  racines  d'une  équaliou 

du  degré  n  \ 
Par  m.   Michael  ROBERïS. 


Posons  l'équation 

(a,  b,  c,  d,  e,.  .  .  ,)  (x ,  i)"  =  o, 

et  désignons  par  5o,  ?!,  ^2, .  .  . ,  les  sommes  des  puissances 
zéro,  première, .  .  . ,  de  ses  racines  x^^  Xc>^.  ,  .  ^  Xn-  Main- 
tenant soit  ^  la  somme  de  la  puissance  p  des  racines  de 
l'équation  au  carré  des  différences  des  racines  de  l'équa- 
tion donnée  5  je  vais  montrer  que  \^  a  pour  valeur  l'in- 
variant quadratique  de  la  forme 


(^0,  -V^-Vz,  .  .  .  ,  S^p)  (./--,  j)2^. 


D'abord,  on  a 


^~[n-i)s,p—ip^x';'    'x. 


2/^(2/>— l) 


1  .2 


S-"^' 


•lU  —  1         2 

'^  X 

2 


( ^  '^ 1  1.Z...P  ^  '■  ^ 


Mais 


■^        2J0-1  

y^^  ^1  '^2/3—1  ^\  ^2p  y 


^  ^  X I  -^j  '^ip—l  ^i  ^^p  7 


'2 


^'i  ^^:=-i'r  —  '''-r)> 
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(Ml  ^orlc  ([lie  iHJiis  lirons  ((Mi  se  rappelant  (jiic  //  =  Ao)? 

^  ^  1.2.3.  .  .(/^  -  i)  /' 

ce  (ju'il  fallait  démontrer. 

Note. 

(a,  ù,  f,  c/,  6',  .  .  . ,)  (x,   i)"  -■=:  ax"  -f-  nbx"'' 

n  .  Il  —  I  n  .11  —  1-4  —  2  .  /^  —  3 

_l_  <..r"-^  H ^î — clx'-"  H-. .  .  ; 

2  I     2.3 

IP  .Q.p    I 

1=  jyx'/'  H-  2p.f,  x^P-'  Y  H ^^ SiX'P-'^r''. 

1.2 


THÉORÈME  GË]\ËRAL  SUR  LES  COURBES  PLANES 
ET  SUR  LES  SURFACES. 


1.  Notations.   Sur  une  droite  A',  prenons  ti  points,  et 

d'un  point  O  pris  hors  de  cette  droite,  menons  ti  rayons 

à   ces   points.    Ces    rayons   pris    deux   à    deux    donnent 

nln  —  i)         ,          ,.               I            2    '     ^      «(«  —  0- 
— angles^  désignons  le  produit  des  — ^^ sinus 

de  ces  angles  par  A'^, . 

2.  Théorème.  Soit  donné  dans  un  même  plan  ce  sys- 
tème de  n  droites  A'^  A'\. . . ,  A^"^  traversé  par  un  second 
système  de  n  droites  B',  B'^, .  .  . ,  B^"^  ;  chacune  de  ces 
2n  droites  contient  n  points  d'intersection j  menotis 
d\in  point  O  des  rayons  aux  n^  points  d'intersection ^ 
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les  n  points  d'interscciion  situés  sur  la  droite  A'  donnent 
Ap^  sur  la  droite  A",  le  produit  A',,',  posons 


A      A      A 


>   A^ 


") 


de  sorte  que  a  est  le  produit  de 


n^   n 


•) 


sinus  ^  dési- 


gnons par  (3  le  produit  analogue  pour  ^-^  si  ~  est  U7i  quo- 

P 
tient  constant,  le  lieu  du  point  O  est  une  ligne  d'ordre 

n  et  passant  par  les  n^  points  d'intersection. 

Démonstration.  Soient  /'i,  r^^  deux  rayons  intercep- 
tant le  segment  5,  et  h  la  hauteur  du  triangle  ayant  pour 
côtés  /'i,  Ta,  5;  on  a 

hs 

sin  r,,  Ta  = : 

remplaçant  chaque  sinus  par  une  telle  valeur,  on  retombe 
sur  le  théorème  des  distances  (p.  368). 

Observation.   Faisant 


on  a  la  propriété  vulgaire  des  coniques  relative  au  rap- 
port projectif  àe  M.  Poncelet-,  bi-multiple  de  M.  Steiner^ 
anharmonique  de  M.  Chasles. 

3.  Soit  un  système  de  n  plans  A',  A'', .  .  . ,  A^"^  et  un 
second  système  de  n  plans  B',  B", .  .  . ,  B^"^  \  ils  se  coupent 
suivant  /z^  droites  par  lescpielles  passent  une  infinité  de 
surfaces  d'ordre  n  (page  368)^  otons  les  plans  A',  B',  il 
reste  deux  systèmes,  chacun  de  n  —  i  droites,  et  par  les 
[n — i)^  droites  d'intersection  passent  une  infinité  de 
surfaces  d'ordre  n  —  i.  Une  surface  d'ordre  n  coupe  une 
surface  de  Tordre  n  —  i  suivant  une  ligne  d'ordre 
n(ji  —  i)  :  or  ces  surfaces  oui  en  commun  (// — i)- 
droiles:    donc   elles  ont  encore    en    rommun    une   ligne 
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(rorilrc  //  —  1 .  Or,  je  dis  (jiu;  cctU'  Wi^nv.  est  plane  vl  que 
son  plan  passe  par  rinlersection  des  plans  A',  IV.  En  elï'er, 
soit  ()  un  point  de  relie  lii^iHv,  le  produit  des  n  distnnees 
de  ee  point  aux  //  ])lans  A^  A", .  .  . ,  A^"^  divisé  par  le  pro- 
duit des  distantes  du  nn^'ine  point  aux  n  plans  IV, . . . ,  B^"^ 
est  un  i|uolient  eonstant  quel  (juc  soit  le  point  O  pris  sur 
la  eourbe^  de  même,  le  produit  des  n  —  i  distances  du 
point  O  aux  n  —  i  plans  A'', .  .  . ,  A^"^  divisé  par  le  pro- 
duit des  distances  aux  n  —  i  plans  B",  1V^^  .  .  . ,  B^"^  ;  donc 
la  distance  du  point  O  au  plan  A',  divisée  parla  dislance  au 
plan  B',  donne  un  quotient  eonstant  :  ainsi  le  lieu  du 
point  O  est  dans  un  plan  passant  par  l'inlersection  de  A 
et  B^  c.    Q.    F.    D. 

4.  Si  A  et  B  représentent  des  droites  situées  dans  le 
même  plan,  on  obtient  une  propriété  analogue  pour  les 
courbes  planes. 

5.  Si  les  A  et  les  B  représentent  des  surfaces,  les  droites 
d'intersection  sont  remplacées  par  des  courbes  d'inter- 
se(  tions,  qui  présentent  encore  des  propriétés  analogues 
à  celles  qui  sont  énoncées  ci-dessus  pour  les  droites. 


THEOREMES  DIVERS  ET  PROBLEMES  SIJR  LES  COIRBES 

PLANES  ; 

De  m.  J.  STEINER  (*). 


i.  Notation,  Soient  une  courbe  plane  C"  de  degré  n  et 
F  un  point  fixe  dans  le  plan  de  la  courbe  -,  si  un  faisceau  de 
droites  passe  par  le  point  fixe  F,  chaque  rayon  du  fais- 


(*)    liulli'tin  rnrnsucl  dr  I  Acadéinif  fie  lirrliii,  \\u]\c\   iSfjS,  p.    ''|i9-/|/('^ 


V  m  ) 

ceau  coupe  la  courbe  en  a  poiiils.  Pour  un  layon  (juel- 
conque,  soit/?  le  produit  des  distances  des  ii  points  d'in- 
tersection au  point  F. 

Théorème  I.  Les  rayons  se  partagent  en  général  en 
groupes  de  i  n  droites  ou  dans  chaque  groupe  les  pro- 
duits p  sont  égaux.  Entre  ces  i  n  droites,  il  y  en  a  n 
ou  le  produit  p  présente  un  minimum  relatif.  Ce  mini- 
nium  devaient  autant  de  fois  un  niaxitnwn  que  la  courbe 
a  de  couples  d^ asymptotes  imaginaires . 

2.  Théorème  II.  Si  on  prend  sur  chaque  rayon  un 
point  q  tel,  que  sa  distance  au  point  fixe  F  étant  éle^^ée 
à  la  puissance  n  soit  égale  au  produit  p,  le  lieu  de  ce 
point  est  une  courbe  Q^"  de  degré  i  n ,  qui  a  n  doubles 
asymptotes  qui  passent  par  le  point  F  5  ce  faisceau 
d^ asymptotes  rencontre  la  courbe  C"  en  2n(n — i) 
points;  dans  chacun  de  ces  rayons  asymptotes,  le  point  q 
coïncide  as^ec  un  des  2n  (n — i)  points  d'intersection, 
^insi il  passe  par  le  point  F,  2  n  (n  — 1)  rayons  tels ^  que 
pour  chacun  un  certain  segment  est  moyenne  géomé- 
trique entre  les  n — i  autres  segments.  Le  point  i^  de- 
vant être  porté  de  part  et  d'autre  du  point  F,  il  s'ensuit 
que  F  est  le  centre  de  la  courbe  Q^"  et  un  point  singulier 
multiple. 

3.  Théorème  III.  Dans  les  n  droites  oii  le  produit  j) 
est  un  minimum,  relatif  la  distance  du  point  q  au  point 
F  est  aussi  un  minimum^  de  sorte  que  ces  droites  sont,  au 
point  q,  normales  à  la  courbe  Q'". 

4.  Applications  aux  coniques.  En  faisant  n=^'i^  les 
in  droites  du  théorème  I  se  réduisent  dans  l'ellipse  h  deux 
réelles,  qui  sont  parallèles  à  deux  diamètres  égaux  ^  les 
deux  autres  sont  imaginaires^  comme  il  y  a  un  couple 
d'asymptotes  imaginaires,  il  y  a  une  droite  qui  est  un 
maximum^  c'est  la  parallèle  à  Taxe  focal.  Dans  riiyper- 
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holc,  il  y  .1  (juatrc  l^allsv<M•s,ll(^s  parallèles  aux  ((iiatro 
<liain('tr('s  ('"aux;  deux  de  ces  diainèlies  appailieniieii?  à 
I  hyi>erbole  <  onjui^uée. 

5.  TuKORÈME.  IV.  Par  lUi  poinL  fixe  F,  situé  dans  le 
plan  (rtuic  coîii(nte^  on  mène  trois  tiansversales  quel- 
conques j  sur  les  trois  cordes  comme  diamètres,  on  dé- 
crit des  cercles.  Le  point  radical  de  ces  cercles  est  fixe. 

Si  le  point  F  est  cà  l'infini,  le  théorème  devient  évî- 
denl. 

6.  Théorème  V.  Une  droite  de  longueur  constante^ 
qui  se  meut  entre  deux  courbes  planes  d'ordre  p  ei  q, 
erii^eloppe  une  courbe  de  classe  ^  i^ç^et  a  à  V infini  une 
tangente  de  contact  i  pq. 

7.  Théorème  \T.  Une  droite  de  longueur  constante,  qui 
se  meut  dans  une  courbe  de  degré  C",  de  degré  n,  en^^e- 
loppe  une  courbe  de  la  classe  i  n  (n — i)-  il  y  a  n  (n — i), 
cordes  de  direction  donnée-^  V enveloppe  touche  les  n 
asymptotes  de  la  courbe  C"  à  Vinfini  dans  un  contact 
de  quatre  points  ;  les  milieux  des  cordes  parallèles  sont 
sur  une  ligne  de  degré  n  — i  (*). 

8.  Soit  la  courbe  C*  •,  et  l'enveloppe  de  la  corde  constante 
est  de  vingt-quatrième  classe  -,  cette  enveloppe  et  la  courbe 
C*  ont  12 .  24  =  288  tangentes  en  commun,  parmi  les- 
quelles sont  les  quatre  asymptotes,  qui  comptent  cliacune 
pour  quatre  tangentes-,  de  sorte  qu'il  reste  288  — 16=^  1^1 
tangentes  communes.  Soient  S  une  de  ces  272  tangentes, 
a  le  point  de  contact  avec  la  courbe  C*,  et  (3,  y  les  points 
d'intersection  de  cette  tangente  avec  la  courbe  C*.  Si 
/3  et  y  sont  du  même  côté  de  a,  alors  |3  y  est  égale  à  la 
corde  constante^  si  a  est  ei.tre  (3  et  y,  c'est  a  (3  ou  a  y,  qui 

(*)  Il  serait  commode  d'adopter  les  expressions  contact  hiponctuel,  tri- 
ponctuel,  quadriponctucl,  etc.;  de  même  pour  \q  point  multiple.     Tm. 
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est  égale  à  la  courbe  cuiislanlc^  dans  ce  dernici'  cas,  les 
deux  courbes  se  touchent  en  a ,  et  S  compte  pour  deux 
tangentes  communes. 

9.  Soit  la  courbe  C^  ^  l'enveloppe  est  de  la  douzième 
classe  et  a  avec  la  courbe  C^,  en  commun  6.12  =  72  tan- 
gentes ,  parmi  lesquelles  les  trois  asymptotes  de  la 
courbe  C^  comptent  pour  3  .4=*^  tangentes,  de  sorte  qu'il 
reste  72 — 12  =  60  tangentes  non  asymptotes.  Soient  S 
une  de  ces  60  tangentes,  a  le  point  de  contact,  et  /3  le 
point  d'intersection.  Les  deux  courbes  se  touchent  en 
a,  et  a  |S  est  égale  à  la  corde  de  longueur  constante;  de 
sorte  C|ue  chaque  tangente  compte  pour  deux:  il  n'y 
a  donc  que  3o  tangentes  communes  distinctes  et  Ton 
obtient  les  théorèmes  suivants  : 

10.  Théorème  VU.  Dans  toute  courbe  de  troisième 
degré,  il  y  a  3o  tangentes  pour  chacune  desquelles  la 
distance  du  point  de  contact  au  point  d^ intersection  est 
de  même  longueur. 

Lorsque  cette  distance  est  nulle,  on  a  les  3o  points 
d'inflexion  dont  trois  seulement  sont  visibles. 

il.  Théorème  MIL  Dans  une  courbe  C^,  on  ne  peut 
mener  que  60  transversales  coupant  la  courbe  en  trois 
points  a,  (3,  y,  tellement  que  ap,  <xy  soient  de  longueurs 
do  71  nées. 

12.  Théorème.  IX.  Courbe  C^;  Venveloppe  de  la 
corde  constante  est  delà  quatrième  classe  -,  par  un  point 
fixe  on  ne  peut  mener  que  quatre  cordes  égales  j  les 
(juatre  milieux  de  ces  cordes  sont  sur  un  même  cercle, 
dont  le  centre  est  indépendant  de  la  longueur  de  la 
corde,  et  si  Q}  représente  deux  droites,  V enveloppe  est 
une  courbe  parallèle  à  une  hypocycloide. 

La  suite  prochainement. 


(  4-17  ) 


SOUITIIIN  IIK  LA  QlIBSTION  iUi 

(voir  paBO  3.'i8)  , 

Par  m.   CHALLIOÏ, 

Élève  du  lycée  de  Versailles. 


Joignons  par  une  droite  les  cenlres  des  cercles  inscrii 
(>t  circonscrit  à  un  triangle^  cette  droite  rencontre  le 
cercle  inscrit  en  deux  points  ^  soient  s  et  s' les  puissances 
de  ces  points  relativement  au  cercle  circonscrit,  /'  !'• 
rayon  du  cercle  inscrit ,  R  le  rayon  du  cercle  cir(  onscrit. 
on  a  la  relation 


,v/  — /••'  (4R  +  r). 


(Grujveut.) 


F  R 


(On  admet  comme  connu  le  théorème  que  :  La  dis- 
tance des  cercles  inscrit  et  circonscrit  à  un  triangle  est 
moyenne  proportionnelle  entre  le  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit et  l'excès  de  ce  rayon  sur  le  diamètre  du  cercle 
inscrit.)  En  sorte  que  sur  la  figure,  on  a 


00' 


R  (  R  —  2  /•). 

[Voir  t.  IX,  p.  9.1 6.) 


(  448  ) 
Cela  posé,  on  a  par  définition 

s  =  EFXEF', 
./r^E'FxE'F' 

Multipliant  membre  à  membre,  il  vient 

ss'  r=  (  EF  X  E'  F)  X  (  EF'  X  E'  F'  ). 

Si  des  points  F,  F'  on  mène  les  tangentes  FG ,  FHj'  au 
cercle  inscrit,  il  vient 


O] 


5/  — FGXF'G'. 

FG  =  (R  —  dy  —  r\ 


F'G'  =  (R4-^/)^  —  r\ 


et  puisque 


cl  z.-  v/r(R  — 2r), 
il  vient  enfin 

[( R  -  s/R'  —  iRrY  —  /-']  [( R  H-  s/R^-  2Rr)^  —  r ^ ] . 


ss 


Si  l'on  développe  et  que  l'on  effectue  la  multiplication 
indiquée,  il  vient,  après  la  réduction  des  termes  sem- 
blables , 

ss'  =  r-'(4R  +  r). 

C.     Q.     F.     D. 

Note.  MM.  Saintard  (deMagny),  E.  Descourbes,  Léon 
Brault  (institution  Barbet)  ont  aussi  résolu  ce  problème, 
et  le  dernier  a  résolu  aussi  le  problème  451 . 


(  449  ) 

1\0TE 

vSur  les  cqualions  de  condiliou  qui  (lélinisseiit  un  système  de  points; 

Par  m.   BOURGKT, 

PrdfoRsour  ;»  I;i  raciillô  dos  Scicnrcs  do  CUMinoiif. 


1.  Dans  les  Traités  de  Mécanique,  on  définit  un  sys- 
tème de  points  par  Tensemble  des  é([uations 

(A)  r.  — o,      M=o,... 

([ui   lient  entre  elles  leurs  coordonnées  x^  y^  z\  x' ^  r', 
z\  etc. 

Certaines  propriétés  générales  du  mouvement  exigent 
la  condition  spéciale  de  la  liberté  du  système.  Quels  ca- 
ractères doivent  présenter  les  équations  (i)  pour  que  le 
système  soit  libre?  C'est  une  question  qui  n'est  pas  réso- 
lue dans  les  ouvrages  classiques,  et  sur  laquelle  je  veux 
dire  quelques  mots  dans  cette  Note. 

2.  J'appellerai  système  libre  un  système  tel,  qu'en  le 
supposant  à  un  instant  quelconque  invariable  de  figure 
par  la  solidification  ,  on  puisse  lui  donner  un  déplacement 
quelconque. 

Or,  un  déplacement  quelconque  peut  être  produit  par 
une  translation  unie  à  une  rotation.  D'autre  part,  une 
translation  peut  être  considérée  comme  le  déplacement 
résultant  de  trois  mouvements  parallèles  aux  axes,  et  la 
rotation  autour  d'un  axe  peut  être  regardée  comme  ve- 
nant de  la  composition  de  trois  rotations  autour  des  mê- 
mes lignes. 

Donc  nous  pouvons  dire  qu'un  système  est  libre,  si,  en 
le  supposant  solidifié  à  un  instant  quelconque,  on  peut  lui 

Ann.    de  Maihcnuit.,  t.  XVII.  (Déco  ni  Lit  i8''>S.'>  2Q 


(  /.">'-  ) 

doinuT  tiois  Iranslallons  ail)itraii<'s  |)arallèl(Mii(;iil  aux 
axrs,  cl  Irois  lotalioiis  arbitraires  aiilour  dos  mêmes 
droites. 

3.  D'après  ce  qui  précède,  chacune  des  équations  (A) 
doit  être  satisfaite  identiquement  à  une  époque  quelcon- 
({uc,  lors(ju'à  la  place  de 


jC 


on  met 


X 


X  4-  <'/ ,      Jc    H-  a 


n  étant  une  translation  commune  à  tous  les  points  paral- 
lèlement à  Ox  si  le  système  est  libre.  Donc,  dans  cette 
hypothèse,  on  dait  avoir  l'identité 


^L        d\. 
dx          d.v 

cl 

aussi  les  deux  suivantes  : 

dL       dh 

dh 


+ 


o  = 


dy 

dL 

dz 


dL 
dL 


dy' 
dL 


_  V  — 


^dL 
^dy  ' 


i 


4.  Donnons  à  présent  une  rotation  a  autour  de  0.r;  7 
et  z  varient  seuls  ,  et  si  nous  nommons  /'  la  projection  de 
OA  sur  le  planyOz,  cp  l'angle  de  cette  ligne  avec  Oj  , 

nous  avons 

y  =:^  T  cos  (ïï ,      z  =  r  sin  '^ . 

Donc  la  rotation  a  fera   varier  j  et  z  de  quantités  dz^ 
ây  données  par  les  équations  (*) 

§y  =:  —  z .  a ,       Sz  =r  y .  y. 


')  Car 


or  ^^  —  /•  sin  i;  <i  ;;  =  —  zdii , 
0  z  =       r  cos  (p  cl  '^  =2      j}  d'j. 


Tai. 


(45.) 
Donc,  si  le  syslèiiu'  csl  libre,  l'écjualioii  L  rr:z  o  s(M'a  idcii- 
li(jiiein<Mil  satisfaÎK*,  quand  h  la  |)la(;c  de 


r  ,  z, 


r  ,  z 


J,    z» 
nons  mettrons 

J—  sa,    z-4-jra,        j'— z'a,    z'-|-/a, 
r-z"«,    z"-f-j"a,...; 

ainsi  donc  nous  devrons  avoir  l'identité 


dy)' 


et  de  même  les  suivantes  : 


-2 


r/,r 


az 


—  X 

dl.  _      dl.\ 
dy  dx  ) 


^~2  (•^:^~^  — ^' 


5.  En  résumé,  la  liberté  du  système ,  telle  que  nous  Pa- 
vons définie ,  est  caractérisée  par  les  six  équations  suivan- 
tes, qui  doivent  être  des  identités  : 


G  =- 


^  d\^ 


(B) 


dx 

dh 
dy 

dL 

dz 


-2 

^  Y  dz  dy  !' 

dx  dz  j 


^  \     dy        ^  dxV 


o  = 


29, 


<  ^y'ri  ) 


poiii'  I  (Hjiianoii 


L  =  o, 


cl  par  six  idonlilos  semblables  pour  cliaeiiiic  des  aulies 
éqiia  lions 

IVI  =  o,     N  =  o,... 

().  A  l'aide  des  relations  précédentes,  on  voit  découler 
iialurellement  les  principes  généraux  des  équalions  foix- 
danicnilales  d<^  la  dynamique 

/        d-'x  (11,  <IU 

m  — —  — .  X  4-  A ]r  u.  ——  -4-  .  .  .  , 


dt' 


dx 


dx 
dU 


(C) 


d^j  ^,        ,  ^^L 

dt'                        dy  dy 

d'-z  ^         ,  dl.  r/M 

m  — —   =r  Z  H-  A h  p  — 1- 

dt-                         dz  dz 

d'x'       ^,       ^  dl.  r/M 

dt^                       dx  '    dx' 


que  l'on  déduit  du  principe  de  d'Alembert  combiné  avc( 
celui  des  vitesses  virtuelles,  ou  que  l'on  démontre  direc- 
tement ainsi  que  M.  Poinsot  l'a  fait  dans  une  note  placée 
à  la  lin  de  son  admirable  Statique. 

i^.  Ajoutons  membre  à  membre  les  équations  relatives 
aux  coordonnées  de  même  nom,  il  vient 


d'x 


2'"^=2^--^i; 


d\r 


^        dt'         ^  ^^dr         ^  '^  dy 


m 


dV 


=r  y  z 


2 


r/L 
dx 
dL 

dL 


du 

dx 
dU 


dy 

dU 

dz 


+ 


mais  en  nonnnanl 


X, 


In 


(  453  ) 

les  cooiilomK'cs  du  (ciilrc  de  i^ravilô,  !VI  la  soin  me  tics 
m.issc^,  cl  CM  admcll.ml  <jiu;  le  syslèinc  soil  llhi'c,  <cs 
c(juati()ns  « oiuluiscnl  à 


~dF 

'L'y' 

cl'z 


«^r  =  2^^ 


dt^       jLi 


C'est  de  là  que  Ton  dédiiil  le  piinelpc  du  iiiouvenicnt  du 
(•(jiilre  de  gravité. 

Ou  voit  (ju'il  a  lieu  pour  un  système  libre ^  mais  on 
M)it  (ju  il  est  encore  vrai  pour  un  système  qui  ne  serait 
cprimparlaitcmeiit  libre,  (;'est-à-dire  qui  ne  satisferait 
<}u  aux  é(]uations  de  translation 

"^  dh  d\j  dh 

^^  dx  dy  dz 

2".   JVlultiplions  les  équations  (C)   respectivement  par 

2 dx ,      "^.djr y      2.dZy      2 dx' ,  .  .  .  , 

ajoutons,  il  viendra 

9/  2d"'  \       d?        / 

=  y  (X^/jc  -f-  Ydj  +  Zdz)  ~l~dt  —.  .  .  , 


car 


dL   ,        dL    ,  dL   , 

O  —  -r-  dt  -{-  -—  dx  ~h  -j-  dy  -h  .  .  .  , 
dt  dx  dy 

dM   .        dU   ,         r/M   , 
G  1=  -—  r//  -h— —  dx  4  -  -7—  «/  -H  •  •  ■  , 
dt  dx  dy 


(  454  ) 

D'où  l'on  voit  que  si  L,  M,  etc.,  ne  contiennent  pas  le 
temps  explicitement,  on  obtient 


-  ^ 2  /w«/2  =  ^(Xry^  +  Ydz  -h  z 


dz 


d'où 


l^rtn>'  —  -^mvl^z^    f(Xdx-hYdr-^Zdz). 

C'est  l'équation  des  forces  vives.  On  voit  qu'elle  a  lieu 
pour  tout  système  libre  ou  non  libre,  pourvu  que  les 
équations  de  conditions  (A)  ne  contiennent  pas  le  temps 
explicitement. 

3^.  Des  équations  fondamentales  (C)  nous  tirons  en- 
core par  une  combinaison  connue  : 


d'z 


^       V"^  dt^ 


de 

=  y  (zX  — .rZ 

1 


d^  X  d^  z^ 

m   I  z  —z .r 


dt' 

2 


dL 
dx 


dL\ 
X  — 

dz  I 


m  \  x-^. y 


dt^         '     dt 

-^TK  '^ry  (     dY,  dh 

et  si  le  système  est  libre  : 


m     .v 


} 


(  453  ) 

De  là  on  liic  !<«  lliéoivinc  des  moinenls,  rr,  dans  un  cas 
parlicidicr,  le  principe  (l<\s  aires. 

Ces  é(|iiaii()ns,  eonimc  on  voit,  ont  lieu  dans  le  ci  s 
nièiue  où  le  système  inconiplélcmenl  libre  pourrait  tout-- 
nei"  anlour  de  Toiigiiuî  après  sa  solidiiiealiorK 

Kn  comparant  \v.s  démonstralions  précédentes  à  eell("s 
(l(>s'rrail(''s  usuels  de  Mécanique,  elles  nous  semblent  pré- 
1«  râbles  ,  d'abord  parce  ([u'après  avoir  établi  les  équations 
du  mouvement,  il  est  naturel  d'y  ('herchei-  toutes  ses  [>r()- 
priétés  générales,  ensuite  parce  qu'on  aperçoit  très-bien 
par  notre  voie  les  conditions  précises  (JU(î  le  système  doit 
remplir. 

7.  JNous  |)Ouvons  nous  demander  à  présenl  ([uelle  com- 
j)osition  supposent  poui-  les  équations 
L=ro,      M  =  o,..., 

lelalivement  aux  coordonnées,  les  conditions  (B)  diffé- 
rentielles de  liberté  du  système. 

Pour  résoudre  ce  problème,  il  sulFit  d'intégrer  les  équa- 
tions (B)  aux  dérivées  partielles^  mais  on  parvient  au 
même  but  plus  facilement  pcul-ètre  en  suivant  la  marche 
(|ue  nous  allons  indiquer. 

A  un  instant  quelconque,  la  forme  du  système  est  dé- 
terminée, si  nous  nous  donnons  les  trois  côtés  du  trian- 
gle AA'A'^^  puis  les  distances  à  ces  trois  sommets  de 
chacun  des  autres  points.  Si  actuellement  nous  nous  don- 
nons la  position  du  triangle  AA'A'',  le  système  sera  dé- 
ler.uiné  de  forme  et  de  position.  Or,  pour  placer  le  trian- 
gle AA'A^',  il  sidïit  de  connaître  les  tr(ûs  coordonnées  x, 
)  ,  z  du  point  A  ,  deux  cooidonnées  x' ,  y'  de  A',  une  coor- 
donnée x"  de  A'',  puisqu'en  vertu  des  distances  connues, 
il  existe  trois  équations  entre  les  cooidonnées  des  points 
A  ,  A'  et  A'^  Donc;  en  posant 

AA'  =  /;,      AA"--v,      A'A"  =  /',      AA'"  =..v,  .  .  .  , 


(  456  ) 
on  aura  entre  les  coordonnées  .r,  j,  z,   .r',   etc.,   et  Jes 
distances  p,  q,  /*,  s  ,  etc.,  Zn  —  6  relations,  d'où  l'on  ti- 
lera  3/2  —  6  coordonnées  en  fonction  des  six 

•^,    y-,    2,    x',    y,    x". 

Substituant  dans  les  équations 

L^-  o ,      M  =r  o , .  .  .  > 

chacune  deviendra  dans  son  premier  membre  fonction  de 
ces  six  coordonnées  et  des  distances  p^  q^  r,  etc.,  de  sorte 
qu'on  aura  en  particulier 

G  —  L  =  F(x,  j,  z,  x\y,  x",  p,  r/,  r ). 

Actuellement  supposons  le  système  libre,  donnons-lui 
les  mouvements  arbitraires  déjà  indiqués,  et  observons 
qu'après  la  solidification  p^  q^  r,  etc.,  ne  changent  pas-, 
nous  obtiendrons  les  identités 


r/L 
dx 


dL 
~d^' 


dL 
d^ 


dL       dL 

o  =  —  -I- , 

dy         dy' 

dL 


dL 
^d.   - 

dL          ,r/L 
dy             dy' 

dL 

dx 

dL         ,  dL         ,,  dL 
dz               dx'             dx" 

o  =r   s 


dL  dl^  dL  ,dL  ,,  dL 

o  =^x r h  X  — ;  —  r  — ,  —  r    < 

dy         ^  dx  dy'        ^    dx'       ^    dx" 

De  la  quatrième  nous  tirons 

dL        dL 

dy  dy'  c 


(*), 


dL       dL 

{*)  (,ar  -—  +  -—  =  o. 
dr        dy' 


1m. 


(■457  ) 
cl  coiiiine  on  pcnl  lonjouis  choisir  iiii  syslèiiic  d  ax<*s  Ici  , 
(|uc  z  —  z'  ne  soil  [).is  conslaninicnl  nul,  on  voit  (|uc 

r/L  dL 

fijr  <ly 

Des  deux  dcrnièn.'S,  on  tire  alors 
^L  r/L  r/L 

^  lu'  17' 


y'  z"  -  z'f       zy"  -  jz"  "  yz'  -  zy' 


[y'z"^  z'y")  -+-  (y"z  -  z"y)  +  {yz'-zy>)' 
par  suite 

r/L  r/L  r/L 

-7-  =  o»      -7"'  —  °'       7-77=  <^- 
r/.r  r/.r  r/u; 

Donc  enfin , 

Un  système  défini  par  les  équations 

L  =  o,      M  =  o,..., 

sera  libre,  si  ces  équations  ont  lieu  seulement  entre  les 
fonctions  des  coordonnées  qui  déterminent  la  forme  du 
système,  sans  déterminer  sa  position  dans  l'espace. 


APPLICATION  DE  LA  NOUVELLE  ANALYSE  AUX  SIRFACES 
DU  SECOND  ORDRE 

(voir  p.  403); 


Par  m.   PAINVIN, 

Docteur  es  Sciences. 


25.   Comme  application  des  théorèmes  qui  précèdent, 
je  vais  douner  les  caractères  auxquels  on  reconnaît  qu'uni^ 


(  458  ) 
surlace  (lu  secoue!  ordre  est  de  révolution,  eu  couservaut 
aux  axes  une  direcliou  (|ue!con((ue. 
Soil 

-h  2rt,j  .r,  jTs  ~\-  7.(1,,,  X,  Xi  -h  ^.r/,;,  .r,  .r^  ;>  rrr  o, 

-h     2  fl;;,i    .rj    X,,      H-     2  «3/,    .^3    X; 


réquation  d'une  surface  du  second  ordre,  el 


X  : 


X.,- 


:^4  X ,-\-  2f,2.r,.r^  +  iCy,x^  x~ 


2)     F::^ 


)_ 


-f-  2  6",4   .r,   x^  +  2  C23   x-i  Xi    -f-  2r^,,  x-;   x-,  \  =  o. 


réquation  d'une  sphère. 
Nous  avons  posé 

c,2  :=  c-2i  =  cos  (jt;,,  JT,)  ; 
ri3  :=  C31  :=  cos  (x,,  X3)  ; 
^",3  =  C32  —  œs  (.r^,  .ry); 

/- 3 1    y  Cl  =r  ^i,  ~  ^-"i  -H  ^''--i ^'«-^  ■+-  '"^  ^>i  ; 

C2,i  =  Cyi  =  /7/i  ^2,  -+-  m  2  -\~  //h^  Cn  ; 
C31  =  6-43  =  t»,  r,,  4-  «'2  C32  H-  W;,  ; 
C44  =  m\  -h  //<i;  H-  /«"j  H-  2f,2  //'.  /7^J    f-  '2.Cv.\  '«1  '^'.^ 
-h  ic^^miUi,  —  r'; 

dans  ces  formules,  r  désigne  le   rayon  de  la  sphère,  et 
/  —  jji^_^  —  m^^  —  mg)  les  coordonnées  de  son  centre. 

L'équation  la  plus  générale  des  surfaces  du  second 
ordre,  passant  par  l'intersection  de  la  sphère  et  de  la  sur- 
face proposée,  sera 


(4) 


+  ).F  — o. 


Or  la  condition  nécessaire   et  suffisante  pour  (juc   la 
surface  représentée  par  l'é^jualioii  (1)  soit  (\o.  révolulion, 


* 


(  4:>9  ) 
est  que  la  surface  (4)  st;  réduise  à  deux  plans  parallèles  ^ 
car  alors  les  iulcrseelioiis  i\v.  la  suriace  du  second  degré 
par  la  splière  variable  (2)  se  composeront  d'une  série  de 
cercles  parallèles;  et  le  lieu  des  ceiUres  de  ces  sphères 
sera  Taxe  de  révolu  lion. 

En  appliquant  à  l'équation  (4)  les  conditions  énoncées 
au  n°  i2i  pour  que  l'équation  du  second  degré  représente 
deux  plans  parallèles,  on  obtient  les  cinq  relations  sui- 
vantes : 


(5: 


<7u 


A  <7,.;    -h    )^f,2       «,;,    -h 

Atv^i    Un  -h  >.  (ii?^  -f- 


=:0, 


AC,, 
).C,3 


31  •••:i2       1^    '^•'32  "33 

«1,  H-  A  «12  -4-  At-ij  «I',   -h  AC|j 

«■-1  -+-  A^:i  '7,,.  +  A  «,^  H-  A  6-,i 

«i,    H-    A  Ci,  rti2   -h  >>C4L'  '^4  5   -}-    ACj4 

«Il  -4- A  <^<i3  H- Ar,;;  fir,i-f-Ac,i 

'^^U    -\-    A^-31  «33   H-   A  <^M     H-    Af34 

C^i,  -4-  A  Cil  «iT   -h  A  Ci 3  «il  +  AC^i 


=  o, 


=  o. 


:=  o. 


26.   Les  deux  premières  des  équations  (5)  donnent 


(6) 


^    [ùu   -ha)  («22  +  a)  =  ''/'•-  +  ''-''-■'-)' 

'  (<?,,  H-  a)  (a,.  H-  ).)=  (0,3  4-  AC,3)^ 


Si  l'on  développe  la  troisième  par  rapport  aux  éléments 
de  la  troisième  colonne,  puis  ([u'on  ait  égard  à  la  pre- 
mière des  é(juations  (5),  el  aux  relations  (6),  il  vicndia 


[a.,,  +  A)  (r/,<  -\-\)~  {a-,,  -j-  \(:,,y. 


(  46o 


INous  obUîiions  ainsi  les  irois  iclations  défiiiilivcs 

(7) 


{n,,  ■+■  A)  (a,.,  ■+-  l)  =  (^,,  -h  A6v,)% 

•    {(1-22  -h  >)  («33  -f-  >.)  =  i^2i  -h  ic,,)\ 
!    (fl,, +  X)  (a,,  +>)  =  («„ -hXc-3,)^; 


((u'oii  pourra  remplacer  par  les  trois  suivantes  : 

[    {fhs  -h  a)  {(lu  -h  AC,,)  rr:  («3,  -+-  AC3,)  (^/j,  +  Ar^,), 
(8)       <    (<^,,  H- a)  («.3  +  >C23)  =  («,,-t- Ar:,,)  (<7,;5 -+- Ac'„), 


(fl,,    -4-   X)   («3,   -|->^3l)    =(«23   -t-    AC23)    (^i2i    +>-C-,,).    . 

L'élimination  de  X  entre  ces  trois  relations  conduira  aux 
deux  équations  de  condition  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  la  surface  représentée  par  l'équation  (i)  soii  de 
révolution. 

Ces  équations  d'ailleurs  se  présentent  sous  une  forme 
assez  compliquée,  et  il  est  préférable  de  conserver  les  re- 
lations primitives  (7)  ou  (8). 

En  introduisant^  dans  les  relations  (8) ,  lliypollièse 


C^■, 


C-27,     Cl,     O1 


on  retrouve  les  équations  connues  dans  le  cas  des  axes 
rectangulaires. 

27.   Développons  mainlenanl  les  deux  dernières  éfjua- 
lions  (5).  La  (juatriènie  donne 


<-/•_,,  -h  ).6'.,|  a..  -4-  A 

(lu  + /-''•u  (',-2  -h  A6V, 

rt,,  -h  X  <-/,,,  4-  ).f|,. 

r/.i  H-  >ç,i  (1,2  -+-  Àc-,.. 

<'?,,  +  A  <-/,,,  +  Xf,, 

/r.,i  -h  Xr-.,,  (ir>   +-  A 


-4^(/7,4  -H   ATi.) 

Si  Ion  remarque  que  le  dernier  déterniinanl  esl  nul,  et 


(  'i<><  ) 

qnOii  ail  ôgarcl  aux  rclalioiis  (7)  ou    (S),   il   viciil   apiôs 
ri'duclioii 

(9)  (^"  +  ^)  (^-•'  -+-  ^^■••')  =  ('-'i-  -h  >^^ii)  (/^i  -t-Af^.O- 
Ou  trouvera  de  inùnie,  en  développant  la  dernière  des 
é([ua lions  (5), 

(10)  (rt,,  -h  >)  (<7.Ti  -hAC3i)=r  (^/,.,  -f->c,3)  (rt,i  -h  >^m)- 
Ces  deux  dernières  relations  peuvent  s'écrire 

rt,j-f-Xc,j  «21+^^2,  «3(+^'^.V. 


(••) 


rt,,  H- )^  <2ii -h  )^<^i2        /7,;, -h  ÀC, 


Or  la  sphère  (2)  a  pour  coordonnées  de  son  centre 
( — //!,,  — //<,,  — ffh) '•)  ou  obtiendra  donc  le  lieu  des 
centres,  ou  les  équations  de  Vaxc  de  rcwohition^  en  rem- 
plaçant, dans  les  équations  (11),  '"i,  Jn^,  m^  respcctive- 

nient  par  —  — ? -^ \  les  Cj^,  Cg^,  C34  étant  définis 

par  les  relations  (3).  On  trouve  ainsi 

(l2J  ( 

la  ({uautité  A  est  déterminée  par  les  équations  [y)  ou  (8). 

La  suite  prochaincnient. 


(  /Ki-.  ) 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  450 

(voir  p.  aeo) ; 

Par  m.   h.   DE  CHARDONNET. 


J(î  mène  un  plan  perpendiculaire  à   la  droite  donnée. 


Par  son  point  d'intersection  avec  cette  droite,  je  mène, 
dans  ce  plan,  une  droite  qui  en  rencontre  les  traces  à 
égale  distance  de  part  et  d'autre  du  point  d'intersection. 
Ces  nouvelles  intersections  appartiennent  évidemment 
aux  traces  du  plan  cherché,  traces  qui  coupent  la  ligne 
de  terre  au  même  point  que  les  projections  de  la  droit<* 
donnée. 

Construction  graphique. 

Je  mène  le  plan  (P^JP)  perpendiculaire  à  la  droite  don- 
née [aa')  et  je  cherche  Tinterscction  [nirn')  de  cette 
droite  avec  le  plan  (PP')  par  les  moyens  connus.  Je  fais 


(  4'i:'.  ) 

loiiiiUT  «'lîsuilc  le  plan  (PP')  iiiloni  dr  la  Iracc  P'.  |,c 
[)()*m(  [niiii.')  s(;  lahatlia  sur  \v.  polril  vcrlical  en  lu^  ,  sur 
la  projcclion  a'  (pcMpcudiciiIairc  à  P')  ,  vX  à  une  rlislancc 
111(^111^  (le  la  cliarnièrc;  P  doniiéo  par  l'hypotéiiust;  d'un 
triangle  rcclanj^le  ayant  pour  côtés  m^,,  ////,  et  la  distaucc 
nif)  (lu  poini  [iiun')  au  plan  vertical.  I.e  point  //  de  la 
trace  P,  ipii  se  projette  verticalement  en  a,  tombera  de 
même  en  j\  ,  sur  la  piojection  n'  à  une  dislance  de  P' 
dounée  par  l'hypoténuse  d'un  triangle  rcclangle  ayant 
pour  côtés  a//  et  y.iiiQ.  Ces  deux  triangles  auxiliaires  se- 
ront construits  sui-  la  figure  même  en  ni(,(bin  et  ruiya. 
Menons  dr^  ,  rabattement  de  la  trace  P.  Par  le  point  m^. 
on  tracera  ///,  ,  //,  parallèles  à  P'^  puis  on  pi(>ndra  sur  la 
ligne  a/',,  à  partir  de  son  intersection  //,  avec  ni^ji^, 
?i^dâ  =  n^.  On  mènera  ensuite  la  dioite  C, //^i  qu'on 
prolongera  jusqu'à  la  rencontre  B  avec  P' ;  enfin  on  por- 
tera cJC,  en  dC  sur  la  ligne  P  et  on  joindra  Ca.  On  aura 
ainsi  la  trace  horizontale  Q  du  plan  cherché  :  la  trace 
verticale  Q'  s'obtiendra  en  joignant  a  H. 

Note.  MM.  Dollé  (Charles)  ,  ex-élève  du  collège  de 
Compiègne ,  Moncomble  (A.),  élève  du  lycée  de  Douai, 
ont  adressé  la  même  solution. 

M.  Dislère  (Paul),  élève  du  lycée  de  Douai  (classe  de 
M.  David) ,  fait  usage  des  plans  de  rabattement,  unique- 
ment pour  montrer  un  emploi  de  ce  procédé. 


S0L11TI01\  m  LA  QUESTION  4:;  H 

(  voir  p.  434)  ; 

Par  m.  a.   CORNET, 

Klt^o  (lu  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Briot). 


(  4ti4  ) 

.rcfrectuc  successivement  les  divisions  de  i  par  /i-f-  i, 
/i  4-  2,  /2  4-  3,...,  2/z  et  j'obtiens 


I 

1 
/? 

I 
I 

n 

— 

1  I 

/T^  "^  «^'  "" 

2  2^ 

1 

«^          «•* 

3  3^ 

7»  ~^/?^ 

I 

2-' 

3= 

-+-     ^ 

H--  • 

n  -h  1 
I 

nP^' 

•  î 

//  -i-  2 

I 

•  > 

n  -\-Z 

•  •  1 

I 

I 

- 

^«/^ 

■-\r' 

2  W 

nP- 

Je  dis  maintenant  que  la  somme  des  termes  d'une  co- 
lonne verticale  quelconque  des  seconds  nombres  a  poui' 
limite  une  fraction  dont  le  numérateur  est  l'unité  et  le 
dénominateur  l'exposant  de  n  au  dénominateur  commun  a 
tous  les  termes  de  cette  colonne  verticale  *,  ainsi  la  somme 

de  la  {})  -j-i)"""'  colonne  verticale  a  pour  limite 

(juand  n  augmente  indéfiniment. 

En  effet ,  ces  termes  ont  pour  numérateurs  les  n  pre- 
miers nombres  entiers  élevés  à  la  puissance /j  *,  leur  déno- 
minateur commun  est  n^'^^  \  leur  somme  est ,  d'après  une 
formule  connue^ 


2 


_  s. 


lie 


+1 


~~  [p-^-v)nP-^' 

Les  ({uantilés  S^_i ,  S^_2 ,  etc.,  sont  les  sommes  des  // 
premiers  nombres  élevés  à  la  puissance  p  —  i ,  />>  —  2  ,  etc.  \ 
elles  sont  du  degré  p  ^p  —  i ,  etc.,  en  //  :  donc  en  divisani 


(  465  ) 
li;iii(  cl  l»a.s  par  n''^\  il  vicnl 

i\/"'       A         A' 


y^ 


ri  I  II         w 


(^)uan(l  //  tend  vers  l'iiiliiii  ,  on  a 

limV^z— ^-. 
-^       /^-+-  I 

D'après  (cla,  quand  n  tend  vc^rs  l'infini,  la  somme  de 
( i \-...~\ |5  qui  est  csale   à  la  somme 

\  //  -H   1  //  -f-  2  in  )       ^ 

de  toutes  les  colonnes  verticales,  tend  vers 
I        I        I        I        I 

12^45 

qui  est  le  développement  de  L. 2.  c.   q.   f.   d. 

Note.  C  est  une  conséquence  de  la  question  453:  en 
effet  lorsque  n  est  infini ,  les  deux  limites  deviennent 
égales  \  et  alors 

I        I        »  I        , 

-H l-^-1-...H =  log«, 

I        2        i  n  ^ 

formule  connue  (le  terme  -  a  été  oublié)  -,  et  aussi 

I        I        ï  1 

! l---h.-.-i-7— =;  loi^  kf2 . 

1         2        3  kn  ^ 

La  soustraction  donne 

1  1  1  7  ,  / 

1 h  .        -1-    —  =  lOgA        (pour  «  =  OD  ]. 


«  -]-  2  kn 

[Communique  par  M.  Lebesgue  (*).  J 


C*)  Le  savant  arithmologue  fera  paraître  incessamment,    par  l'euilles 
des  exercices  sur  la  théorie  des  nombres,  qui,  par  des  échelons  habi- 
lement placés ,  mèneront  le  lecteur  sans  fatigue  du  sol  au  faîte  de  l'é- 
difice  ;  ouvrage  utile  aux  élèves ,  indispensable  aux  professeurs  svntux. 

Aim,  de  Maihèmaiiques,  t.  XVH    (Décembre  1 858)  3o 
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NIEVENGLOSKY,  professeur 233 

OXAMENDI  (Richaud) 19  et  182 

PAT  NOl  PHTY 325 

'*  PAIN  VIN,  professeur i3i ,   370,   4^3  et  4^7 

PARMENTIER,  capitaine  du  génie 290  et  293 

*PATRY,  élève  à  l'École  Normale  supérieure   208 

*PEPIN  (l'abbé  P.) 55 

PETERS,  astronome i55 

PIOBERT,  Membre  de  rinslitut 289,   29001  293 

PLUCKER   43'2 

POINSOT,  Membre  de  l'Institut \^i 
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Payes . 

PONCELET,  Mcnif)ro  de  l'inslilut i/i  i ,    njo,    j[)^  et  /|/,  > 

POKRO,  conslnulcnr  d'instruments 274 

POÏHEÎSOT '35 

*P()IIDRA,  chef  d'escadron  d'État-Ma.jor  en  retraite 93,    i58 

i()>  et  297 

'*I>R0U11ET,  professeur ^^^ 

^RASSICOD  (L.),  élève  du  lycée  Saint-Louis  (admis  à  l'École  Poly- 
technique le  88=) •        126  et  267 

RICHELOT,  professeur >  5» 

^ROBERTS  (M.) 268  36o,  et  /,48 

^ROBERTS  (W.) 55  et  234 

*R0B1N,  aspirant-répétiteur i68 

ROGUET,  professeur 281 

*ROUCHÉ  (E  ),  professeur ...y 186  et  436 

SACCHl  ( DE  Milan ) /. •  •  •  •  43i 

SAINTARD  (de  Magny) 44^ 

^SALMON  (0.)j  professeur  à  Dublin .      net  83 

*SAUZE  (  l'abbé  ) 33  et  243 

SENARMOIST  (de),  Membre  de  l'Institut 274 

SERRET,  examinateur i36 

SIMPSON 289 

STEINER 358,429,44201  443 

"SYLGUY  (de),  élève  des  Carmes 118 

SYLVESTER ,  professeur 1 3o 

"^  TARDY,  professeur  à  Gênes 1 87 

TCHEBYCHEF,  professeur  à  Saint-Pétersbourg.      235,   325  826  et  33i 
TERQUEM,  rédacteur....      121,    127,    j36,    176,    198,   '.«39,   266, 

271,   274,  3o4,  32  1,  368  et  44' 

"^TERQUEM  (  Alfued),  élève  du  lycée  Saint-Louis. . 4^2 

*VA1NNS0N,  professeur  au  lycée  de  Versailles         4^?  G5,   99,    189, 

i4o,    i63,   209,   243,   307  et  334 

*  VIEILLE ,  professeur 63  et  229 

"VIELLARD  (H.),  élève  du  lycée  Saint-Louis i56 

*VIR1EU  (de),  régent  à  Saumur 3g?> 

AVALLIS 275 

WERNER  (Oscar) 187.262,29661  32? 
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QIIKSTIONS  NON  RÉSOLUES 
Ban^   1rs  (fir-arpl  premiers  volumes. 


roMF.  II. 

iN"». 

Pa[;os 
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TOIMK  IV. 

48 

0"^ 

TOME  V. 

269 

120 

TOME  VII. 

•J02 

XÇ)i 

TOME  X. 
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240 

TOME  XI. 

357 

25i  (échecs)  (Faure.)  11.) 
262  (domino)  (Rédact.)  ii5 
266  40 1 
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99 

280 

TOME  XIV. 
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TOME  XV. 
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325 

229 

33i 

243 

333 
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342 

353 

343 
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rOME 
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Pages. 

357 
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.375 

127 

370 

•79 

383 

180 

385 

182 

399 

390 

400 

391 

406 

401 

TOME  XVII. 

414 

3i 

420 

32 

423 

3^ 

4^4 

33 

429 

i39 

430 

i4o 

434 

186 

435 

186 

439 

,87 

441 

187 

443 

262 

445 

2G2 

^1 

358 

448 

359 

^9 

359 
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Obseivatiou.  Sur  458  questions,  il  en  reste  46  à  résoudre.  Les  autres 
sont  imprimées,  ou  bien  en  manuscrit,  et  paraîtront  en   1809. 


(  4«o  ) 


ERRATA. 

TOME  Vin. 

Page  III,  ligne  lo,  au  lieu  de  ^%  lisez  <p* . 

TOME  XI. 
Page  468,  ligne  5  en  remontant,  au  lieu  de  arc,  lisez  axe. 

TOME  XIV. 

Page  38/|,  ligne  5,  au  lieu  de  3o4j  Usez  29^. 

TOME  XYI. 

Page  5i  ,  ligne  i ,  au  lieu  de  intérieur,  lisez  extérieur. 

5i ,  ligne  12  en  remontant,  au  lieu  de  bissexlrices,  lisez  bissectrices. 
67,  ligne  4  en  remontant,  au  lieu  Jetangante,  lisez  tangente. 
118,  ligne  5  en  remontant,  au  lieu  de  20",  lisez  2°. 

390,  ligne  i4j  au  lieu  de  — —•>  Use; 


\oa        ox  J  \oa        oa  ) 


1         j     2A  2A 

43 1 ,  ligne  5  en  remontant,  au  lieu  de  — 5  lisez  — • 

432,  ligne  4;  <'«  ''<'«  ^c  D,  lisez  B 

43G,  ligne  7  en  remontant,  au  lieu  de  ax%  lisez  ax'. 

450,  ligne  2,  au  lieu  de  a  (a  —  x),  lisez  x  (a  —  x). 

450,  ligne  dernière,  au /leu  de  a  {a  —  x),  lisez  x  {a  —  x). 

/jHO,  ligne  6,  au  lieu  de  algorilhmétique,  lisez  algorithmique. 

TOME  XVII. 

Page  49?  ligne  2,  au  lieu  de  un  même  point,  lisez  trois  mêmes  points. 

liQ,  ligne  8,  au  lieu  de  une  môme  droite,  lisez  trois  mêmes  droites. 

,       ..      ,.  ,.       ,    dA    ,        WL 

87,  dernière  ligne,  au  lieu  dt.  ——,  lisez  - — 

,    dA     ,         dL 
87,  dernière  ligne,  au  lieu  de  —,  lisez  -jj- 

2f\'2,  ligne  2,  au  lieu  de  Heilermann ,  lisez  Hellermann. 

299,  ligne  i4,   û«  /'<^"  de  y.,  z^.,  lisez  y^,  z^. 

300,  ligne   i3,   au  lieu  de  ^     '    "^  -f-,  lisez  ^    ^    ^^  =. 

F  P 

3o3,  ligne  10  en  rem.,  au  lieu  de  l\(^ac  —  fc'),  lisez  !\{ac — h-){bd — c*). 

44'  ,  ligne  7 ,  au  lieu  de  /\  —  2,  lisez  n  —  2. 

PARIS.  —  IMPRIMERIE  DE  MALLET-BACHELIER, 
rue  du  Jardinet,  n^  12. 
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IJIlîLKKrIiAPHIE,  D'HISTOIRE 


liiniJOliliAPIIlE  MATKKMATIQIJKS. 


HIKLIO(iK\PHIË 


Eléments  d'Algèbre,  à  l'usage  des  candidats  au  bacca- 
lauréat es  sciences  et  aux  écoles  spéciales,  par  Eugène 
Rouché ^  ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique,  pro- 
fesseur au  lycée  Charlemagne.  In-8  de  xiv-286  pages. 
Paris  ,  Mallet-Bachelicr,  libraire.  Prix  :  4  francs. 

D'après  M.  Lamé,  parmi  les  élèves  qui  suivent  les 
cours  de  mathématiques  des  lycées ,  un  tiers  apporte 
toute  ratlention  nécessaire  pour  profiter  de  ce  genre  d'é- 
tudes. Ce  premier  contingent,  qui  peuple  seul  les  diverses 
écoles  générales,  s'y  fractionne  encore  une  fois  sous  le 
point  de  vue  de  l'aptitude  mathématique  :  là  le  quart 
des  élèves  étudie  les  sciences  exactes  avec  goût.  M.  Rou- 
ché  a  écrit  dix-sept  chapitres  pour  le  bon  tiers  et  quatre 
pour  l'excellent  quart.  Le  professeur  développera  en 
chaire  les  dix-sept  premiers  chapitres  et  réservera  les 
autres  pour  l'auditoire  choisi  de  la  conférence. 

Préférez  dans  l'enseignement  les  méthodes  générales , 
disait  Laplace  aux  élèves  de  l'Ecole  Normale,  attachez- 
vous  à  les  présenter  de  la  manière  la  plus  simple,  et  vous 
verrez  en  même  temps  (|u  elles  sont  presque  toujours  les^ 

Bulle  lin  niiitlirnidiliiur,  t.   IV.  (Janvior  i858.)  J 


(  ^  ) 

plus  faciles.  M.  Rouché  a  suivi  cet  excellent  conseil ,  ce 
qui  ne  rempèche  pas  à  Tocrasion  d'indiffuer  des  artifices 
propres  à  des  cas  particuliers. 

L'idée  d'appli(|uer  la  géométrie  à  l'algèbre  est  assez 
simple  pour  être  introduite  dans  les  éléments,  et  en  cela 
l'auteur  s'est  montré  selon  nous  très-judicieux,  et  nous 
avons  été  d'autant  plus  satisfait  à  la  lecture  de  ce  chapitre, 
que  nous-mème,  précisément  à  propos  des  maximums, 
avons  l'habitude  dans  notre  enseignement  de  donner  ces 
notions  de  l'emploi  des  coordonnées. 

Chaque  règle  est  suivie  d'un  exemple  qui  en  fixe  le 
sens  5  nous  citerons  parmi  les  problèmes  du  livre  celui 
des  courriers,  de  la  division  en  moyenne  et  extrême,  de 
Pappus ,  du  cône  circonscrit  à  la  sphère ,  des  pompes ,  des 
puits,  des  lumières,  problèmes  bien  anciens,  mais  que 
Ton  peut  rajeunir  par  l'exposition. 

Il  est  en  algèbre  un  point  délicat  sur  lequel  on  a 
longtemps  disputé  et  sur  lequel  on  disputera  peut-être 
toujours  :  je  veux  parler  des  quantités  négatives.  Une  des 
théories  qui  nous  ont  le  plus  séduit  est  celle  que  M.  Du- 
hamel exposait  dans  ses  Leçons  à  l'Ecole  Normale  et  à  la 
Faculté  des  Sciences ,  et  qui  est  en  partie  reproduite  dans 
les  Algèhres  de  M.  Bertrand  et  de  M.  Guilmin.  M. Rouché 
nous  semble  être  de  la  même  école  [voir  la  Note  à  la  fin). 

Nous  le  félicitons  enfin  d'avoir  semé  son  livre  de  no- 
tions historiques.  L'expérience  nous  a  appris  que  les 
élèves  écoutent  avec  intérêt  les  détails  biographiques ,  et 
puisque  M.  Rouché  sollicite  les  observations  de  ses  col- 
lègues,  nous  nous  permettrons  de  demander  trois  lignes 
pour  chaque  nom  propre,  placées  au  bas  de  la  page  et 
indiquant  la  naissance,  la  mort,  les  principaux  ouvrages 
de  l'auteur  cité. 

J.-Ch.  Dupain, 

Afjrépé  dP8  Sciences. 


(M 

Note  du  Rt'dactciir.  L'iiouiinc!  iic  pcul  i'umi  créer,  ne 
peut  v'w.n  aiicaniir.  Ces  deux  pouvoirs  n'appartiennent 
qu'à  Dieu.  INolre  zéro  est  un  objet  conventionn('l.  On  peut 
prendrtî  pour  zéro  tel  instant  de  temps  que  Ton  veut: 
alors  toutes  les  années  de  l'avenir  deviennent  positives, 
celles  du  passé  nêgali^es.  C'est  la  théorie  de  M.  Hamil- 
lon,Ie  célèbre  géomètre  de  l'Irlande  [^).  On  peut  placer  le 
zéro  i\  tel  point  de  l'espace  que  Ton  veut:  alors  dans  une 
direction  les  distances  sont  positives  ,  et  dans  la  direction 
opposée  négatives.  On  peut  regarder  comme  nulle  telle  po- 
sition de  fortune  que  l'on  veut.  Il  est  possible  que  M.  de 
Rothschild  considère  comme  n'ayant  rien  un  homme 
qui  ne  possède  qu'un  million.  Alors  tout  ce  qui  est  au- 
dessus  est  positif  et  tout  ce  qui  est  au-dessous  négatif.  On 
dil  même  dans  le  langage  ordinaire  d'un  homme  endetté 
qu'il  est  au-dessous  de  ses  affaires.  Les  opérations  sur 
les  quantités  négatives  sont  donc  aussi  claires,  aussi 
réelles,  aussi  certaines,  aussi  indispensables  que  sur  les 
quantités  positives.  Vouloir  n'agir  que  sur  celles-ci  et 
ramener  les  résultats  négatifs  à  des  conventions  en  vue 
de  je  ne  sais  quelle  généralisation,  c'est  détruire  la  cer- 
titude apodictique  de  l'algèbre ,  c'est  la  réduire  à  une 
méthode  contingente,  c'est  rétrograder  jusqu'aux  Arabes, 
aller  de  six  siècles  en  arrière.  Assez  de  gens  s'attellent 
pour  ce  but  au  char  de  la  raison,  en  philosophie,  en  littéra- 
ture; ne  les  imitons  pas  en  mathématique. 

Une  logique  rigoureuse ,  la  recherche  et  l'amour  de 
la  vérité  pour  elle-même,  forment  la  partie  morale  des 
mathématiques,  qui  par  là  appartiennent  essentiellement 
à  l'école  stoique.  Offrir  à  la  jeunesse,  au  début  de  la 
vie,  des  applications  utiles^  des  méthodes  à' approxima- 
tion^ comme  objet  principal  d'étude,  c'est  dénaturer  le 

(*)  On  se  prépare  à  soutenir  bientôt  une  thèse  sur  les  Quaiemionf  de 
l'illustre  professeur  de  Dublin. 
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but  de  l'éducation  et  peut  avoir  de  Funestes  résultats. 
Toutefois,  il  ne  faut  pas  confondre  cette  rigueui'  avec  la 
manie  démonstrative,  qui,  se  défiant  du  sens  commun, 
enlève  au  lecteur  toute  spontanéité.  Est-il  bien  néces- 
saire de  prouver  que  lorsqii'il  faut  ajouter  la  quantité 
A  au  polynôme  a  -{-  b  -h  c  -h  d^  il  est  permis  d'écrire 
J^  ^  a-\-  b  -^-c-h  d?  d'établir  comme  corollaire  que  (a^Y 
et  {a'^y  étant  tous  deux  équivalents  à  a^'i ,  donc  ils  sont 
égaux,  et  autres  propositions  analogues  sur  les  égalités  et 
les  inégalités  ?  Savoir  ce  qu'il  ne  faut  pas  dire  est  un  art 
difficile,  qu'on  rencontre  rarement. 

Les  questions  proposées  par  M.  Rouelle  sont  d'un  bon 
choix,  dans  le  genre  de  celles  qu'on  lit  dans  les  traités 
de  MM.  Bertrand  et  Catalan.  Nous  garantissons  aux  élèves 
qui  s'exerceront  à  résoudre  ces  questions  qu'ils  devien- 
dront forts.  Il  s'y  est  glissé  cjuelques  fautes  typogra- 
phiques non  indiquées.  Ainsi  page  i63,  question  de  la 
pompe,  on  lit  au  bas  L  (H  —  x)  [l  —  x) ,  il  faut 
4  (H  —  x)  (/  —  x),  faute  qui  se  reproduit  à  la  page  sui- 
vante. A  la  fin  de  cette  solution  (p.  164),  on  lit  :  puis  , 
en  multipliant  y.  par  la  hauteur  trompée,  etc.:  il  y  a  ici 
quelque  omission. 

L'auteur  donne  pour  les  découvertes  principales  des 
dates  et  des  notions  historiques,  ce  qui  ôte  la  fatigue 
fastidieuse  que  fait  subir  l'accumulation  continue  de  théo- 
ries sur  théories ,  théorèmes  sur  théorèmes  ,  formules  sur 
formules.  L'introduction  du  point  pour  désigner  la  mul- 
tiplication est  de  Leibnitz  et  non  de  Jean  Bernoulli. 

En  résumé,  nous  applaudissons  avec  M.  Dupain  à 
l'apparition  d'un  ouvrage  qui  porte  le  cachet  du  progrès. 
Nous  signalons  encore  comme  progrès  la  publication  pro- 
chaine des  Tables  de  Logarithmes  de  Gauss  par  M.  le  pro- 
fesseur Hoûel,  savant  auteur  d'une  savante  thèse  sur  les^ 
équations  Hamilton. 


(  ^'  ) 

Kléments  dAiiitmmétique,  à  Tiisagc  des  candidals  ;iii 
Baccalaurrai  es  S(  leiic(îs  cl  aux  Ecoles  du  gouverne- 
ment^ par  i\l.  Lionnct,  agrégé  de  l' Université,  profe^v- 
seur  de  nialhémaliques  pures  el  appliquées  au  lycée 
impérial  Louis-le-Orand  ,  examinateur  su[)pléant  d'ad- 
mission à  i'Kcole  Navale.  3*^  édition,  rédigée  con- 
foiinément  au  Programme  officiel  des  lycées  ^  autorisée 
par  l'Université.  Paris,  Mallet-Baclielier,  Imprimeur- 
libraire,  1857^  in-8  de  VIII-2H  pages.  Prix  :  4  francs. 

Les  ouvrages  suivants  présentent  une;  remarquable  Ion* 
gévité  littéraire  : 

L' Aritltuiètiquc  en,  sa  perfectio?i  y  mise  en  pratique 
selon  r usage  des  financiers ,  banquiers  et  marchands  , 
contenant  une  ample  et  familière  explication  de  ses 
principes  tant  en  nombres  entiers  qu  en  fractions  j  ai^ec 
un  traité  de  Géométrie  pratique  appliquée  à  l 'arpentage 
et  au  toisé ,  tant  des  superficies  que  des  corps  solides,  et 
un  abrégé  d  Algèbre ,  suivy  de  quantités  de  questions 
non  moins  curieuses  que  nécessaires .  Sixième  édition  , 
par  F,  Le  Gendre,  arithméticien.  A  Paris,  chez  Vau- 
thew\  rue  Chanv^errerie  ^  aboutissant  en  rue  Saint-Denis, 
vis-à-vis  la  Reyne  de  Pologne.  MDCLXXII.  In-^  (*). 

La  1**^  édition  est  de  1646,  in-4  ^  la  10^  de  Lyon,  1691, 
in-8.  Dans  le  xviii^  siècle,  il  y  a  six  éditions:  1705, 
1718,  1723,  1745,  1755,  1774*  Dans  le  siècle  actuel , 
il  y  en  a  encore  deux  :  Paris,  1806,  in-12  ^  Lons-le-Saul- 
nier,  i8i3 ,  in-12. 

Le  Gendre  a  précédé  le  célèbre  Barrème  dont  \  Arith- 
métique a  paru  pour  la  première  fois  en   1677  ^^  4^^  * 

(*)  Dans  la  préface  il  dit  avoir  public  : 
1°.  Un  traite  des  changes  étrangers; 

->°.  La  viaye  nuinicrc  de  Iciiir  livich  de  c.()iu[)les  un  de  raison  par  partie 
double. 


(<5) 
eu  de  nombreuses  éditions  dont  la  dernière  est  de  1811. 
Avignon  ,  in-12. 

Nos  traités  d'ariilimétique  actuels  iront-ils  aussi  loin;* 
c'est  ce  qu'on  verra  en  2o58;  mais  le  français  d'aujour- 
d'hui scra-t-il  encore  intelligible  dans  deux  siècles?  Pos- 
sible que  non,  si  l'anarchie  grammaticale  et  littéraire, 
si  la  violation  des  règles  classiques  vont  en  augmentant. 
Je  m'assure  que  déjà  Racine  ressuscité  aurait  besoin 
d'une  certaine  contention  d'esprit  pour  comprendre  grand 
nombre  de  nos  poètes  ,  et  cevix  que  de  son  temps  \  oltaire 
traitait  de  Wclches  sont  des  Athéniens  en  comparaison 
de  certains  écrivains  contemporains  ; 

Si  tu  subis  la  loi  hautaine 
De  tous  nos  bruyants  novateurs. 
Bientôt  Racine  et  la  Fontaine 
Auront  besoin  de  traducteurs. 

(BÉRANGER,  Dernières  chansons,  p.  122.) 

Mais  revenons  à  notre  spécialité,  locution  qui  aurait 
fait  grimacer  Voltaire,  et  avec  raison  (*). 

Keppler,  dans  l'introduction  de  son  immortel  ouvrage 
Astronomia  nova,{d\\.  ressortir  les  difficultés  que  présente 
la  rédaction  mathématique  : 

Nisi  enini  servaveris  genuinam  suhtilitatem  pj'oportio- 
Jiiun,  instructioniini,  demonstrationum,  liber  non  erit 
inathematicus ^  sin  autern  ser^^aweris ,  lectio  efficitur  moro- 
sissima .... 

((  Car  si  vous  ne  conservez  pas  la  minutieuse  exactitude 
que  requièrent  les  expositions,  les  propositions,  les  dé- 
monstrations ,  l'ouvrage  n'est  plus  mathématique;  si  vous 
la  conservez ,  la  lecture  devient  extrêmement  rebutante.  )> 


(*)  Les  langues  mortes  ont  l'immense  avantage  d'être  invariables.  Ci- 
reron  est  plus  intelligible,  plus  clair  pour  nous  que  les  romans  du  cycle 
rarlovingien,  que  Joinville,  Rabelais  et  même  certaines  pages  de  Mon- 
taigne. 
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Va  plus  loin  il  conliiiuc  ainsi  : 

Pum  iî^ifur  nicdcor  obscuritati  inateriœ  inserlis  circwn- 
locatioiiihiiSf  jain  niihi  contrario  vitio  vidcor  in  rc  nia- 
thcuiatica  loqiiax,  et  luibet  ij)sa  ctiani  prolixitas  phra- 
siuin  siiani  ohscuritaleni  non  niinorein  quant  concisa  hre- 
uitas.  IJœc  mentis  oculos  ejffagit^  illa  distrahity  eget  hœc 
hiccy  illa  splendoris  copia  lahoratj  hic  non  mo\^etur  vi- 
sits,  illic  plane  excœcatur. 

«  liOrsque  je  clierclie  par  des  circonloeuiions  insérées 
dans  le  discours  à  icmédier  à  l'obscurité  de  la  matière,  il 
me  semble  que,  tombé  dans  le  vice  opposé,  je  deviens 
phrasier.  D'ailleurs  la  prolixité  entraîne  une  obscurité 
non  moins  grande  qu'une  extrême  concision.  Celle-ci 
échappe  aux  regards  de  l'esprit ,  celle-là  en  détourne  • 
Tune  est  privée  de  lumière  ,  l'autre  pèche  par  excès  d'é- 
clat j  ici  l'oeil  reste  fermé,  là  il  est  ébloui.    » 

L'auteur  de  cette  arithmétique,  professeur  émérite, 
s'est  mis  en  garde  contre  ce  double  écueil.  Déjà  nous  avons 
rendu  complète  justice  à  la  première  édition  (t.  VI,  p.  439) . 

Eclairé  par  l'expérience  et  aussi  pour  satisfaire  aux 
exigences  du  moment,  l'auteur  a  fait  de  notables  chan- 
gements de  formes  dans  cette  troisième  édition. 

i".  L'Arithmétique  (3*^  édition),  au  lieu  d'être  divisée 
en  cinq  livres  comme  la  deuxième,  est  divisée  en  dix-neuf 
chapitres. 

Ce  nouveau  mode  de  divisions  principales  permet,  sans 
rompre  l'enchainement  théorique,  de  faire  suivre  plus 
immédiatement  chaque  groupe  de  principes  de  ses  appli- 
cations qui,  sous  le  ûiie  à' Exercices ,  terminent  chacun 
des  chapitres. 

2°.  L'auteur  a  cru  devoir  abandonner  les  subdivisions 
des  livres  ou  chapitres  en  théorèmes  et  problèmes  (comme 
c'est  l'usage  en  géométrie  élémentaire),  et  la  remplacer 
par  une  subdivision  en  paragraphes  numérotés. 
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3".  La  théorie  de  la  division  des  nombres  oiilieis  (cha- 
pitre IV)  est  beaucoup  plus  développée. 

4".  La  2*  édition  ne  conienait  pas  les  approximations 
qui  forment  le  chapitre  X  de  la  3''  édition. 

On  y  remarque  une  théorie  et  une  règle  pratique  de  la 
division  abrégée  qui  sont  particulières  à  l'auteur,  et  dont 
l'usage  s'est  répandu  dans  la  plupart  des  établissements 
d'instruction  publique,  et  cette  règle  abrégée  est  rédigée 
d'une  manière  abrégée,  ce  qui  n'est  pas  la  chose  ordi- 
naire. 

6".  Le  chapitre  XIII  comprend  quelques  notions  sut 
les  anciennes  mesures  de  France,  exigées  par  les  nouveaux 
programmes  officiels. 

'j^.  La  théorie  des  proportions  (chapitre  XVI)  a  été 
considérablement  simplifiée. 

On  a  très-bien  fait  de  ramenei"  la  théorie  des  propor- 
tions à  celle  des  fractions;  mais  il  y  a  des  gens  qui  veulent 
supprimer  les  proportions.  Ceci  rappelle  cet  homme  qui , 
ayant  entendu  dire  que  le  grand  Frédéric  avait  perdu  une 
bataille  pour  avoir  mal  placé  son  aile  gauche,  conseillait 
de  supprimer  les  ailes  gauches. 

8^.  Les  règles  de  trois,  d'intérêt,  de  société  et  d'alliage 
(chapitre  XVII  et  XVIII)  s'appuient  sur  la  méthode  dite 
de  réduction  à  l'unité  qu'on  doit  au  baron  Reynaud. 

9°.  La  théorie  des  progressions  et  des  logarithmes  est 
renvoyée,  conformément  aux  programmes  officiels ,  aux 
éléments  d'algèbre. 

io°.  Le  chapitre  XIX  comprend  l'usage  des  loga- 
rithmes et  de  la  règle  à  calcul  pour  abréger  le  calcul 
numérique.  Il  est  destiné  particulièrement  (conformé- 
ment aux  programmes  ofliciels)  aux  élèves  de  tioisièjue 
(•sciences). 


(9) 


Leçoms  n'AniTHMÉrK^ijE  i^:i,i':mkn'i  Aiin;^  pai-  IMaximîîicti 
Marie ,  .UK  i(Mi  élève  de  ri'.cole  Polytechnique,  profcs- 
S(Mir  à  riiistiliition  INolre-Danic,  diiii^éc  à  Aulouil  pai- 
M.  Lévècpic.  Ainaud  (le  Vrrsso ,  ('(lilcm-.   Paris,   iSfîy. 

On  a  bcaiKoup  (''crll  sur  raritlirnélicjuc  vX  sous  dos 
points  de  vue  très-variés.  Reynaud  ,  Bourdon  nous  ont 
laissé  des  Traités  remarquables  à  plus  d'un  titre.  Dans 
ces  dernières  années  ont  paru  ceux  de  MM.  Bertrand  et 
Serret  ^  tous,  prenant  la  science  des  nombres  pour  point 
de  départ  dans  les  études  mathématiques,  en  offrent  les 
principes  dans  un  ordres  loi;i(jUC  et  picxèdent  du  simple 
au  composé. 

Après  la  publication  du  nouveau  plan  d'études,  cer- 
tains auteurs,  prenant  à  la  lettre  le  texte  même  des  pro- 
grammes sans  en  saisir  l'esprit,  ont  inondé  le  corps  en- 
seignant de  publications  dans  lesquelles  la  science  mtitilée 
est  souvent  réduite  à  des  proportions  microscopiques.  Les 
Leçons  que  nous  analysons  aujourd'hui  pourraient  être 
regardées  comme  une  protestation  contre  la  tendance  de 
ces  auteurs  à  supprimer  dans  les  études  les  idées  de  géné- 
ralité. M.  Marie,  convaincu  que  l'arithmétique  ne  peut 
être  étudiée  sans  le  secours  de  l'algèbre,  abandonne  les 
usages  reçus  et  nc^  procède  pas  toujours  du  simple  au 
<  omposé. 

L'ouvrage  est  divisé  en  trois  parties  :  le  calcul  des  en- 
tiers, celui  des  fractions  et  celui  des  incommensurables. 

x\près  la  numération,  on  trouve  des  remarques  avant 
pour  but  d  initier  aux  différents  systèmes  de  numération. 
f^es  définitions  des  quatre  opérations  fondamentales  n'é- 
tant point  données  sous  un  point  de  vue  purement  abs- 
trait, exigent,  notamment  pour  la  division,  de  longues 
explications.    Les   procédés  d  opérations  sont  exposés  et 
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discutés  sans  le  secours  d'exemples  et  repris  ensuite  sous 
forme  synlliélique. 

Les  énoncés  relatifs  aux  principes  qui  se  rapportent 
aux  produits  cl  aux  quotients  ont  reçu  des  modifications 
presque  radicales.  Peut-être  ne  sont-elles  pas  heureuses, 
car  rélève  laborieux  qui  veut  s'instruire  ne  consulte  pas 
seulement  un  ouvrage,  et  c'est  lui  imposer  un  travail  pé- 
nible que  de  supprimer  les  points  de  repère  c[ui  lui 
marquent  le  droit  chemin. 

La  recherche  du  plus  petit  multiple  commun  est  basée 
uniquement  sur  la  décomposition  des  nombres  en  fac- 
leiu s  premiers.  En  ce  point,  nous  signalons  une  lacune 
fâcheuse,  car  les  procédés  de  décomposition  sont  impra- 
ticables pour  des  nombres  qui  n'admettent  que  des  fac- 
teurs premiers  un  peu  grands,  La  méthode  du  plus  grand 
commun  diviseur  n'est  pas  un  exercice,  c'est  une  méthode 
sûre,  tandis  que  l'autre  n'est  qu'un  expédient  en  usage 
dans  les  cas  très-simples. 

Le  calcul  des  fractions  est  précédé  de  la  théorie  des 
rapports  et  proportions.  L'auteur  analyse  avec  beaucoup 
de  soin  tous  les  cas  relatifs  à  l'expression  du  rapport  des 
grandeurs  homogènes.  Les  avantages  qui  résultent  de 
l'emploi  de  la  plus  grande  commune  mesure,  les  condi- 
tions d'égalité  des  rapports  de  grandeurs  incommensu- 
rables, forment  un  corps  de  doctrine  complet  et  nette- 
ment exposé. 

Dans  le  retour  des  quotients  périodiques  aux  généra- 
trices, l'auteur  laisse  à  l'élève  une  tache  trop  rude  en 
rengageant  à  l'établir  lui-même  ce  qui  manque  de  rigueur 
à  son  raisonnement.  La  sommation  d'un  nombre  illimité 
de  quantités  décroissantes  cl  suivant  une  loi  déterminée, 
n'est  pas  facile  à  deviner,  et  le  premier  exemple  qui  se 
présente  devrait  être  traité  sans  restrictions. 

Un  chapitre  est  consacré  à  la  lésoluiioii  des  règles  de 
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nois  t)i  an\  apj)licalioiis.  L'auleur  n'a  pas  ciu  (ju'il  fût 
nécessaire  d'exposer  le  système  méuicjuc,  les  aneicmies 
mesures  K't  leurs  rapports  mutuels. 

Dans  le  calcul  îles  incoinniensurabhî» ,  on  distingue 
d'abord  des  notions  sur  la  conlinuilé  des-  (onctions  et  la 
théorie  générale  des  approximations.  Les  mélliodes  basées 
sur-  les  erreurs  absolues  sont  suivies  de  (telles  qui  résul- 
tent d(3  la  considération  des  erreurs  relatlv(îs,  Tauteur 
met  en  évidence  la  simplicité  de  ces  dernières.  Viennent 
ensuite  les  opérations  abrégées,  une  théorie  des  racines 
de  degré/?  servant  de  base  aux  procédés  d'extraction  des 
racines  carrées  et  cubi([ues  des  trois  espèces  de  nombres. 
Cette  paille  est  complétée  par  un  procédé  abrégé  dû  à 
Wantzcl  pour  calculei-  une  racine  composée  d'un  grand 
nombre  de  chiffres. 

L'ouvrage  se  termiiu*  pai-  la  théorie  des  progressions  et 
des  logarithmes,  précédée  du  calcul  des  radicaux  et  des 
exposants  de  nature  quelcoïKjue. 

De  nombreux  exercices  accompagnent  chaque  théorie  : 
en  cela  M.  Marie  a  suivi  l'exemple  des  bons  autems. 

F. -A.  Beyjvac, 

Professeur. 

Note  du  Rédacicur.  Cett(^  Arithmétique  s'adresse  prin- 
cipalement aux  adeptes  de  la  philosophie  dite  positi\^c^  le 
style,  l'exposition,  les  méthodes,  tout  rappelle  la  ma- 
nière du  célèbre  chef  que  celte  école  a  récemment  perdu. 
Une  seule  citation  siilFit  pour  donner  une  idée  générale 
de  l'esprit  ([ui  lègne  daus  l'ouviage.  A  propos  de  la  sous- 
traction, considérée  comme  opération  iiwerse  de  l'addi- 
tion, on  lit  (p.  i3)  : 

«  Plus  généralement,  deux  fondions,  composées  d'opé- 
»  rations  en  nombre  plus  ou  moins  considérable,  sont 
^)    inverses  lime  de  l'aulre,   lorscpio   le  dernier  résultat 
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»  (les  opérations  successives  (jul  constiluenl  la  première 
»  (le  ces  fondions  <3lanl  successivement  soumis  aux  opé- 
»  rations  qui  enlrcnl  dans  la  seconde,  la  giandeur,  quelle 
))  qu'elle  soit,  qui  a  éprouvé  tous  ces  changements,  revient 
»   à  son  état  primitif.    » 

On  voit  bien  que  ces  Leçons  ne  sont  pas  destinées  à  des 
commençants.  jNous  adhérons  complètement  à  ce  qu'on 
lit  dans  la  préface,  que  l'algèbre,  celte  arithmétique  uni- 
verselle, facilite  l'intelligence  et  l'enseignement  de  l'a- 
rithmétique chiffrée. 

LOGARIÏHMORUM     \'I    DECIMALIUM     NOVA    TaBULA     BeUOLI- 

NENSis,  et  numerorum  vulgarium  ab  i  usque  ad  looooo, 
et  functionum  trigonometricarum  ad  décades  minuto- 
rum  secundorum;  auctore  Carolo  Bremikei\  dr.  ph. 
Berolini ,  i852.  i  volume  in-8  :  préface  et  introduction 
82  pages,  Tables  524  pages. 

Ursinus,  astronome  danois,  publia  à  Copenhague,  en 
1827,  des  Tables  de  logaiilhmes  à  six  décimales  dont  il  a 
déjà  été  question  dans  les  Nouvelles  Annales,  tome  XVI, 
page  128. Ces  Tables,  à  la  fois  correctes  et  commodes,  pré- 
sentaient cependant  quelques  inconvénients,  que  M.  Bre- 
miker  a  su  éviter  dans  l'ouvrage  qu'il  a  composé  sur  le 
même  plan  qu'Ursinus  et  dont  nous  allons  rendre  compte. 

Nous  donnerons  d'abord  une  analyse  de  la  préface  de 
M.  Bremiker.  Cette  préface,  très-instructive,  conlieni 
la  description  des  Tables  avec  l'exposé  raisonné  des  prin- 
cipes qui  ont  présidé  à  leur  construclion. 

L'auteur  fait  d'abord  remarcpier  que  la  grande  habi- 
tude du  calcul  logarilhmi(jue  peut  seule  faire  apprécier 
les  avantages  et  les  défauts  d  une  Table;  et  c'est  ce  qui 
explique  les  imperfections  de  la  plupart  des  Tables  ac- 
tuelles ,  dont  la  construction  a  été  laissée  à  de  simples 
théoriciens. 
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]\].  Breinlki  r  prouve  ensuite,  c  oninie  ravûil  déjà  juouvë 
[Jrsinus,  (juc  six  (lé(  iniales  soûl  sullisanles  pour  les  be- 
soins ordinaires  de  raslronomie,  puisqu'(;lles  peuvent 
faire  connaître  les  angles  à  un  quart  de  scu;ondc  près,  ce 
tpii  est  assez  pour  le  calcul  des  éphéméridcs,  et  à  plus 
forte  raison  pour  le  calcul  des  observations  astronomiques 
et  géodésiques ,  et  surtout  pour  les  applications  à  la  topo- 
grapliic  et  à  la  navigation. 

Un  des  avantages  de  la  suppression  de  la  septième  dé- 
cimale dans  les  Tables  usuelles,  c'est  de  rendre  dix  fois 
plus  petites  les  différences  tabulaires.  L'utilité  de  cette 
réduction  des  différences  est  surtout  sensible  dans  les 
Tables  trigonométriques,  où  il  faut  en  même  temps  que 
l'argument  croisse  par  intervalles  assez  rapprochés  poui 
que  les  dilïerences  secondes  n'exercent  aucune  influence. 
Taylor  et,  après  lui  ,  Bagay  et  Shortrede  ont  construit 
des  Tables  trigonométriques  à  sept  décimales  procédant 
de  seconde  en  seconde.  Mais  on  a  été  forcé,  pour  dimi- 
nuer le  volume  de  ces  Tables,  qui  est  encore  resté  très- 
considérable,  de  supprimer  les  différences  et  d'employer 
des  moyens  d'abréviation  qui  en  rendent  l'usage  pénible. 
Il  est  donc  préférable,  lorsqu'on  veut  calculer  avec  sept 
décimales,  d'employer  des  Tables  procédant  de  i  o  secondes 
en  10  secondes,  comme  celles  de  Gardiner  ou  de  Callel. 
La  grandeur  des  différences  et  leur  variation  rapide  ne 
permettant  pas  d'insérer  dans  chaque  page  les  parties  pro- 
portionnelles des  différences  ,  ou  peut  avoir  recours  avec 
beaucoup  d'avantage  à  la  Table  construite  exprès  par 
M.  Bremiker  (*)  ou  aux  grandes  Tables  de  multiplica- 
tion de  Crelle  (**)• 


(*)   Tnfcln  (Ici  j)ropoilionalthcilr.  Rorliii  ,  bei  Dtimmler;  i8/|3. 

('*'')  flrchcniajchi.   Berlin;   18J7.  On  les  Irouvc  chez  Mallct-Bachelier , 
libraire. 
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Mais  lorsque*  l  on  ne  conserve  que  six  décimales,  on 
peut,  presque  dès  le  coiuniencement  de  la  Table,  écrire 
en  marge  les  parlies  proportionnelles  des  différences,  et 
c'est  ce  qu'a  fait  M.  lîremiker  à  partir  de  5  degrés.  De 
plus,  pour  les  Tables  trigonoinélriques  comme  pour  la 
Table  des  logarithmes  des  nombres  ,  les  parties  propor- 
tionnelles sont  données  exactement  avec  une  décimale, 
de  sorte  que  rinlcrpolalion  peut  se  faire  par  leur  m^oyen 
avec  toute  l'exactitude  que  comportent  les  Tables. 

M.  Bremiker  a  clioisi,  pour  l'impression  de  ses  Tables, 
le  caractère  elzevirien,  que  la  typographie  a  malheureuse- 
ment cessé  d'employer  depuis  le  commencement  de  ce 
siècle,  et  au([uel  nous  espérons  (jue  Ton  reviendra, 
comme  semblent  le  prouver  quelques  tentatives  heureuses 
faites  dans  ces  derniers  temps  en  France  et  en  Angle- 
terre. Ce  caractère  fatigue  beaucoup  moins  la  Tue  que  le 
caractère  moderne  de  hauteiu'  uniforme,  et  les  chiffres 
y  sont  beaucoup  plus  distincts  les  uns  des  autres  (*). 

Dans  la  disposition  des  pages,  le  but  de  Tauleur  a  été 
qu  une  fois  le  livre  ouvert  à  la  page  convenable,  on 
puisse,  sans  avoir  besoin  de  lire  les  chiffres,  indiquei- 
immédiatement  l'endroit  de  la  page  qui  répond  à  l'argu- 
ment donné.  Chaque  page  de  la  Table  des  logarithmes 
des  nombres  contient  cinquante  lignes  au  lieu  de  quarante 
comuie  dans  les  Tables  d'Ursinus  :  de  cette  manière, 
l'ensemble  de  deux  pages  en  regard  contient  exactement 
mille  logarilhmes.  Cette  disposition  était  déjà  adoptée 
dans  la  plupart  des  Tables  à  sept  décimales ,  telles  que 
celles  de  \  ega  ,  de  Babbage  ,  etc. 

Dans  les  Tables  à  sept  décimales,  on  détache  généra- 

(*)  Voyez  la  Note  de  M.  Bailleul  (Bi/Z/e/z/i  it7>//o^/vï;7///7uc',  t.  II.  p.  i55). 
Celle  Noie  montre  combien  les  chiffres  fraii(;ais,  (iiii  oui  conservé  pres- 
que Ions  les  aviintajjes  du  caractère  ekeviricn  ,  remporleal  pour  la  clarté 
Bur  les  chiffres  d'égale  hauteur. 
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Icini'Ml  les  dois  pi cinlèrcs  ligures  (oimmiiws  à  plusionis 
ioi^arilhmes  coiKScculifs,  (M  (juc  Ton  ('ciit  une;  fois  poiii- 
loulcs,  (Ml  iii(li(ni;uil,  s'il  y  a  lieu,  le  cliaiigomenl  dv.  la 
Iroisiènie  tl(''(iinale  dans  le  courant  (riiiic  ineme  ligîHî  soii 
par  un  sii;ne  particulier,  tel  (pi'un  astéris(pi(',  un  rhiffre 
de  forme  dillérenle,  (^tc.,  soit  en  hrisant  les  lignes, 
comme  la  l'ail  C'allct.  M.  Bremikera  rejeté,  a\ee  beau- 
coup  (le  laison  scloïi  nous,  le  moyen  invenlé  par  (^allel. 
Mais  peut-i'lre  le  signe  cpi'il  emploie"  dans  le  nic'me  but 
(un  [)etit  trait  borizontal  placé  au-dessus  du  piemier 
chiffre  de  chaque  nombre  de  la  ligue)  n'est-il  pas  aussi 
distinct  que  l'aslériscjue  dont  se  sert  Vega.  Il  est  vrai  (jue 
1  emploi  de  ce  signe  est  beaucoup  plus  rare  que  dans  les 
Tables  dont  nous  venons  de  parler,  M.  Bremikei-  ne  dé- 
tachant que  deux  chiffres  au  lieu  de  trois  (*). 

Les  pages  sont  partagées  en  iranches  de  dix  lignes  par 
des  (ilets  placés  au-dessus  et  au-dessous  de  chaque  dixième 
ligne;  les  neuf  lignes  intermédiaires  sont  divisées  par  des 
blancs  en  groupes  de  trois.  Nous  ne  saurions  dire  si  cette 
disposition  compliquée  est  plus  avantageuse  que  la  dispo- 
sition plus  simple,  adoptée  entre  autres  par  Vega  et  Bab- 
bage,  et  qui  consiste  à  séparer  les  lignes  de  cinq  en  cinq 
par  des  blancs,  sans  filets  horizontaux,  surtout  si  l'on 
fait  ces  blancs  alternativement  plus  grands  et  plus  petits 
comme  dans  les  Tables  de  Shortrede. 

Au  bas  de  chaque  page  se  trouvent  deux  petites  Tables 
indiquant,  pour  deux  échelles  décuples  l'une  de  l'autre, 
la  conversion  en  degrés  et  minutes  des  nom])res  de  la 
page  considérée  comme  représentant  des  secondes.  Il  n'eût 


(*)  Ursinns  délaclie  trois  cliiflVes  cl  marque  le  changement  du  troi- 
sième, dans  le  courant  d"iine  ligne,  par  une  petit  trait  pareil  à  celui  de 
M.  Bremiker,  mais  place  seulement  sur  le  premier  zéro  pour  lequel  lo 
changement  a  lien  ,  ce  qui  peut  donner  lieu  à  de  fréquentes  erreurs. 
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pas  (Ué  (Jillicilc!  d'y  joindre  les  logaiillinios  des  rapports 

jc  tang  x 

-. f  5 

SI  nx  X 

qu'Ursinus  donne  en  haut  de  chaque  page,  el  qui  sonl 
utiles  pour  calculer  les  logarithmes  des  sinus  et  des  tan- 
gentes des  petits  arcs. 

A  la  fin  de  la  Table  des  logarithmes  des  nombres  est 
une  Table  de  conversion  réciproque  des  logarithmes  vul- 
gaires et  naturels. 

Les  Tables  trigonométriques  se  composent  de  deux  par- 
ties, dont  l'une  contient  les  logarithmes  des  sinus  et  des 
tangentes  de  seconde  en  seconde  pour  les  cinq  premiers 
degrés.  Jusqu'à  o^  20',  la  disposition  est  la  même  que 
dans  la  partie  correspondante  des  Tables  de  Callet.  A 
partir  de  là,  la  Table  est  à  double  entrée,  la  première 
colonne  à  gauche  donnant  les  dizaines  de  seconde,  et  les 
colonnes  suivantes  les  unités.  Pour  que  l'on  puisse  appli- 
quer commodément  à  cette  disposition  la  double  gradua- 
tion des  Tables  trigonométriques  ordinaires,  on  a  ajouté 
une  onzième  colonne  marquée  10'^  en  haut  et  o'^  en  bas , 
et  formée  en  répétant  à  la  fin  de  chaque  ligne  le  premier 
nombre  de  la  ligne  suivante. 

La  seconde  partie  contient  les  logarithmes  des  sinus  et 
des  tangentes  de  10  secondes  en  10  secondes  pour  tous  les 
degrés  du  quart  de  cercle.  La  disposition  diffère  peu  de 
celle  des  Tables  de  Callet.  Seulement,  comme  dans  les 
Tables  de  Lalande  et  d'Ursinus  ,  l'ordre  des  colonnes  est 

Sin. ,  Tang.,  Cotang.  Cosin., 

Cosin. ,       Cotang.,       Tang.,  Sfn. 

Cet  ordre  est  plus  symétrique  que  celui  de  Callet  par 
rapport  à  la  double  graduation. 

A  partir  de  5  degrés  ,  on  a  placé  en  marge  les  parties 
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piopoilioimcllos  (l(\s  dilïorcriccs.  l*<jur  des  angles  plus  pc- 
lils,  on  a  plus  d  avaiitaj^e  imi  rccournnf  à  la  picinicic 
partit;  de  la  ral)lo  ou  aux  moyens  dorU  nous  parlerons 
{)lus  tard. 

Le  recueil  est  termine  par  des  Tables  auxiliaires  don- 
nant la  conversion  des  parties  d'arc,  soit  en  parties  de 
rayon,  soit  en  parties  de  jour,  celle  du  temps  sidéral  en 
temps  moyen  et  réciproquement,  et  enfin  par  une  Table 
de  nombres  usuels  avec  leurs  logarithmes. 

M.  Brcmiker  donne   ensuite  des  détails  sui-  les  soins 
qu'il  a  pris  pour  assurer  la  correction  de  ses  Tables.  11  les 
a  comparées  d'abord  avec  le  Thésaurus  logarithmoruin 
de  Vega,  et  tous  les  logarithmes  du  Thésaurus  dont  les 
derniers  chiffres  sont  5ooo  ou  diffèrent  peu  de  5ooo  oni 
été  calculés  de  nouveau  avec  une  plus  grande  précision. 
I/épreuve    a    été  satisfaisante  pour  la  Table  des   loga- 
rithmes des  nombres,  qui   ont  été  chaque  fois  reconnus 
exacts.   Mais  il  nen  a  pas  été  de  même  pour  les  Tables 
trigonométriques,  où  Vega  n'avait  fait  que  reproduire, 
avec  des  corrections  insuffisantes  (*),   les  Tables  de  la 
Trigonotnetria  arti/icialis  de  \lacq.  M.  I^remiker  a  vé- 
rifié 123  logarithmes  de  ces  Tables  au  moyen  de  la  Tn- 
gonoinetria  britannica.  Sur  ces  laS  logarithmes,  44  seu- 
lement  ont  été   reconnus  exacts  5  58  étaient  en  erreur 
d'une  unité  sur  la  dernière  figure,    18  de  deux  unités, 
4  de  trois  unités,  i  de  cinq  unités.  En  estimant  d'après 
la  même  proportion  le  nombre  d'erreurs  que  doit  con- 


(*)  Vega  ne  s'est  pas  même  donné  la  peine  de  collationner  ses  Tables 
avec  la  Trigonométrie  britannique,  qui  lui  aurait  fourni  un  contrôle  immé- 
diat de  i5  minutes  en  i5  minutes,  et  même,  pour  le  commenceniont  do 
sa  Table,  de  36  secondes  en  3G  secondes.  Ainsi  les  logarithmes  du  sinus  et 
delà  tangente  de  o"  i5'  sont  en  erreur  d'une  unité  du  dixième  ordre, 
et  plus  de  la  mottic  des  logarithmes  communs  aux  deux  Tables  sont  dans 
le  même  cn'^. 

Hullf'lin  walhémaiiquc,  t.  iV.  (Mars  i858.;  ■^ 
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tenir    la    Table    enlièic,     il   en   résulterait   (jiie  sur    les 
68o4o  logarillimes  qu'elle  renferme  44o5o  doivent  avoir 
besoin  de  correelion. 

Ces  imperfections  des  Tables  à  dix  décimales,  où  la 
dernière  décimale  est  toujours  incertaine,  ont  produit  un 
grand  nombre  d'inexactitudes  dans  les  Tables  à  sept  dé- 
cimales que  nous  possédons,  lesquelles  ne  sont  en  général 
que  des  éditions  abrégées  des  anciennes  Tables  de 
\lacq  (*).  De  toutes  ces  éditions,  la  plus  exacte  est  celle 
de  Gardiner  (174^)1  qu^i  a  pris,  il  est  vrai,  ses  logarithmes 
dans  les  Tables  de  Vlacq,  mais  après  les  avoir  corrigés 
avec  le  plus  grand  soin  par  la  comparaison  des  diffé- 
rences (**)  ^  et  si  l'on  collationne  les  Tables  de  Gardiner 
avec  celles  de  Taylor,  comparées  un  demi-siècle  plus  tard 
(i  792) ,  on  trouve  que  dans  les  cas  assez  nombreux  où  les 
deux  auteurs  sont  en  désaccord,  c'est  toujours  le  nombre 
donné  par  Gardiner  qui  est  le  vrai.  Les  Tables  de  Callet 
n'étant,  pour  la  partie  principale,  qu'une  reproduction 
de  celles  de  Gardiner,  participent  naturellement  à  leur 
exactitude.  Mais  il  faut  en  excepter  la  partie  calculée  par 
Callet  lui-même,  c'est-à-dire  celle  qui  contient  les  loga- 
rithmes des  sinus  et  des  tangentes  de  seconde  en  seconde 
pour  le  cinquième  degré.  M.  Bremiker  a  reconnu  dans 


(*)  Pour  n'en  citer  qn'un  exemple,  on  trouve  dans  les  Tables  de  Vega 

(Leipzig,  tirage  de  i854)  log  tang  7°  69'  =  9,i46885oau  lieu  de  9,1/168849. 

Cette  faute  provient  d'une  erreur  de  deux  unités  commise  par  Vlacq  sur 

la  dixième  décimale  ;  les  trois  derniers  chiffres  sont  5oi  dans  les  Tables  de 

Vlacq  ,  tandis  qu'ils  devraient  être  499- 

1      ,         .1           1      />        .         sin  jr    tangx 
(**)  Si  1  on  forme  le  tableau  des  logarithmes  des  tractions  »  — ^^— » 

d'après  VArithmetica  logariihmica,  on  aperçoit  dans  les  différences  se- 
condes des  irrégularités  trop  fortes  pour  qu'on  puisse  les  attribuer  à  des 
erreurs  de  moins  d'une  unité  sur  la  dernière  figure,  telles  qu'on  devrait 
en  attendre  si  les  logarithmes  de  x,  de  sinx  et  de  tangx  étaient  tous  ap- 
prochés à  moins  d'une  demi-unité  prés. 
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celle  seule  partie  (tirage  de  1821)  plus  du  mille  fautes  sur 
la  dernière  décimale,  l^n  présence  d'une  telle  assertion, 
il  nous  semblerait  ur{^ent  qu'on  procédât  à  une  révision 
scrupideuse  de  cette  partie  d'un  recueil  si  justement  es- 
timé. 

La  Préface  est  suivie  d'une  Introduction  où  se  trouve 
d'abord  expliqué  l'usage  des  Tables.  Nous  en  extrayons 
seul(;mentquelques  remanjues.  Pour  obtenir  avec  six  déci- 
males les  logarithmes  des  sinus  et  des  tangentes  des  arcs 
moindres  que  5  minutes,  on  peut  prendre  simplement  le 
logarithme  de  l'arc  évalué  en  parties  de  rayon.  Pour  les 
arcs  plus  grands,  jusqu'à  i  degré  environ,  on  corrige 
cette  valeur  au  moyen  de  la  formule  de  Maskeline 

sin  X  =  X  l/cos  r  -h  7-  -f-  . . .  j 
4 

qui ,  réduite  à  son  premier  terme,  donne 

î, ^ 

Smx  =  X  y'COSX,         tangJC  =  ^T=irt=r' 

y/cOS'x 

Dans  la  résolution  d'un  triangle  rectiligne,  donné  par 
deux  côtés  et  l'angle  compris,  il  est  avantageux,  si  l'on 
veut  obtenir  tous  les  autres  éléments  du  triangle,  d'em- 
ployer les  formules 

ti  sin  -  (  B  —  C  )  =  ( ^  —  c)  CCS  —  A , 
2  2 

a  ces  -  (  B  —  C  )  =  [b  -h  c  )  sin  -  A , 

2  2 

analogues  aux  formules  de  Delambre  ou  de  Gauss. 

L'Introduction  est  terminée  par  un  Mémoire  sur  les 
erreurs  que  l'on  peut  commettre  dans  le  calcul  logarith- 
mique par  suite  de  l'inexactitude  des  Tables,  qui  ne 
peuvent  donner  les  logarithmes  qu'à  une  demi-unité 
près  du  dernier  ordre.  Le  calcul  de  1  erreui  commise  sur 
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une  formule  se  léduil  à  une  différenliatioii  après  laquelle 
ou  doiî,  r(»mplacer  les  différentielles  des  diverses  quantités 
par  des  nombres  quelconques  compris  entre  les  limites 
d'erreur  dont  ces  quantités  sont  susceptibles.  Si  l'on  prend 
ces  nombres  égaux  aux  limites  supérieures  des  erreurs, 
on  obtiendra  une  limite  supérieure  de  l'erreur  que  l'on 
peut  commettre  sur  la  valeur  de  la  formule. 

Mais  il  s'en  faut  beaucoup  que  la  limite  supérieure 
ainsi  déterminée  puisse  servii'  de  guide  dans  les  calculs 
pour  évaluer  l'approximation  sur  laquelle  on  est  en  droit 
de  compter.  En  général,  il  s'établit  entre  les  erreurs  par- 
tielles une  compensation  qui  atténue  beaucoup  l'erreur 
définitive. 

Pour  obtenir  une  règle  plus  près  de  la  pratique,  il  faut 
avoir  recours  au  calcul  des  probabilités  qui  fait  connaître 
la  probabilité  que  Terreur  soit  comprise  entre  deux  li- 
mites données  plus  petite  que  la  limite  supérieure.  Ne 
pouvant  entrer  ici  dans  aucun  détail  sur  l'analyse  de 
Fauteur,  nous  nous  contenterons  de  citer  un  exemple  à 
l'appui  de  ce  que  nous  annoncions  tout  à  l'heure  j  cet 
exemple  donnera  une  idée  de  l'intérêt  et  de  l'importance 
de  ce  genre  de  recherches. 

Soit  proposé  de  calculer  par  logarithmes  le  produit  de 
vingt  facteurs  dont  les  logarithmes  sont  tous  connus  à 
moins  d'une  demi-unité  près  du  dixième  ordre.  La  limite 
supérieure  de  l'erreur  que  l'on  pourra  commettre  sur  le 

logarithme  du  produit  sera  -  X  20   ou    10    unités   du 

dixième  ordre.  Mais  il  ne  faut  par  croire  que  10  repré- 
sente l'erreur  (jue  l'on  aura  à  craindre  en  général.  Si 
Ton  calcule  les  probabilités  que  les  erreurs  soient  com- 
prises entre  les  intervalles  o  et  i,  i  et  2  ,  2  et  3  etc.,  on 
trouve  les  résultats  snivanls  où  bs  probabilités  sont  éva- 
luées en  vingtièmes  d'unité  : 
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liit('t->alU'N  I'r<)l):ii>ili(e3. 

o    —     I  11,177. 

1  —    -J.  (i,38.S 

2  —   3  2,o5o 

3  —  4  o,356 

4  —   5  o,o32 

5  —   G  0,009. 
G  —  10  0 ,000 

En  calciilaiil  niaiiiteiiant  vingt  sommes,  cliacune  de 
vingt  logarithmes  conséciitirs,piisclaiis  1(^  (•ommeiicement 
de  la  Table,  raiiteui  a  tiouvé  pour  les  nombres  d'erreurs 
eorrespondauts  à  ehaeun  des  intervalles  précédents  : 

0  —  i  i3 

1  —  2  4 

2  —  3  2 

3  —  4  I 

En  comparant  ces  nombres  aux  probabilités  données  ci- 
dessus,  on  trouve  un  accord  surprenant,  eu  égard  au 
petit  nombre  des  épreuves  qui  ont  donné   ces   résultats. 

La  probabilité  que  l'erreur  soit  comprise  entre  9  et  lo 
est  égale  à  l'unité  divisée  par  le  nombre 

2  432  900  000  000  000  000. 

Ce  Mémoire  est  terminé  par  une  application  des  for- 
mules pour  le  calcul  de  l'erreur  probable,  à  divers  pro- 
blèmes de  trigonométrie  sphérique  et  par  des  remarques 
sur  l'utilité  de  ce  calcul  dans  le  choix  des  formules  (*). 

Nous  espérons  que  cet  aperçu  suffira  pour  faire  com- 
prendre les  qualités  précieuses  de  cet  excellent  ouvrage, 
et  pour  justifier  la  grande  réputation  dont  il  jouit  en 
Allemagne.  Houel  ,  Professeur. 

(*)  Toute  mclhode  pratique  d'approximation  est  horgne  quand  on  ne 
sait  pas  calculer  l'erreur  probable.         Tu. 
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LeÇOJVS    sur.    LES    FONCTIOINS    IJN VERSES  DES   TUANSCEIVDAIVTES 

ET  SUR  LES  suiiFACES  ISOTHERMES^  par  M.  LutTié ,  mem- 
bre (Ic  riiislilut.  I11-8  avec  figure)  dans  le  texte-,  iSSj. 
Prix  :  5  francs.  (Chez  Mallet-Bachelier.  ) 

Un  grand  nombre  de  questions  de  mécanique,  de  géo- 
métrie et  d'analyse  conduisent  aux  transcendantes  ellip- 
tiques et  à  leurs  fonctions  inverses.  Le  développement  de 
cette  branche  importante  de  l'analyse  a  été  lent  et  pé- 
nible. Maclaurin ,  d'Alembert,  Fagnano,  Euler,  La- 
grange  et  Landen  s'en  sont  occupés  les  premiers  (*).  L'in- 
fatigable Legendre  a  passé  la  plus  grande  partie  de  sa  vie 
à  l'étendre  et  à  la  perfectionner.  Enfin  Abel  et  Jacobi, 
par  leurs  remarquables  travaux,  ont  achevé  de  couron- 
ner cet  édifice  élevé  avec  tant  de  peine. 

Après  tant  d'efforts  multipliés,  après  tant  de  difficultés 
vaincues,  il  a  fallu  songer  à  réunir  en  corps  de  doctrine 
tous  les  résultats  disséminés  dans  les  journaux  et  les  col- 
lections scientifiques.  A  la  vérité,  nous  possédons  depuis 
longtemps  le  grand  Traité  de  Legendre  et  les  Funda- 
nienta  nov^a  de  Jacobi.  Le  premier  de  ces  ouvrages  ,  mal- 
gré les  suppléments  qui  sont  dans  le  troisième  volume, 
est  insuffisant,  et  le  second  est  d'une  lecture  si  difficile, 
qu'il  rebute  la  plupart  des  personnes  qui  en  entrepren- 
nent l'étude.  Pour  rédiger  ce  cours  de  trigonométrie  des 
fonctions  elliptiques,  il  semble  que  la  méthode  la  plus 
naturelle  et  peut-être  la  plus  simple  devait  être  celle  qui 
avait  fait  inventer  leurs  diverses  propriétés,  c'est-à-dire 
la  méthode  analytique.  M.  Lamé  a  préféré  suivre  une 
autre  voie  :  la  théorie  de  la  chaleur  sert  de  base  à  son 
exposition.  Cette  application  des  mathématiques  applî- 


(*)  Chcrthaiil  h  cvalucr  Taire  du  cylindre  oblique,  Pascal  iail  emploi 
de  fonctions  appelées  depuis  clUpiiqucs.         Tm. 
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(litres  à    1  nualyst'   pme  simplilic   siiii^uriri  t'iiicnl   rtliidc 
(les    liaiisi  <'ii(lam<'s  cl  dos   loiictioiis    cllipticjiics   (1(;   pic- 
iiiièrt;    espèce.    J.(îs  suifaces   isolliermcs,    inventées    par 
M.  l^amé,  donnent  une  représentation  très-simple  de  ces 
transcendantes  et  de  ces  fonctions.  Les  trois  variétés  d(^ 
iranscendanitîs  elliptiqnes  de  première  espèce  sont  expri- 
mées par  les  températures   relatives  aux  trois  surfaces 
homofocalcs  du  second  ordre,  et  leurs  fonctions  inverses 
sont  les  axes  mêmes  de  ces  surfaces.  C'(;st  en   traitant  le 
problème  de  l'équilibre  des  températures  dans  un  ellip- 
soïde à  trois  axes  inégaux  que  M.  Lamé  a  été  conduit  à 
ces  résultats.  C'est  pour  la  première  fois  que ,  dans  une 
question  de  physique  mathématique,  on  soit  arrivé  aux 
transcendantes  elliptiques.    Le  lecteur   jugera    aisément 
avec  quelle  habileté  et  quelle  persévérance  le  savant  aca- 
démicien  à  poursuivi   ses   recherches  sur  ce  terrain  qui 
lui   appartient  tout  entier.  Le  service  rendu  à  l'analyse 
est  considérable;  car  l'étude  des  fonctions  elliptiques  est 
rendue  accessible  à  un  plus  grand  nombre  de  personnes. 
D'ailleurs,  maintenant  que  l'élan  est  donné,  nous  aimons 
à  croire  que  nous  verrons  paraître  avant  longtemps  sui- 
le  même  sujet  un  traité  fondé  sur  l'analyse  pure.   Quoi 
qu'il   arrive,    l'ouvrage    de   M.    Lamé    restera    toujours 
comme  un  livre  original  et  d'une  extrême  simplicité. 

Il  nous  reste  maintenant  à  en  donner  une  idée  très- 
sommaire.  L'auteur,  après  avoir  exposé  les  notions  né- 
cessaires sur  la  théorie  des  surfaces  isothermes ,  s'occup*? 
spécialement  des  cylindres  elliptiques  et  hyperboliques , 
ainsi  que  des  surfaces  de  révolution  du  second  ordre.  Il 
trouve  pour  les  fonctions  inverses  de  ces  surfaces  les  six 
lignes  trigonométriques  ordinaires  et  les  six  lignes  trigo- 
nométriques  hyperboliques  ou  fonctions  exponentielles. 
La  même  élude  fait  trouver  successivement  toutes  les 
transcendantes  du  calcul  intégral  ordinaire,  c'est-à-dire 
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loiites  colles  (jni  s  iulègnMil  p^r  dv.s  arcs  de  cercles  on 
par  des  logarillinies.  L'axilenr  aborde  ensnile  les  surfaces 
homofocales  du  second  ordre  dans  le  cas  général^  il  ar- 
rive à  des  transcendantes  et  à  des  fonctions  inverses  dont 
les  précédentes  ne  sont  que  des  cas  particuliers.  Les  pro- 
priétés bien  connues  des  fonctions  trigonométriques  et 
exponentielles  font  prévoir  la  plupart  de 'celles  des  nou- 
velles fonctions.  Ainsi  les  fonctions  trigonométriques 
ayant  une  période  réelle  et  les  fonctions  exponentielles 
une  période  imaginaire,  les  fonctions  elliptiques  possé- 
deront la  double  périodicité.  On  aura  pareillement  les 
règles  de  l'addition  et  de  la  multiplication.  Enfin  les 
sinus  et  les  cosinus  forment  diverses  séries  propres  à 
représenter  une  fonction  arbitraire  entre  certaines  li- 
mites de  la  variable;  de  môme  les  fonctions  elliptiques 
de  première  espèce  serviront  à  former  des  séries  plus  gé- 
nérales. Toutes  ces  questions  sont  traitées  avec  la  luci- 
dité qui  caractérise  l'éminent  professeur  et  d'une  manière 
aussi  élémentaire  que  le  comporte  le  sujet.  11  y  a  trois 
questions  principales  savoir  :  les  formules  d'addition 
d'Euler,  la  double  périodicité  des  fonctions  inverses  et  la 
multiplication  des  transcendantes  d'Abel,  et  enfin  le  pro- 
blème épineux  de  la  transformation  de  Jacobi.  Les  limites 
dans  lesquelles  nous  sommes  obligé  de  rester  ne  nous 
permettent  point  de  do7iner  une  idée  de  tout  ce  qu'il  y  a 
de  neuf  et  d'original  dans  ce  livre.  D'ailleurs  une  analyse, 
fût-elle  très-développée,  serait  toujours  insuffisante,  vu 
le  nombre  et  la  variété  des  détails.  Le  lecteur  n'a  rien 
de  mieux  à  faire  que  de  recourir  à  l'ouvrage  lui-même. 
Nous  nous  contenterons  de  faire  une  ou  deux  remarques. 
En  trigonométrie,  on  sait  qu'on  considère  plusieurs  fonc- 
tions, bien  qu'on  puisse  les  exprimer  toutes  au  moyen 
d'une  seule.  De  même  M.  Lamé  considère  neuf  fonctions 
elliptiques  et  démontre  en  quelque  sorte  la  nécessité   de 
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les  niainlonir  sc-parémcnl,  inal^r<''  les  relations  (jui  \hii-^ 
mellraioiit  de  les  expiinier  à  l'aide  de  trois  d'eiilrc;  elles. 
A  ces  neuf  fonctions  correspondent  n(;uf  autres  fonctions 
(jui  leur  sont  conjuj^uées.  Ainsi  en  tout  il  y  a  dix-liuit 
fonctions  ré[)arties  en  plusieurs  groupes^  pour  les  distin- 
guer cnti-e  elles,  on  leur  a  donné  des  noms  particulierSé 
INous  reeoinni.indons  les  tracés  graphiques  analogues  à 
ceux  qu'on  fait  pour  les  lignes  lrii;onométri(jues;  ils 
sont  Irès-uliles  pour  lîxer  dans  la  mémoire  les  propriétés 
des  fonctions  elliptiques.  L'ouvrage  se  termine  par  des 
applications  à  la  théorie  de  la  chaleur;  dans  cette  partie 
se  trouvent  réunis  tous  les  développements  relatifs  aux 
séries  de  Fourier,  de  Laplace  et  de  M.  Lamé.  Ce  livre, 
comme  toutes  les  productions  du  géomètre  que  Jacobi  ap- 
pelait un  ries  mathématiciens  les  plus  pénétrants  y  a  un 
cachet  caractéristique.  Qu'il  nous  soit  permis,  en  termi- 
nant, de  concevoir  l'espérance  que  l'auteur  des  Leçons 
sur  la  théorie  mathématique  de  l'élasticité  des  corps  so- 
lides donnera  prochainement  au  monde  savant  un  autre 
ouvrage  traitant  d'une  manière  générale  des  coordonnées 
curvilignes  et  des  coordonnées  elliptiques^  en  suivant 
Tordre  des  idées  qui  les  ont  fait  découvrir  et  non  l'expo- 
sition synthétique  adoptée  dans  tous  les  écrits  qui  ont 
paru  sur  ce  sujet.  Ce  sera  un  nouveau  service  rendu  aux 
sciences. 

Enfin  ne  serait-il  pas  à  désirer,  maintenant  que  l'impor- 
tance des  fonctions  elliptiques  est  reconnue  de  tout  le 
monde  ,  ne  serait-il  pas  à  désirer  qu'on  eût  des  Tables  pour 
ces  fonctions  comme  on  en  a  pour  les  fonctions  trigono- 
métriques  ordinaires  et  hyperboliques  (*)?  On  ne  verrait 
plus  si  souvent  cette  phrase  banale  :  le  problème  étant  ra- 

(*)  Î\I.  Hermile  vient  d'exprimer  les  racines  des  équations  du  cinquième 
degré  en  fonctions  elliptiques,  premier  pas  immense.       Tm. 
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nicnù  aux  quadratures,  il  est  considéré  eortiina  résolu.  Es- 
pérons (juc  rAcadcmic  des  Sciences  ,  à  qui  revient  toute 
initiative  de  ce  genre,  fera  exécuter  ce  long  travail,  sous 
la  direction  de  quel(|ues-uns  de  ses  membres. 

J.  Garlin. 


Tkansformatioiv  des  propriétés  métriques  des  figures 
A  l'aide  de  la  théorie  des  polaires  réciproques;  par 
M.  ^.  Mannheim  y  lieutenant  d'artillerie.  In-8  avec 
figures  dans  le  texte;  iBSy.  Prix  :  2*'  5o%  cliez  Mal- 
l et' Bachelier  y  libraire. 

Les  propriétés  des  figures  se  divisent  en  deux  classes  : 
les  propriétés  descriptives  où  l'on  ne  tient  compte  que  de 
la  situation  des  lignes  les  unes  à  l'égard  des  autres  et  les 
propriétés  métriques  où  l'on  s'occupe  de  la  grandeur  des 
segments  et  des  angles. 

Lorsque  l'on   transforme   une  figure  par  un  procédé 
niétamorpliique,  l'on  obtient  une  autre  figure  qui  doit 
nécessairement,  quoique  sous  une  autre  forme ,  rappeler 
les  propriétés  de  la  première.  La  transformation  d'une 
propriété  purement  descriptive  est  en  général  facile;  il 
n'en  est  pas  de  même  des  propriétés  métriques.  Voici  ce 
que  dit  à  ce  sujet  l'auteur  de  la  Géométrie  supérieure  re- 
lativement aux  transformations  liomographiques  et  cor- 
rélatives (p.  6i4).  «  L'application  des  deux  méthodes  est 
))   toujours  facile  en  ce  qui  concerne  les  relations  descrip- 
»   tives  des  figures ,  mais  il  n'en  est  pas  de  même  des  rela- 
»   tions  métriques ,  soit  des  segments,  soit  des  angles  :  ces 
»   relations  pouvant  présenter  beaucoup  de  difficultés  ou 
»  se  refuser  même  à  la  transformation .   )> 

M.  Mannlieim,  prenant  pour  base  de  ses  transforma- 
tions la  tliéorie  des  polaires  réciproques,  rappelle  les  tra- 
vaux de  MM.  Poncelet,  Cliasles  ,  eic,  sur  le  même  sujet. 
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puis  ciioiicc  ainsi  la  cjueslioii  qu'il  se  ],)n)j)os(î  de;  lé- 
soiidr»'  :  Transformer  à  V (lide  fie  ta  théorie  des  polaires 
réciproques  une  rchition  métrique  sans  lui  J'ai rc  subir 
aucune  préparation.  Déterminer  immédiat ement  les  dif- 
férentes formes  sous  lesquelles  se  serait  présentée  la  re- 
lation transformée  si  Von  avait  opéré  sur  différetitcs 
formes  de  la  relation  donnée. 

L'auteur  adoplc  pour  courbe  directrice;  un  cercle  d'un 
rayon  égal  à  Tunité  linéaire,  de  cette  manière  il  trans- 
forme immédiatement  les  relations  anjjjulaires,  puisque 
l'angle  de  deux  droites  est  égal  à  l'angle  des  droites  qui 
vont  du  centre  du,  cercle  directeur  aux  pôles  des  droites. 
Les  relations  métriques  de  distances  se  transformeront  à 
l'aide  du  théorème  suivant  :  Le  rayon  de  la  circonférence 
directrice  est  moyen  projfortionnel  entre  la  distance  du 
centre  au  pôle  et  à  la,  polaire. 

On  paivient  à  une  relation  fondamentale  (i)  qui, 
modifiée  de  différentes  manières,  donne  une  série  de  for- 
mules placées  dans  un  tableau  général  (p.  56). 

Dans  les  articles  I,  11,  III,  IV,  on  transforme  la  dis- 
tance d'un  point  à  une  droite  ,  la  propriété  du  carré  de 
l'hypoténuse,  ce  qui  conduit  à  plusieurs  théorèmes  inté- 
ressants. De  la  relation  db  -]-  bc  =  ac ,  qui  a  lieu  entre 
trois  points  situés  en  ligne  droite,  on  déduit  celle  qui 
existe  entre  quatre  points  d'une  droite  ou  d'un  cer- 
cle, etc. 

La  même  égalité  conduit  (article  IV)  à  différentes 
formes  du  rapport  anharmonique  et  des  divisions  homo- 
graphiques. 

L'article  V,  systèmes  de  coordonnées,  donne  des  for- 
mules pour  trouver  l'équation  de  la  polaire  réciproque 
d'une  courbe  donnée,  que  cette  courbe  soit  considérée 
comme  lieu  géométrique  d'un  point  ou  comme  l'enve- 
loppe d'une  droite.  L'article  suivant  traite  de  la  trans-^ 
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formalioii  de  démonslralion  j  il  a  pour  but  de  faire  voir 
que  connaissant  la  démonstration  analytique  ou  géomcv 
trique  d'un  théorème  ,  on  obtiendra  celle  du  théorème 
polaire  en  transformant  successivement  les  différentes 
équations  qui  ont  conduit  à  la  démonstration  du  premier. 
On  applique  cette  méthode  à  divers  exemples. 

M.  Chasles,  dans  la  Géomélrie  supérieure ,  explique 
pourquoi  il  n'a  pas  fait  usage  dans  le  cours  de  son  ou- 
vrage des  méthodes  de  transformation,  et  voici  la  princi- 
pale raison  qu'il  en  donne  (p.  608).  a  Par  les  méthodes 
»  de  transformation ,  on  fait  un  théorème  déterminé  avec 
»  un  autre  déjà  connu.  On  peut  former  ainsi  une  collec- 
»  tion  plus  ou  moins  ample  de  propositions.  Mais  ces 
))  propositions  sont  en  quelque  sorte  isolées  j  elles  man- 
»  quent  de  liens  entre  elles;  on  ne  saurait  les  déduire  les 
»  unes  des  autres, lors  même  qu'on  voit  qu'elles  se  rappor- 
))  tenta  une  même  théorie,  etc.  ))  Nous  pensons  cependant, 
avec  l'auteur  du  Mémoire,  que  si  l'on  peut  dans  un  sys- 
tème métamorphique  déterminé  ,  transformer  la  longueur 
d'un  segment  pris  isolément  (c'est  le  problème  le  plus 
difficile  de  ce  genre  de  recherche) ,  on  pourra  par  ce  seul 
fai  t  non-seulement  transformer  une  propriété  d'une  figure, 
mais  encore  parvenir  à  la  démonstration  directe  du  théo- 
rème auquel  on  arrive.  De  sorte  que  si  l'on  a  une  série 
de  propositions  A,  B,  C,  etc.,  liées  les  unes  aux  autres 
de  manière  à  former  une  théorie,  les  propositions  trans- 
formées A',  B',  C,  etc. ,  auront  aussi  entre  elles  un  certain 
enchaînement  qu'il  sera  bien  facile  d'apercevoir  (intro- 
duction, XVIII). 

Dans  la  chapitre  VII,  on  donne  différentes  expressions 
de  l'aire  d'un  triangle;  il  suffit  à  l'auteur  de  transformer 
la  base  et  la  hauteur  du  triangle  donné  pour  obtenir  la 
relation  cherchée. 

L'ouvrage  de  M.  Mannheim  traite  principalement  de^ 
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iraiisformalioiis  dans  les  ligures  planes,  ccpcriclant  dans 
If  dernier  article  on  donnedilTércnlcs  expressions  de  laÎK; 
d'un  triangle  dans  Tospaee  et  du  volume  d'un  tc'iraèdre, 
en  prenant  pour  surfactî  directrice  une  sphère. 

F AU RE. 


Leçons  de  Mécanique  élémentaiue,  entièrement  con- 
formes aux  nouveaux  Programmes  de  renseignement 
des  lycées,  conlcnant /o/f/e5  les  connaissances  néces- 
saires à  ceux  qui  se  destinent  au  Baccalauréat  es  Scien- 
ces ,  aux  Fxoles  spéciales  du  gouvernement,  à  TEcole 
Centrale  des  Arts  et  Manufactures  et  à  ceux  qui  sui- 
vent les  cours  des  écoles  professionnelles  et  des  nou- 
velles Facultés  des  Sciences  appliquées  5  par  M.M.He7iri 
Harant,  licencié  es  Sciences,  et  Pierre  Lajfitte ,  pro- 
fesseur de  malbématiqucs.  ln-8  de  xi-369  pages,  avec 
195  figures  intercalées  dans  le  texte  et  une  planche  in-8. 

La  Mécanique  renferme  deux  parties  distinctes  :  i^  la 
phoronomie  j  o.^  la.  mécanélogie. 

i^.  Phoronomie.  Les  lois  qui  régissent  ces  causes  mys- 
térieuses agissant  sans  intermédiaire  connu  et  désignées 
sous  le  nom  de  forces,  conslhiienila  p/ioronomie.  Telles 
sont  les  attractions  astronomiques ,  physiques,  chimiques, 
électriques,  magnétiques,  thermiques,  etc.,  causes  du 
mouvement,  que  Kepler  désigne  sous  le  nom  poétique  et 
très-expressif  a/7i6\  En  effet,  ces  causes  agissent  comme 
l'âme  sans  qu'on  puisse  savoir  le  comment.  Toute  la  na- 
ture est  gouvernée  par  la  phoronomie.  L'étude  des  lois 
émanées  du  modérateur  des  mondes  est  le  but  de  cette 
science,  et,  comme  toute  science,  elle  est  fondée  sur  des 
principes  qui  ne  font  pas  partie  de  la  science,  qui  ne  sont 
pas  démontrables.  Il  faut  donc  bien  se  garder  de  recourir 
à  l'expérience  pour  y  iiouver  la  démonstration.  Recourir 
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à  Vempirisme,  c\;sl  détruire  la  rertilude.  Arislole  dans  ses 
Analyti(jues  donne  ces  averlissemenls  si  logi(|ues  : 

Ov  ^tî  IV  rcci?  e7i-(çr}^juûvU»7ç ûp^^xiç  în-i^tinifOxi  ro  oia  ri. 

«  Dans  les  premiers  principes,  on  ne  doit  pas  deman- 
der le  pourquoi.    » 

Il  ajoute  : 

Te*  f^y]  ai  iTtpav  ccaau  et  uvrav  t^ci)vrci  v/jv  ttittiv, 

«   lis   ne  tiennent  pas  leur  certitude  d'ailleurs  ,  mais 
d'eux-mêmes.    » 

«  Le  principe  de  la  déinonstratioti  n'est  pas  une  clé- 
tnonslration.   » 

On  oublie  trop  souvent  ces  sages  avertissements. 

2^.  Mécanéloa;ii',  Celte  partie  de  la  science  s  occupe 
d(3  forces  agissant  par  l'intermédiaire  de  corps  qui  pren- 
nent alors  le  nom  de  machines.  Tels  sont  les  divers  le- 
viers, le  plan  incliné,  vis,  treuils,  etc.  On  y  fait  bien  usage 
des  doctrines  phoronomiques ,  mais  la  mécanélogie  n'est 
pas  la  plioronomie,  pas  plus  que  l'arpentage  n'est  la  géo- 
métrie, quoiqu'on  y  fasse  emploi  de  la  géométrie.  Le  but 
de  la  mécanélogie  est  de  produire  certains  effets ,  d'obte- 
nir certains  résultats  matériellement  utiles.  Le  but  est  un 
intérêt  lucratif.  On  comprend  que  dans  un  siècle  où  l'es- 
prit du  gain  s'est  emparé  de  tous  les  esprits,  où  toutes 
les  aspirations,  locution  ascétique  très  en  vogue  chez  nos 
épicuriens,  tendent  vers  le  bien-être  que  procure  la  ri- 
chesse ,  on  comprend  comment  la  mécanélogie  est  par- 
venue à  occuper  la  première  place  et  à  pousser  la  plioro- 
nomie sur  le  second  plan. 

La  mesure  de  la  force  n'est  pas  la  même  dans  les  deux 
parties  de  la  science.  La  plioronomie  ne  considère  et  n'a 
besoin  de  considérer  que  la  masse  et  la  vitesse  -,  dès  lors 
la  mesure  de  la  force  est  naturellement  indiquée  par  le 
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produit  de  ces  deux  l'atleuts ,  tiùs-bieii  désigué  sous  le  nom 
dv  ^/iianti/c  fie  fnoin'ctncfit .  Dans  la  niécanélogic  t('la  ne 
sudil  pas^  là,  on  venl  connaître  le  bénéfice,  c(;  que;  ])i()- 
<luil  la  force •  c'est  ce;  ht'néOce  (ju'on  nonnne  quatiLilé  de. 
frai'ail  j  il  est  la  moitié  dun  eeilaiu  produit  que  Leibnilz 
a  mallieureusement  baptisé  sons  le  nom  i\c  J'orco  vî^e j 
cpioiqn'il  n'y  ait  dans  cette  mnlliplicatiou  ni  vitalité,  ni 
force;  \c.  mot  étant  i;énéralenienl  admis,  ce  serait  un  in- 
convénient de  le  supprimer.  Ce  sont  (juatrc  syllabes  dont 
les  sons  rappellent  un  certain  produit  La  quantité  de  tra- 
vail possède  cet  avantai^e  important  de  pouvoir  être  rendue 
manifeste  par  des  appareils  dynamométriques. 

Les  nouveaux  programmes  contiennent  trente-deux 
questions.  M]\L  Harant  et  Laffîite  élucident  ei  résolvent 
ces  questions  l'une  après  l'autre. 

L'ouvrage  est  divisé  en  trois  parties  :  i*^  mouvement 
(1-94)  5  2"  des  forces  et  de  leurs  effets  (95-199). 

Les  auteurs  attribuent  aux  corps  une  activité  propre 
et  nient  l'inertie,  c'est-à-dire  l'incapacité  de  la  matière 
à  se  mouvoir  d'elle-même  (voir  la  note  à  la  fin).  Je  ne 
sais  ce  que  les  docteurs  de  l'ancienne  Sorbonne  auraient 
pensé  d'une  telle  assertion.  Les  corps  ne  peuvent  agir  les 
uns  sur  les  autres  par  le  choc  ,  puisque  tout  contact  entre 
molécules  est  impossible;  ils  agissent,  selon  Boscowich, 
comme  par  attraction  positive  et  négative  et  à  distance. 
La  communication  de  mouvement  se  fait ,  on  ne  sait  com- 
ment, de  molécule  à  molécule,  et,  jusqu'à  ce  que  toutes 
les  molécules  soient  atteintes,  il  s'écoule  un  certain  temps  ; 
c'est  ce  temps  qui  est  l'origine  des  idées  embrouillées  sur 
la  force  d'inertie. 

3".  Des  machines  (202-36i).  C'est  la  partie  la  plus 
instructive  et  la  plus  intéressante.  Les  figures  sont  bien 
faites  et  les  explications  très-claires.  On  y  donne  des  ap- 
plications aux  diverses   machines  industrielles  aujour- 
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d'hui  oxislaiiles.  Tout  ce  qui  conccrru'  la  vapeur  est  mîs 
à  la  portée  des  gens  du  monde  instruit. 

Au  résumé,  il  faut  savoir  ce  que  l'on  veut.  Voulez-vous 
vous  préparer  à  un  examen  universitaire,  industriel  quel- 
conque, devenir  contre-mailre,  directeur  d'usines,  ma- 
nufactures, etc.,  lisez  la  Mécanélogie  de  MM.  Harant 
(^t  Laffitte.  Voulez-vous  apprendre  la  science,  étudiez  la 
Mécanique  de  Poisson,  puis  les  Traités  de  MM.  Delau- 
nay,  Duhamel,  les  Exercices  de  M.  l'abbé  Jullien  et  la 
Mécanique  moléculaire  de  M.  Lamé. 

Note,  La  matière  inerte,  la  matière  avec  volonté  (ani- 
mal), avec  volonté  intelligente  (homme)  sont  trois  caté- 
gories d'êtres  séparées  par  des  abîmes  infranchissables. 
Les  philosophes,  constructeurs  de  ponts,  ne  manquent 
pas.  Mais  ce  qui  manque  à  ces  philosophes,  c'est  la  science 
précieuse  de  savoir  ignorer,  le  aliqua  nescire  de  Quin- 
tillien  (lib.  i,  chap.  v,  ad  fineni). 


> 


Prospectus  Joajvnis  Kepleri   astronomi    opéra  omnia  , 
cdidit  Cil.  2Î.  Friscli.  Studgarti?e,  mense  Majo  ,  iSSy. 

L'ouvrage  paraîtra  en  huit  volumes  in-8  ;  le  prix  de 
chaque  volume  ne  dépassera  pas  12  francs.  Celte  édition 
renfermera  aussi  la  correspondance  inédite  déposée  à  l'ob- 
servatoire de  Pulkova. 

Les  principaux  astronomes  de  l'Allemagne  ont  souscrit; 
il  en  sera  sans  doute  de  même  dans  les  autres  pays.  On 
publiera  la  liste  des  souscripteurs. 
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ORKilNi:  ni!  ^lOT  CAlClil.EU 


Les  Romains  iravaicnt  pas  Y\r\{\n\ûï  calcu/arc  •  ils  d\- 
ssLÀent  calculas  s uhrlucere,  ôtcr  les  cailloux.  On  sait  que 
pour  coniplcr  ils  employaient  soit  des  cailloux,  soit  pro- 
bablement des  billes  de  divers  diamètres  ,  de  diverses 
couleurs,  à  l'instar  des  chapelets  dont  font  usage  les  reli- 
gieuses. Horace  dit  que  dans  son  enfance  il  allait  au  col- 
lège portant  des  sachets  remplis  de  cailloux.  Il  parait 
qu'on  ne  lui  ménageait  pas  les  coups.  Il  appelle  son 
maitre  plagosus.  L'honnête  et  chaste  Quintillien  s'élève 
contre  l'usage  barbare  de  battre  les  élèves  :  Cœdi  uero 
discentcs,  quamquaui  et  receptum  sit.,  et  Chiysippus  non 
improhet,  minime  velim  (lib.  II,  chap.  IV). 

Le  mot  calculare  se  trouve  pour  la  première  fois  chez 
Aurelius  Prudentius  Clemens,  poëte  chrétien,  né  l'an  34^ 
dans  la  province  de  Tarragone  en  Espagne  [IP  livre  de 
la  Couronne  [Péris tephanon)^. 


GRA1\D  PRIX  DE  MATIIEMATIOUES 

A    DÉCERINER    EN    1861 


(voir  t.  III,  p.  46). 


Perfectionner  en  quelque  point  la  théorie  des  po- 
lyèdres. 

Le  prix  consiste  en  une  médaille  d'or  de  la  valeur  de 
3ooo  francs. 

lUilletin  mathcmnlique,  l.  IV.  (Mai  l858.)  5 
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Les  Mémoires  devront  être  rendus  avant  le  i"  juil- 
let 1861. 

A    DÉCERNEK     EN     1860. 

«  Plusieurs  géomètres  ont  étudié  le  nombre  des  valeurs 
»  que  peut  prendre  une  fonction  déterminée  de  plusieurs 
)i  variables  lorsqu'on  y  permute  ces  variables  de  toutes 
»  les  manières  possibles.  Il  existe  sur  ce  suj(ît  des  théo- 
»  ries  remarquables  qui  suffisent  aux  applications  de  cette 
»  théorie  à  la  démonstration  de  l'impossibilité  de  la  ré- 
»  solution  par  radicaux  d'une  équation  de  degré  supé- 
y)  rieur  à  quatre  j  mais  la  question  générale  qu'il  faudrait 
))   résoudre  serait  la  suivante  : 

((  Quels  peuvent  être  les  nombres  des  valeurs  desfonc- 
■))  lions  bien  définies  qui  contiennent  un  nombre  donné 
))  de  lettres,  et  comment  peut-on  former  les  fonctions 
))  pour  lesquelles  il  existe  un  nombre  donné  de  valeurs? 

»  Sans  exiger  des  concurrents  une  solution  complète , 
»  qui  serait  sans  doute  bien  difficile ,  FAcadémie  pour- 
))  rait  accorder  le  prix  à  l'auteur  d'un  Mémoire  qui  fe- 
»   rait  faire  un  progrès  notable  à  cette  théorie.    » 

Prix  :  Médaille  d'une  valeur  de  3oo  francs. 

Les  Mémoires  devront  être  remis  avant  le  i^""  juil- 
let 1860  ,  terme  de  rigueur  [Compte  rendu  des  séances 
de  l'Académie  des  Sciences,  8  février  i858,  p.  3oi-3o2). 

Note  du  Rédacteur. 

Voir  pour  la  première  question  Nous^elles  Annales, 
t.  II,  p.  i63,  486^  t.  VI,  p.  4805  \.  VIII,  p.  68,  i32, 
3o6^  t.  XIII,  p.  299.  Journal  de  V Ecole  Polytechnique, 
Cauchy,  cahier  XVI,  p.  75,  i8i3;Poinsot,  cahier  X. 
Savants  étrangers.,  t.  II,  Poinsot.  Compte  rendu,  1 1  jan- 
vier i853,p.  65  ,  PoiNsoT -,  Bertrand,  p.  79. 

Pour  la  seconde  question   voir  Nouvelles  Annales, 


{  .is  ) 

l.  XIV,  p.  /\o3,  4o8;  Seiuiet,  Algèbre  supérieure,  leçons 
XI'",  XIX*^,  XX";  les  travaux  de  Rulliiii  soiii  le;  j)oiiil  de 
départ  [voirXix  liste*  de  ees  travaux  dans  la  Biographie 
JNl i chaud  ,  arl'iv] a  JiuJ/i ni ,  t.  XXXIX,  p.  278);  Ahel  , 
Œuvres  coniplèles ;  Luther,  /o/«/7i«/ de  Crelie -,  Detti, 
u4 finales  de  Toitolini. 


inKLIOGIUPIIIE. 


Annali  di  Matematica  puua  ed  applicata,  pubblicali 
da  Barnaha  Torlolini,  professore  di  calculo  sublime 
alFuniversità  di  Roma;  e  compilati  da  E,  Betlidi  Pisa, 
F.  Brioschi al?Si\isL,  A.  Genocchi  a  Torino,  B.  Tor- 
lolini a  Roma.  (In  continuazione  agli  Annali  di 
Scienze  nialematiche  e  fisiche.)  N°  1  (gcnn.  et  febbr. 
i858).  Roma,  con  tipi  délia  S.  C.  de  Propaganda 
Fide.  In-4  de  56  pages;  tome  I. 

Ces  Annales  font  suite  à  celles  des  Scienze  niatema- 
tiche  qui  datent  de  janvier  i85o  et  s'arrêtent  à  décembre 
1857.  Le  format  a  changé,  mais  ni  le  rédacteur  ni  les  col- 
laborateurs, heureusement.  La  première  collection  avait 
pour  but  de  faire  connaître  au  dehors  les  travaux  des  sa- 
vants italiens  -,  la  seconde  aura  en  outre  pour  mission  de 
faire  connaître  en  Italie  les  travaux  extérieurs.  Les  noms 
qu'on  lit  ci-dessus  sont  une  garantie  que  ce  double  but 
sera  complètement  atteint. 

CONTENU. 

I.  Henri  Betti.  —  Mémoire  sur  les  équations  algébriques 
à  plusieurs  inconnues  (p.  i  à  8). 

Etant  données  deux  équations  ayant  une  racine  coni- 


(  i(i  ) 
mune,  Abel  a  enseigné  la  manière  de  calculer  une  fonc- 
tion symétrique  de  cette  racine  commune  [Nouvelles  An- 
nales y  t.  XIV,  p.  8i  et  272). 

M.  Betti  donne  la  solution  générale  de  cette  question  : 
Etant  données  n-f-i  équations  entre  n  inconnues  y 
trouver  les  solutions  communes. 
Soient 

(l)  /o  =  0,      /,  =0,      /ï=  G,  .  .  .  ,  /„=rO 

les  «  -i-  I  équations  entre  les  inconnues  Xi,  .Ca , . . . ,  x„ , 
f^  est  de  degré  niQ  ^f^  est  de  degré  m^  ^  f^  est  de  degré  //Zs, 
et  soient  ix  solutions  communes  à  ces  équations,  moins  à 
la  première  ^0  =  0,  et 


(2) 


«17 


^2, 


"•2? 


'i> 


a2. 


La  première  seule  s^  représente  une  solution  commune  à 
toutes  les  n.  -f-  i  équations. 

On  démon  tre  ces  trois  théorèmes  qui  servent  de  lemmes, 

1^.  Une  fonction  rationnelle  et  symétrique  de  S2, 
S3,...,  s^.  équivaut  à  une  fonction  rationnelle  et  entière 
de  Sj. 

De  même  si  l'on  remplace  s^  par  un  s  quelconque. 

2^.  Une  fonction  rationnelle  et  entière  de  degré  quel- 
conque de  Si  équivaut  à  une  fonction  rationnelle  et  en- 
tière  de  toutes  les  quantités  qui  entrent  dans  le  système 
(2)^  cette  fonction  confient  un  seul  terme  de  degré 
rui  -+-  in^-\-...-\-  m„  —  n  ,  et  les  autres  termes  sont  de 
degrés  inférieurs . 

Désignons  par  A  le  déterminant  fonctionnel 


(ijT,  dx. 


<ifn_ 

d-y,, 


3".   Si  l\  tn{li(jue  une  Jonction  de  p^  ,  p^  ,...,  p^    ra- 
tionnelle,  entière  et  m>ec  un  seul  terme  de  degré 


///,  -h  ///j  -r 


tn. 


et  tous  les  autres  termes  de  degré  inférieur,  et  désignons 
par  A^,  ce  que  devient  le  déterminant  fonctionnel  en  y 

remplaçant  x , ,  x, , . . . ,  x„  par  a^J",  aj, . . . ,  aJJ,  alors  le  terme 

de  degré  le  plus  élevé  dans  F^  sera 


P=  H- 


Ces  trois  théorèmes  fournissent  la  solution  du  problème 
où  il  s'agit  de  déterminer  une  fonction  rationnelle  quel- 
conque de  Si ,  seule  solution  commune  à  toutes  les  n  ■+■  i 
équations,  et  le  même  procédé  peut  s'appliquer  à  plu- 
sieurs solutions  communes ,  et  l'auteur  énonce  sans  dé- 
monstration les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  n  -\-i  équations  aient  t  systèmes  de  solutions  com- 
munes. 

Le  travail  a  le  cachet  de  profondeur  particulier  à  ce 
savant  géomètre^  la  diversité  et  la  multiplicité  des  in- 
dices rendent  la  lecture  très-pénible. 

IL  François  Brioschi.  —  Note  sur  le  développement 
d^un  déterminant  (p.  9.-11). 

Posons 

I  I 


ilr 


1,2? 


a,.. 


Xs  —  a,. 

Ci|  - 1  »         ^2, 1  ) 


•1,1  > 


a 


l.2> 


a 


2,1) 


'2,2  j 


'n.-i', 


'■n,-i 


^t,'nf      ^i,2rtj       ffi,l>}-)      î*2,;h  j  '    •       )         '^«,2/))       '^n,ln 
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C'est  ce  déterminant  de  4^^^  termes  qu'on  développe  ainsi 
que  - —  et  - — >  le  tout  en  fonction  des  x  et  des  a. 


III.  F.  Brioschi.  —  Mémoire  sur  les  fonctions 
abéliennes  complètes  (p.  12-17). 

«1,  «2 •.••.:,  «2/j+i  sont  in-{-i  nombres  réels  différents 
entre  eux  et  tels ,  qu'on  a 

Posons 

P  (x)^^  (x  —  «,)  [x  —  «3)  [x  —  «5)    ..  (.r  —  rt,„^.,), 
Q(a7)r=A(a;  —  <7ï)(x  —  ^4)...  [x  —  ci^n)', 
R(a:)  =  P(^)Q(a:), 


ou 


Soit 


r  = 


A>o. 

V{x) 


2.[x  —  «2/-_i)  v/l^(-^) 


l'aire  d'une  telle  courbe  prise  entre  des  limites  détermi- 
nées désignées  par  les  a  est  une  fonction  abélienne  -,  ainsi 


V(x) 


dx 


est  une  fonction  abélienne  de  première  espèce ,  et 

'■'  2  P'(«,,_,)  X^^_^    (^_  „,,_,)>  ^R(.^)''-^ 

est  une  fonction  abélienne  de  deuxième  espèce. 

Si  l'on  pose 

n  =z  i, 

on  a  les  quatre  fonctions  elliptiques. 

L'auteur  cite  un  certain  déterminant  A  donl  les  élé- 


(  .l<r  ) 

mciils  sont  des  ronclions  ahôlicnncs,  cl   il   parvieni   au 
rcsullal  curieux 


^=  I  -  I  ) 


cl,  pour  les  (oi»(  lions  ellipliques, 


7Z 

A  —  -■ 
1 


Résolution  des  équations  transcendantes-,  par  M.  A. 
Stem.  Traduit  de  l'allemand  par  M.  E,.  Lc\^y ^  agrégé 
des  Sciences.  Paris,  i858.  In-8  de  85  pages. 

En  litlérature,  de  judicieuses  entraves  tendent,  dou- 
blent les  ressorts  du  génie.  Ainsi ,  au  xvii"  siècle,  la  sé- 
vère observation  des  règles  de  la  grammaire ,  des  pré- 
ceptes du  goût,  des  lois  du  rhythme  et  de  Fliarmonie 
dans  les  vers,  des  trois  unités  au  théâtre  ont  produit  des 
cliefs-d' oeuvre.  Nous  nous  sommes  débarrassés  de  ces  en- 
traves, où  sont  nos  chefs-d'œuvre?  Il  en  est  ainsi  dans 
les  sciences  exactes.  Les  anciens  s'étaient  astreints  à  n'em- 
ployer d'autres  lignes  que  la  droite  et  le  cercle,  d'autres 
instruments  que  la  règle  et  le  compas ,  et  ils  nous  ont  lé- 
gué des  chefs-d'œuvre  :  Euclide,  Archimèâe,  Apollonius. 
On  peut  rapporter  à  la  même  cause  Huyghens,  Newton; 
aux  deux  lignes  ,  droite  et  cercle ,  se  rattachent  des  idées 
vraies  de  beauté  et  des  idées  chimériques  de  perfection 
auxquelles  les  anciens  tenaient  avec  une  ténacité  reli- 
gieuse. 

Toutefois  ils  s'apercevaient  que  pour  des  questions  qui 
exigeaient  des  extractions  de  racines  cubique  et  qua- 
trième, il  fallait  absolument  d'autres  lignes,  et  ils  eurent 
recours  aux  coniques,  à  la  conchoïde,  à  la  cissoïde,  etc. 
Archimède  considéra  même  la  spirale,  une  de  ces  courbes 


(  4o  )  J 

qu'une  droite  coupe  en  une  infini  lé  de  points  et  qu'on  a 
nommée  depuis  transcendante ,  comme  dépassant  les  li- 
mites de  la  géométri(î  ordinaire.  Le  célèbre  problème  de 
Kepler  (*)  où  il  s'agit  d'une  relation  entre  un  arc  de 
cercle  et  sa  corde  (ou  sinus)  a  donné  Tidée  des  fonc- 
tions transcendantes  circulaires ,  de  même  que  la  relation 
entre  un  arc  d'ellipse  et  sa  corde  a  créé  les  transcendantes 
elliptiques,  et  beaucoup  d'autres  du  genre  analogue.  Les 
racines  des  équations  du  deuxième ,  troisième  et  qua- 
trième degré  peuvent  s'exprimer  soit  par  des  radicaux, 
soit  par  des  transcendantes  circulaires;  mais  Abel  a  dé-  . 
montré  que  Féqualion  générale  du  cinquième  degré  ne 
peut  plus  se  résoudre  par  des  combinaisons  de  radicaux, 
et  M.  Hermite  vient  de  publier  l'importante  découverte 
que  cette  résolution  peut  s'obtenir  par  des  transcendantes 
elliptiques.  Il  devient  très-probable  que  la  résolution  gé- 
nérale des  équations  de  degré  supérieur  au  cinquième 
dépend  aussi  de  certaines  transcendantes^  c'est  la  besogne 
de  l'avenir,  d'autant  plus  importante,  que  les  applications 
aux  sciences  physiques  mènent  presque  toujours  à  des 
équations  transcendantes.  La  loi  mathématique  de  l'at- 
traction est  probablement  une  fonction  de  ce  genre  dont 
nous  ne  connaissons  que  le  premier  terme  de  son  déve- 
loppement en  série  décroissante.  L'étude  soignée  des  équa- 
tions transcendantes  est  une  heureuse  innovation  de  l'en- 
seignement actuel.  En  1837,  l'Académie  de  Copenhague 
a  mis  au  concours  la  résolution  de  ces  équations.  Le  Mé- 
moire de  M.  le  D'  Stern  a  été  couronné,  et  nous  en 
avons  déjà  rendu  un  compte  suffisamment  étendu  (t.  XIV, 
p.  384,  388). 

Cette  traduction  claire,  exacte,  faite  avec  intelligence, 
comble  une  lacune.  Les  procédés  de  Rolle  et  de  Newton 

C^)  Vo\t  Nom'eUes  Anna  les,  i.  XIV,  p.  3o3. 


I 
I 
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(IcN  Iciiiu'Ml  liisiillisants  pour  les  (Mjua lions  Iranscoiulau- 
tcs,  cl  loiil  à  iail  impraticables  ])()in'  les  racines  iniaiiji- 
iiaii'cs.  Al.  Sh'iii  lail  emploi  du  lli<''Oièmc  de  Fouriei-, 
et  INI.  liévy  a  eu  le  bon  esprit ^  guidé  par  les  précieux 
conseils  de  INI.  (ierono,  de  faire  |)récéder  sa  traduction 
(Tune  exposilioM  de  ce  théorème,  ce  qui  facilite  singu- 
lièrement la  lecture  de  l'ouvragcî,  et  \c  fera  sans  doute 
bien  accueillir  par  les  professeurs  et  les  élèves. 

M.  Mathètc ,  professeur  au  lycée  de  Clermont,  nous  a 
envoyé  un  Mémoire  bien  travaillé,  contenant  un  moyen 
de  rendre  plus  pralicjue  la  méthode  Slern  et  la  résolution 
des  é([iiations  numéri(|ues  en  général.  Nous  en  parlerons 
dans  les  Nouv^eîles  Annales. 


^OTE 

Ayant  pour  objet  de  signaler  des  erreurs  nombreuses  qui  existent 
dans  les  Tables  de  Losiarithnics  de  Cailet. 


Des  études  sur  les  logarithmes,  entreprises  individuel- 
lement et  à  des  points  de  vue  divers,  par  M.  Lefort,  ingé- 
nieur en  chef  des  Pouls  et  Chaussées,  et  par  M.  Hoiiel, 
docteur  es  Sciences,  les  ont  conduits  à  reconnaître  de 
nombreuses  incorreclions  dans  des  Tables  de  Logarithmes 
fort  répandues ,  et  même  dans  les  Tables  de  Briggs  et  de 
Vlacq  ,  que  Ton  peut  appeler  fondamentales  ,  car  elles  ont 
servi  de  base  à  la  plupart  des  Tables  modernes,  quand  ces 
deinières  n'en  étaient  pas  de  simples  extraits.  L'objet  de 
cette  Note  est  de  signaler,  aux  éditeurs  et  aux  savants,  les 
erreurs  contenues  dans  la  dernière  partie  de  la  Table  des 
logarithmes  des  nombres  de  Cailet. 

RuUciin  :)i(i(Jicjiiali</uc,  l.  IV.    (Juin    i8.')8.)  (^ 
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Errata  de  la  Table  des  Iiogariihmes  des  nombres  de   1   à   108  OOO 

Partie  à  8   décimales. 

Nota.  —  Les  erreurs  portent  toutes  sur  la   8®  décimale,  qui  est  tantôt  trop  faible, 

tantôt  trop  forte. 


NOMBRES 

ERRKUll. 

COURECT. 

NOMBRES 

ERREUR. 

CORRECT. 

NOMBRES 

1 

ERREUR. 

i 

CORRECT. 

102  101 

2999 

3ooo 

lo'i  601 

60 

59 

io3  i37 

5o 

49 

107 

555  [Il 

2 

6o5 

3 

2 

188 

20 

»9 

ii3 

3 

4 

623 

0 

I 

2  20 

6 

5 

117 

4 

5 

689 

3 

9. 

294 

09 

10 

,41 

0 

1 

G99 

9. 

I 

3ii 

6 

7 

i4'; 

1 

2 

707 

5 

4 

369 

2 

1 

i53 

•), 

3 

7,3 

2 

I 

377 

3 

2 

161 

3 

4 

723 

70 

^9 

417 

3 

4 

173 

4 

5 

7^9 

4 

3 

43o 

3 

2 

243 

9 

8 

743 

5 

4 

438 

2 

I 

247 

8 

7 

749 

I 

0 

444 

0 

I 

25l 

7 

6 

755 

7 

6 

45o 

49    ! 

5o 

255 

6 

5 

761 

3 

2 

5u 

I 

0 

2G5 

3 

2 

763 

8 

7 

558 

6 

5 

271 

1 

0 

771 

9 

8 

583 

8 

9 

279 

8 

7 

773 

4 

3 

587 

5 

6 

287 

5 

4 

784 

2 

I 

6o5 

I 

2 

289 

4 

3 

785 

5 

4 

618 

0 

I 

291 

3 

2 
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Les  (Miouis  dv  Calk'l  soiil  supérieures  à  mu;  (leiiri-uiiilé 
el  inoiiuhes  qu'une  imllé  du  liuitiènie  ordre  déeiinal. 

J.e  tableau  a  él(''  loruui  eu  eoilaLiounaul  la  Tablt;  dr. 
Callcl  sur  le  uianuseiit  des  grandes  TabUîs  du  Cadastre 
(jui  est  dé[)Osé  à  la  bll)riollièque  de  rOI)S(Tvaiolr(;  Impé- 
rial de  Paris. 

Toutes  les  fautes  sigualées  ei-dessus  se  trouvent  dans 
la  belle  édiiiou  des  Tables  de  Vega ,  donnée  à  Leipzig 
par  le  D'  Hiilsse  sous  le  titre  Sainmlung  matheinatis- 
cher  Taje.ln.  En  ou  Ire,  dans  celte  partie  de  la  Table  qui 
a  été  copiée  sur  Callet,  il  y  a  une  erreur  de  plus  (jue 
dans  l'édition  française.  Oulit  log  io3  705=0157997  [6J5 
Callet  donne  01 57  9970,  et  ce  dernier  logarithme  est  exact. 

Toutes  les  fautes  du  Sainmlun^ ^  y  compris  la  dernière, 
existent  également  dans  le  Logarithniisch-Tiigonome- 
trisches  Handbuch  publié  à  Leip/ig  par  le  D"^  Kohler. 

F.     LeFOUT.   J.    Hou  EL. 

5  avril  i858. 


SOLlTIOi\  DIJ  PROBIÈME 

Etant  doûués  neuf  points  d'une  surface  du  second  degré ,  reconnaître  géo- 
métriquement si  un  dixième  point  est  intérieur  ou  extérieur  à  la  snrface  ou 
sur  la  surface  ; 

D'après  M.   DE  JONQUIÈRES. 


[Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées ,  février  i858.) 


L  Théorèmes  et  problèmes  connus^  servant  de  Lemuws, 
Voir  Nouvelles  Annales ,  i.  Xll ,  p.  24,  90,  273,  358. 

i".  Étant  donnés  cinq  points  dune  conique  et  une 
droite,  on  peut  trouver  les  deux  points  d'intersection  sans 
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décrire  la  conique^  points  réels,  distincls,  doubles  ou 
imagiriaiies. 

2*\  Quatre  poiiils  étant  donnés,  on  peut  trouver  géné- 
ralement \\\\  cinquième  point  tel  ,  qu'en  dirigeant  de  ce 
point  quatre  droites  vers  les  quatre  points  on  foroïc  un 
faisceau,  dont  le  rapport  anharmonique  soit  donné,  le  lieu 
du  cin(|uièine  point  est  une  conique  passant  par  les  quatre 
points  donnés  (N oiivdles  J luinles) .  Cette  conique  est  dite 
capable  du  rapport  ajihaimonique  donné. 

3^.  Deux  coniques  données  chacune  par  cinq  points  et 
ayant  trois  de  ces  points  en  commun,  on  peut  construire 
géométriquement  le  quatrième  point  commun. 

4".  Etant  donnés  deux  systèmes  de  six  points,  chacun 
en  involution  et  ayant  un  segment  commun ,  connaissant 
les  segments  non  communs,  on  peut  construire  géométri- 
quement le  segment  commun. 

d".  Un  faisceau  de  quatre  plans  étant  coupé  par  une 
droitequelconque,  les  quatre  points  d'intersection  donnent 
un  rapport  anharmonique  égal  au  rapport  anharmonique 
du  faisceau  de  plans. 

6^.  Trois  surfaces  du  deuxième  degré  passant  par 
huit  points  qucLoJiques ^  se  coupent  suivant  la  même 
courbe,  et  une  droite  les  coupe  en  six  points  en  involu- 
tion. 

7".  Deux  faisceaux  de  plans  homographiques  étant 
donnés,  les  plans  homologues  se  coupent  suivant  des 
droites  situées  sur  un  hyperboloïde  dont  font  partie  les 
deux  arêtes  des  faisceaux. 

8".  Six  points  étant  en  Involution,  connaissant  deux 
segments  et  un  point  du  troisième  segment,  on  peut  déter- 
miner le  second  point  de  ce  segment. 

II.  Problème.  Etant  donnés  une  génératrice  recti- 
tigne  k  et  six  points  a,,  a^,  aa,  a,,  a^,  a^  d\in  hjpcrho- 
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IokIc.   à   iiiir.   luippc ,    coiislruiic   les  (tutics  i^riiriatriics 
rcctiligtics  de  celle  surface. 

Solutton.  i*\  Monons  par  la  droite  A  cl  l(;s  <  iii(|  pre- 
miers |)oliils,  les  (MiK]  plans  A,,  A»,  A;i,  A.,  A.;  et 
par  <7,;,  les  qualredroltiîs  <'/,  z'/,;,  a^  r/^j,  n-^  r/,;,  (i;,  fie,  ;  coupons 
ces  ([uaire  droites  par  iiii  plan  (juelcontpie  P  v,\)  (pia- 
tre  points  a,,  a.,  a»,  a,  j  ("oncevons  une  conique  C  passant 
par  (cs  (jualre  points  etc/^/^r//^/^?  du  rappoil  anliarinonique, 
donné  par  les  plans  Ai,  A2,  A3,  A-,  ;  soit  un  cône  [a^  C) 
ayant  pour  sommet  «,;  et  pour  base  la  conifpicC;  tous 
les  faisceaux  des  plaus  qui  passent  par  une  arelc  que/- 
conquc  de  ce  cône  et  ])ar  les  quatre  points  orj,  c/.:^^  a^,  «4, 
donnent  un  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre 
plans  Al,  A2,  A3,  Av  (fo/r  ci -dessus  5**). 

2'\  Au  plan  A;  substituons  le  plan  A-;  et  conservons  les 
trois  plans  A, ,  A,,  A3  et  le  même  plan  P;  on  aura  quatre 
points  aj,  «21^3^  ^-05  une  conique  Ci,  et  un  cône  (/Ci) 
capable  du  rapport  anharmonique  des  quatre  plans  Ai,  Ag, 
A3,  A5  -,  les  deux  coniques  C  et  Ci  ont  en  commun  les  trois 
points  «1 ,  «2 ,  «g,  on  peut  donc  construire  le  quatrième  point 
d'intersection  B  [voir  ci-dessus  3^')*,  «e  B  est  donc  une 
arête  commune  aux  deux  cônes,  donc  le  faisceau  pen- 
taèdre  fourni  par  la  droite  A  et  les  cinq  polnis  «i,  «g,  «3, 
«4,  «s  est  homographique  au  faisceau  formé  par  la  droite 
«6  B  et  les  mêmes  cinq  points;  donc  les  cinq  plans  homo- 
logues se  coupent  suivant  des  droites  passant  par  les  cin(| 
points  et  situés  sur  un  hyperboloïde  dont  font  partie  les 
arêtes  A  ei  a^B  [voir  ci-dessus  7")  \  comme  le  plan  P  est 
arbitraire,  on  peut  obtenir  une  infinité  d'éléments  rectili- 
gnes.  c.  Q.  F.  T. 

III.  Problème.  Etant  donnés  urt  clément  recLiîigne  A 
et  six  points  aj ,  a2,  ■  .  • ,  ag  d'iifi  hyperboloïde  à  une  nappe, 
trou\^er  les  deux  points  d'intersection  de  riiypcrboloidc 
avec  une  droite  donnée. 
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Solution.  Par  la  (Jroil("  doiiiiéc,  on  iiièiie  un  plan  (|uc'l- 
ronquo,  on  doterniinc  d'après  le  problème  ]>i'éeé(lcnt  cincj 
génératrices  reclilignesderhyperboloïdc;  les  intersections 
de  ces  génératrices  avec  Le  plan  donîient  cinq  points  qui 
déterminent  une  conique,  et  sans  la  décrire  on  trouve  les 
intersections  avec  la  droite  donnée  ["voir  ci-dessus  i*^). 

c.    q.    F.    T. 

IV.  Problème.  Etant  rloiinàs  neuf  points  a^,  a^..  .  ., 
ag  d'une  swface  du  second  degré  S  et  une  droite  a,  O 
menée  par  Vun  a^  de  ces  points .,  construire  le  deuxième 
point  d'intersection  bi  de  cette  droite  avec  la  surface. 

Solution.  Concevons  riiyperboloïde  à  une  nappe  H 
qui  passe  par  la  droite  <7.2  ^^  et  par  les  six  points  n^.,  ^24,  «g, 
«6,  <357,  rtg  et  un  second  hyperboloïde  K  qui  passe  par  la 
droite  «3  ao,  et  par  les  six  points  «25  ^^^  ^s?  ^&i  ^i-)  ^s^  les 
trois  surfaces  S,  H,  K,  ont  en  commun  les  huit  points  <7, , 
«2,  «3,  «v,  «3,  rt(i,  «7,  rtîg  7  donc  une  droite  quelconque  les 
rencontre  en  six  points  en  involution  [voir  ci-dessus  6'')  ; 
la  droite  r/j  O  coupe  donc  les  surfaces  H,  R,  S,  en  six 
points  h,  /?!,  K,  Kl,  «1,  bi  en  involution  par  le  problème 
précédent,  on  trouve  les  quatre  points  /i,  //i,  R,  K,^  le 
point  ai  est  donné,  on  peut  donc  construire  le  point  h^ 
[voir  ci-dessus  8"). 

V.  Etant  dofinés  neuf  points  a,,  a2,.-.?  ag,  d'une 
surface  du  second  degré  S  et  une  droite  quelconque  01, 
trouver  les  points  d'intersection  À,  X'  de  cette  droite  avec 
la  surface. 

Solution.  Soient  les  cpiatre  hyperboloïdes  à  une  nappe 
déterminés 

H  par  la  droite  «2  ^°>  et  les  six  points  a^.a<,.^a^^a^.^a-^a^\ 
R.  par  la  droite  «3  «ç,  et  les  six  points  a„.,aCia^^..af,.,a-.,  a^  ; 
H'  par  la  droites,  <7ç,  et  les  six  points  a^.,a'^.,a^.,a(,.a-.,an  ; 
K'  parla  droite  r/  ;  <■/«  et  les  six  points  a^.  <73,<7i,  Uf^^a-.a^  ; 
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la  droite  ()/  <M)iipo  les  trois  siulaccs  II,  K,  S,  (jiii  ont 
huit  points  communs  ru  six  points  en  involulion.  Soient, 
Tnin\  nii'^  11'  les  trois  segnienls;  pour  la  mènic;  raison,  la 
droite  0/eoupc  les  trois  surfaces  IT,  K',  S  en  six  points 
en  involulion  ^  soient  /;//,  r/q',  11!  les  trois  segments  ;  dans 
CCS  deux  systèmes,  les  segments  inm\  iiii\  pp\  (pj'  sont 
connus  d'après  le  problème  111  et  le  tioisième  segment 
étant  commun  aux  deux  systèmes,  on  peut  le  construire 
(vo^V*  ci-dessus  4")  ;  donc  les  points  X  et  V  sont  déterminés. 

c.    Q.    F.    T. 

VI.  PrgblIî.me.  O  étant  un  point  quelcoïique  de  T es- 
pace, construire  :  i^la  conique  cT intersection  delà  surface 
S  [problèmes)  auec  le  plan  mené  par  les  droites  O  ai^  Oa^  \ 
2^  la  polaire  du  point  O  relativement  à  cette  conique. 

Solution.  On  détermine  les  intersections  a',,  a',,  des 
droites  O^i,  Or/j,  avec  la  surface  (problème  I\  )  et  les 
intersections  A,  1'  d'une  droite  (juelconcjucO/,  située  dans 
le  plan  de  la  conique,  avec  la  surface  S  (problème  V)j 
on  connait  donc  six  points,  «i,  a^^  a\^  a\^  1,  li  delà 
conique  que  nous  désignons  par  2;  sur  la  droite  O  a^  a\ 
on  prend  le  point  a  tel,  que  les  deux  segments  Oa,  a^  a\ , 
donnent  un  rapport  harmQni([uc5  on  prend  de  même  un 
point  j3  sur  la  droite  O a^  a\  tel,  que  les  segments  0(3, 
<3j  «',  donnent  un  rapport  liarmonique;  la  droite  aj3  sera 
la  polaire  cherchée  du  point  O  \  nous  la  désignons  par  L. 

VII.  PiiOBLiîME  FINAL.  Etant  donués  ucuf  points  O ^^ 
«2 , .  .  .  ,  «9  dune  surface  du  second  degré  et  un  dixième 
point  quelconqueO  ^reconnaître  si  ce  point  est  au  dedans^ 
au  dehors  de  la  surface  ou  dessus. 

Solution.  On  détermine  l'intersection  de  L  avec  2  du 
problème  VI  [voir  ci-dessus  i")-,  si  les  points  d'intersec- 
tion sont  réels  et  distincts,  le  point  O  est  en  dehors  de 

Uullctinmathémalique,  t.  IV.  (.Tuillet  i8S8.)  7 
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la  surface  ;  si  îc  poiiil  d'inlerscclion  est  double,  le  poinlO 
est  sur  la  surfaces;  si  les  points  d'inlcrscclion  sont  imagi- 
naires, le  point  O  csl  dans  l'intérieur  de  la  surface  S. 


BIBLIOGRAPHIE. 

Tables  de  Logaiiiïhmes  a  cinq  décimales  pour  les  nom- 
BPxES  et  les  lignes  trigonométuiqles ,  suivies  des  Loga- 
rithmes d'addition  et  de  soustraction  ou  Logaritlimes 
de  Gauss  et  de  diverses  Tables  usuelles  -,  par  /.  lloûel, 
ancien  élève  de  l'Ecole  JNormale,  docteur  es  Sciences. 
Iq-8.  Paris,  Mallet-Bacbelier -,  i858,  Prix  :  'i  francs. 


La  Table  de  logarithmes,  originale  et  unique,  cal- 
culée par  Napicr,  donnait  avec  sept  figures,  ou,  pour 
parler  un  langage  plus  moderne  mais  équivalent,  faisait 
connaître  avec  sept  décimales,  les  logarithmes  des  nom- 
bres et  des  lignes  trigonométriques.  Brlggs,  qui,  le  pre- 
mier, a  compris  les  idées  de  PSapier,  les  a  propagées  par 
l'enseignement,  et  s'y  est  associé  en  les  développant, 
peut-être  môme  en  les  améliorant,  a  publié  deux  Tables 
distinctes  ('*')  pour  les  nombres  et  pour  les  lignes  trigono- 
métriques, où  les  valeurs  de  la  fonction  logarithmique 
sont  exprimées  par  quatorze  chiffres  décimaux.  Depuis 
(Cite  époque,  quelques  Tables,  très-reslreintes  comme 
développement,  ont  été  calculées  avec  un  plus  grand 
nombre  de  décimahs:  mais  aucune,  pas  même  celh*s 
construites  au  Bureau  du  Cadastre  sous  la  direciion  de 
Pronv,  n'ont   fourni,   dans  une;   étendue   comparahh;   à 


C)  Arilhnu-ticn  lo!^nrilhmica.  I.ondiiii,  iir>.'i;  in-Colio. —  Ti  i'^onomrlria 
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celle  clesTaMcs  Av  Brij^^s,  uiuî  appioximalion  <''(jnival(Milo. 

Dos  consitléralions  d'écoiinmic  au  point  (](;  vue  ly[H)- 
i;iapirK[U(M)iil  ('lé,  ;m  moins  jus({ii'à  la  (in  du  siècle;  dci- 
in'or,  \c  princ  ipal  niolif  (pii  a  dcloimiiic  à  rcduiic  le 
nombre  des  décimales  dans  les  l'ables  suceessivemenl 
exlrailes  des  œiivr(;s  oiii^inales  de  lîrii^f^s  et  de  \  lacq. 
Gauss  paraît  avoir  traité  le  premier  la  question  scicn- 
titiquemeiJt,  en  vue  des  applications  diverses  f|ue  ces 
Tables  peuvent  recevoir.  S'altacliant  particulièrement 
aux  Tables  ([ui  ne  nécessitent  pas  l'emploi  des  diffé- 
rences secondes  pour  Tinlerpolation,  il  a  très-succincte- 
nicnt^  mais  très-nettement,  posé  les  principes  qui  en 
règlent  Tusago,  et  qui  déterminent,  dans  cbacpie  cas,  le 
degré  d'approximation  qu'on  peut  espérer  d'atteindre  (*). 
Quand  on  a  ac([uis  la  parfaite  connaissance  de  ces  prin- 
cipes, malheureusement  trop  peu  répandus,  on  comprend 
très-bien  la  raison  d'être  des  diverses  Tables  logarithmi- 
ques, où  le  nombre  des  décimales  est  plus  ou  moins  res- 
treint, et  on  sait  en  user  ou  s'en  abstenir  à  propos. 

L'illustre  auteur  de  la  Theoria  motus  corporum  cœles- 
tlum^  longtemps  après  la  publication  de  cet  ouvrage,  a 
déclaré  dans  les  Annales  de  Schumacher  (^*),  qu'il  ne 
faisait  jamais  usage  des  Tables  de  Callct,  et  à  plus  forte 
raison  des  grandes  Tables  de  \  éga,  qu'il  les  trouvait  trop 
développées;  que  les  Tables  de  Shervvin  lui  avaient  tou- 
jouis  suffi  5  qu'il  croyait  digne  d'encouragement  la  publi- 
cation de  Tables  à  cinq  ou  six  décimales,  et  qu'encore  il 

(*)  Theoria  motus  corporum  cœleslium,  p.  2G  et  seq.  lïamburgi,  1809; 
in-/j. 

(**)  Astronomische  Nachrichleiiy  t.  I*^*".  —  En  écrivant  l'article  auquel  je 
fais  allusion,  Gauss  semble  avoir  perdu  de  vue  que,  dans  la  Theoria,  les 
logarithmes  sont  donnes  avec  sept  décimales,  et  qu'il  y  fait  un  grand 
éloge  des  Tables  Irigonométriqnes  de  Taylor,  construites  aussi  avec  sept 
décimales. 


(  5.  ) 
y  désiinail  la  suppression  des  parties  piopoi  lioniielles. 
De  pareilles  Tables  sont  eu  effet  sans  danger,  quand  on 
sait  bien  nettement  le  degré  d'approximation  qu'elles 
peuvent  donner,  et  le  degré  de  préeision  que  l'on  veut 
atteindre.  Elles  présentent  d'ailleurs  d'incontestables 
avantages  sous  le  rapport  de  la  céléiilé  et  de  la  sûreté  du 
caleul. 

Les  Tables  à  cinq  décimales,  annoncées  en  tête  de  cet 
article,  ne  satisfont  qu'en  partie  au  vœu  exprimé  par 
Gauss,  puisqu'elles  contiennent  les  parties  proportion- 
nelles 5  mais  le  grand  géomètre  aurait  sans  doute  excusé 
ce  luxe  arithmétique,  en  considération  de  la  parfaite 
convenance  des  dispositions  générales  et  de  la  correction 
des  détails  d'exécution.  On  ne  pouvait  pas  moins  attendre 
de  l'auteur  de  cette  publication,  cjui  s'est  déjà  fait  avanta- 
geusement connaître  par  d'intéressants  travaux  sur  la 
mécanique  céleste,  et  par  la  traduction  de  plusieurs  Mé- 
moires de  M.  i-ejeune-Diriclilet,  relatifs  aux  parties  les 
plus  élevées  des  mathématiques. 

Les  Tables  de  Lalande,  qui  cojnposent  le  fond  du  nou- 
veau recueil,  ont  été  publiées  dans  l'origine  sous  le  for- 
mat in-i8  j  elles  comprenaient  uniquement  les  loga- 
rithmes des  nombres  entiers  de  i  à  loooo,  et  les  loga- 
rithmes des  sinus,  cosinus,  tangentes  et  cotangentes  de 
o  à  45  degrés.  ISl.  Hoûel  y  a  apporté  diverses  modifica- 
tions que,  dans  son  Avertissement,  il  énumère  ainsi  qu'il 
suit  : 

((  i"^.  L'agrandissement  du  format,  qui,  en  diminuant 
»  de  beaucoup  le  nombre  des  pages  à  feuilleter,  nous  a 
»   en  outre  permis  diverses  additions  utiles  ^ 

»  2".  La  suppression  des  caractéristiques  dans  la 
»  Table  des  logarithmes  des  nombres; 

»  3".  L'introduction  de  Tables  auxiliaires  donnant  les 
»  parties  proportionnelles  des  différences,  non-seulement 


(  •'i3) 
»    pour  les  logai  ilhincs  des  noiuhics,    mais  (Micore  pour 
^)   ceux  des  lignes  hii^oiioinclriqucs; 

))  4"-  ^^<*  iclahlissonuMit,  dans  les  Tablc'S  trigonorn<'- 
))  lil(juos,  des  loi^arilliiiics  des  si'canlcs,  que  1(î  défaut 
»  d\\spac(r  avait  fait  supj)iiin(M'  par  la  ])lnpart  des  au- 
»  leurs,  ta  (pii  soni  cepeudaiil  irès-eomniodes,  en  dis- 
))  pensant  de  l'emploi  des  compléments  arithmétiques 
»  dans  les  calculs  de  iiigonométrie  ^ 

»  5'*.  La  Table  des  logaiitlimes  des  uombrcs  a  été  pro- 
>)  longée  jusqu'à  loSoo,  nombre  de  secondes  contenues 
»  dans  3  degrés  ^ 

»  6'\  En  tète  des  diverses  colonnes  de  <  etie  Table, 
»  nous  avons  inscrit  les  valeurs  correspondantes  des  lo- 
))  garlthmes  des  rapports  du  sinus  et  de  la  tangente  à  Tare 
))  exprimé  en  secondes,  et  par  ce  moyen  cette  Table  peut 
))  remplacer  avantageusement,  pour  les  trois  premiers 
»   degrés,  la  Table  Irigonométrique  proprement  dite; 

»  y^.  Pour  les  petits  aies,  l'usage  des  lignes  trigonomé- 
))  triques  naturelles  est  souvent  p>lus  commode  que  celui 
))  de  leurs  logarithmes,  ceux-ci  se  prêtant  mal  à  Tinter- 
))  polation.  ÎSous  donnons  en  conséquence,  dans  nos  Ta- 
»  blés  Irigonométriques,  les  valeurs  naturelles  des  sinus 
))   et  des  tangentes  pour  les  trois  premiers  degrés.    » 

Parmi  les  additions  faites  par  M.  Hoûel  à  la  collection 
de  Lalande,  on  remarque  spécialement  une  Table  de  lo- 
garithmes d'addition  et  de  soustraction,  c'est-à-dire  une 
Table  destinée  à  faciliter  la  recherche  du  logarithme  de 
la  somme  ou  de  la  différence  de  deux  nombres,  connus 
seulement  par  leurs  logarithmes.  C'est  la  première  édi- 
tion française  des  Tables  de  ce  genre,  qui  sont  aujour- 
d'hui assez  répandues  en  Allemagne  et  en  Angleterre. 
A  ce  propos  je  suis  bien  aise  d'avoir  l'occasion  de  placer- 
une  critique,  ne  serait-ce  que  pour  rompre  la  monotonie 
de  cet  ai  ti(  le. 
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Personne  ne  sait  mieux  tjue  M.  Hoûel  à  (jui  appartitîiit 
l'idée  des  logarithmes  d'addition  et  de  soustraction,  qui, 
ïe  premier,  a  indic[ué  la  forme  à  doinier  aux  Tal)les,  et 
en  quels  termes  Gauss  cite  Leonelli  dans  les  quelques 
lignes  ([ni  précèdent  ses  Tables  de  iSi'2,  Comment  se 
fait-il  alors  que  M.  iloùel  écrive,  dans  rAvertissemcut  : 
<(  Les  logarithmes  inventés  par  Leonelli,  et  auxquels 
»  l'illustre  Gauss  a  donné  son  nom,  »  et,  dans  le  litre 
comme  dans  FLitroduciion,  u  Table  des  logarithmes 
d  addition  et  de  soustraction  ou  logarithmes  de  Gauss?  » 
Je  Cl  ois  qu'il  ne  faut  laisser  usurper  le  bien  de  personne, 
quand  on  peut  le  défendre,  et  qu'on  doit  exercer  une  vi- 
gilance plus  scrupuleuse  encore,  lorsqu'il  s'agit  de  main- 
tenir le  bien  des  pauvres.  Je  demandeiai  donc  à  M.  Hoùel, 
lors  d'un  nouveau  tirage  qui  ne  se  fera  sans  doute  pas 
attendre,  de  substituer  le  nom  de  Leonelli  à  celui  de 
Gauss,  dans  le  titre,  aux  pages  xxii  et  suivantes  de  son 
Introduction,  et  de  rectifier  Terreur  de  fait  que  tend  à 
accréditer  la  lédaction  amphibologique,  à  la  page  v  de 
rAveriissemenl  :  erreur  plus  dommageable  en  réalité  à 
la  mémoire  de  Gauss  que  la  rectification  ne  sera  profitable 
à  la  mémoire  de  Leonelli.  Il  serait  injuste  en  effet  de 
rendre  Gauss  responsable  de  l'usage  que  les  Allemands 
ont  fait  de  son  nom  dans  cette  circonstance.  La  locution 
logarilhnics  de  Gauss  a  également  cours  en  Angleterre; 
mais,  de  lauire  côté  du  détroit,  l'érudition  mathéma- 
tique n'est  pas  en  faveur,  si  j'en  juge  par  la  préface  de 
certaines  Tables  irès-estimées,  où  l'on  décore  du  nom 
ambitieux  de  méthodes  de  nos  contemporains,  MM.  Ja- 
mes, John,  W^illiam ,  etc.,  des  procédés  de  calcul  qui  ont 
été  donnés,  les  uns  par  Briggs,  en  1624,  les  autres  par 
Flovs^er,  en  1771  ('*'). 


(■*)   Pourquoi  i\irk.\foi  mules  de  Coi  dan  cl  pas  do.  Tailuglia,     Tm. 
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Apres  crllo  priilc;  salislaclion  doiinrc  à  mon  irn'lation, 
\v  me  trouve  plus  n  Taise  pour  dire  le  bien  que  j(!  ]ieusc 
du  Uavail  personnel  àc.  INJ.  lloûel ,  et  poui- en  in(li(juer 
sueeincl(Mnen(  l'nlililé. 

On  sait  (juc  les  Tables  des  logarillnues  de  Leonelli 
fournissent  une  relation  entre  les  trois  lonetions  A,  B,  C 

qui    roprésenlent    respeetivenicnl  logx,    lo^   1  i -\ — )» 

log(i-ha:).    Dans   les   Tables  calculées   priuiilivcnient 
par  (rauss,  d'après  les  idées  de  Leonelli ,  puis  étendues 
par  iNJaltbiessen,  la  quantité  A  est  prise  pour  argument, 
et  ou  trouve  en  rei^^ard  les  valeurs  C()rres])ondanles  de  B 
et  de  C  Plus  tard,  Zeeli  a  établi  deux  Tables  séparées, 
Tune  pour  Faddition,   l'autre  pour   la  soustraction  :   la 
première  a  pour  argument  A  et  donne  la  valeur  de  B; 
la  seconde  a  pour  argument  B  et  donne  la  valeur  de  C. 
Cette  séparatiou,  ty])Ograplîiquement  nécessaire  pour  des 
Tables  à  double  entrée,  comme  celles  de  Zcch,  était  mo- 
tivée d'une  manièie  générale  par  la  diiiéience  d'étendue 
(]ue    cliacune  des  fonctions  doit  occuper  dans    Téclielle 
numérique,  et  par  la  simplication  qu'elle  amène  dans  le 
calcul  des  parties  proportionnelles.  Ces  dernières  consi- 
dérations sufïisaient  pour  déterminer  M.  Hoûel  à  adopter 
la  séparation,  encore  bien  que  ses  Tables  dussent  être  à 
simple  entrée;  mais  il  a  encore  amélioré  la  disposition 
de  Zecb,  en  prenant  1(î  nombre  C  pour  argument  de  la 
seconde  Table,  dont  il  a  pu  ainsi  diminuer  l'étendue,  sans 
restreindre  le  degré  d'approximation  qu'elle  doit  fournir. 
Les  Tables  d'addiiion  et  de  soustraction  servent  non- 
seulement  à   résoudre ,   plus    rapidement    que   par    tous 
autres  procédés,  le  problème  :  Fêtant  donnés  log  ni  et  log  «, 
trouver  log  [îh  ±  n)  ^  elles  donnent  en  outre  une  solution 
plus  appiocbée  que  celles  (|ue  l'on  pourrait  déduire  de  ces 
autres  procédés,  si  on  les  mettait  en  œuvre  à  l'aide  de  Ta- 
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hlcs  vulgaires  qui  ne  (  oniprcndiaienl  pas  plus  do  chilîVos 
décimaux  que  les  Tables  spéciales.  M.  Hoiie]  a  donc  ac- 
(  onipli  une  œuvre  utile  en  cherchant  à  faire  fructifier,  en 
France,  une  idée  qui,  après  y  avoir  germé  il  y  a  plus 
d'un  demi-siècle,  a  été  étoulïée  sous  le  jugement  trop 
précipité  de  Delambie. 

Les  Tables  à  cinq  décimales  de  M.  Hoûel  peuvent 
fournir,  avec  cinq  figures  exactes,  le  logarithme  d'un 
nombre  ou  le  nombre  d'un  logarithme,  et  faire  connaître, 
à  5  secondes  près,  un  arc  donné  parle  logarilhnie  de  son 
sinus.  Ainsi  elles  suflisent  largement  aux  besoins  des  in- 
génieurs civils  et  militaires,  des  architectes,  des  arpen- 
teurs-géomètres, etc.,  dont  les  travaux  reposent  sur  des 
opérations  et  sur  des  formules,  qui  sont  loin,  en  général, 
de  présenter  un  pareil  degré  d'approximation.  A  plus 
forte  raison  peuvent-elles  suffire  aux  nécessités  de  l'in- 
struction publique,  car  les  élèves  ti cuveront,  dans  les 
diverses  parties  qui  les  composent,  le  moyen  d'appro- 
fondir et  d'appliquer  tous  les  principes  qui  leur  sont  en- 
seignés. Sous  ce  dernier  rapport,  le  prix  minime  auquel 
l'ouvrage  est  mis  en  venie,  n'est  pas  une  considération 
à  dédaigner. 

Les  Tables  de  M.  Hoiiel  sont  imprimées  avec  le  soin  et 
avec  la  correction  que  Ton  est  habitué  à  rencontrer  dans 
les  publications  mathématiques  qui  émanent  de  la  maison 
Mallet-Bachelier.  Je  regrette  seulement  qu'on  ait  adopté, 
pour  les  divisions  principales,  dans  clia(|ue  page,  des  filets 
verticaux  aussi  larges  que  ceux  de  rencadreuient.  Par  un 
effet  de  contraste,  les  caractères  palissent,  et  l'œil  ressent 
quelque  fatigue  de  la  répétition  et  de  la  continuité  des 
tons  noirs.  Je  soumets  cette  réflexion  à  l'habile  Directeur 
de  l'imprimerie,  persuadé  qu'il  trouvera,  sans  grands 
frais,  un  remède  à  l'inconvénient  que  je  signale. 

F.   Lefort. 

Paris  ,  le  ô  juillet  i858. 
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HRAMER  (Benjamin). 

Né  à  Fcldsbcrg  (  Hcssf)  en  i  588  ,  élevé  dès  son  enfance 
dans  la  maison  de  son  beau-frère  Burgi ,  alors  horloger 
du  landgrave  Wilhelm  IV  ,  à  Cassel ,  et  célèbre  second 
inventeur  des  logarithmes.  En  i6o3  Bramer  alla  avec 
Biirgi  à  Prague-,  mais  en  i6i  i,  lors  de  la  mort  de  sa  sœur, 
Bramer  revint  dans  son  pays,  ej;  en  1612  fut  placé  comme 
architecte  à  Marburg.  On  a  de  lui  : 

1.  Prohlenia,  ^vie  aus  behaîint  gcgebenein  si'nu  eines 
grarleSy  minuten  oder  secundêii  aile  fol genden  sitiusaufs 
le.iclitcsle  zii  jinden  und  der  canon  sinitum  zu  ahsolvi- 
ren  seye ,  zu  Marburg.  i6i4- 

«  Problème,  connaissant  le  sinus  d'un  arc  donné  en 
degrés  ,  minutes  et  secondes ,  on  peut  en  déduire  de  la 
manière  la  plus  facile  les  sinus  suivants  et  construire  une 
Table  de  sinus.  » 

2.  Benjamin  Brameri  Beschredjung  eines  sehr  leich- 
fen  perspectif' und  grundreissenden  instruments  auff 
einem  stande  :  auff  herrn  Johan  Faulhahevrs  ^  bes- 
tellten  Ingénieurs  des  Hey.  Beichs  stadt  Ulm ,  weitere 
continuation  seines  matheniatischen  Kunstspiegeh,  geor- 
dnet.  Gedrucktzu  Cassel  durch  Johan  Tf^essel ,  und  zu 
FrancJifurt  bey  Eberhard.  Kicsern ,  hupferstechern ,  zu 
finden  im  Jahr  16^0. 

«  Description  d'un  instrument  très-commode  pour 
prendre  la  perspective  et  lever  des  plans  d'une  seule 
station:    arrangée    comme    continuation    ultérieure    du 
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miroir  artificiel  niathémalique  do  Jean  Faulhaber,  ingé- 
nieur en  litre  de  la  ville  du  Saint-Empire,  Ulni.  Impri- 
mé à  Cassel  chez  Jean  Wessel  et  se  trouve  à  Francfort 
chez  Eberhard  Kieser,  graveur  en  cuivre.  » 

L'ouvrage  est  dédié  au  célèbre  Faulhaber,  et  il  dit  en 
commençant  que  dans  les  mathématiques  on  rencontre 
beaucoup  de  choses  cachées  et  merveilleuses  5  entre 
autres,  de  réduire  la  multiplication,  la  division,  l'ex- 
traction des  racines,  à  desimpies  additions,  soustrac- 
tions, divisions,  etc.,  et  cela  au  moyen  de  deux  progres- 
sions,  l'une  arithmétique  commençant  par  o,  et  l'autre 
géométrique  commençant  par  i  -,  et  il  donne  pour 
exemple 

o,    I,   2,   3,  4> • • • > 
1,2,4,  8,    16. . . , 

et  il  ajoute  : 

u4us  dieseni  fundainent  hat  niein  lieber  schwager  und 
praeceptor  Johst  Burgi,  uor  zwanzig  und  mehr  jahren, 
eine  schône  progresstabul  mi  tihren  differenzen  "von  10 
zu  10  in  9  ziffern  calculirty  auch  zu  Prag  oline  bevicht  in 
anno  1620  druchen  lassen,  und  ist  also  die  im^ention  der 
Burgilogarith,  nicht  desNeperi,  soudera  des  gedachten 
[wie  solches  \nelen  vissend^  und  iline  auch  herrn  Kep- 
plerees  zeignuss  gibt)  lange  zuvor  evfunden. 

((  C'est  sur  ce  principe  que  mon  cher  beau-frère  et 
précepteur  Jobst  Burgi ,  il  y  a  vingt  ans  et  davantage,  a 
calculé  avec  9  chiOVes  une  belle  Table  de  progression 
avec  les  différences  de  10  en  10  et  qu'il  a  fait  imprimer  à 
Prague  en  1620  ,  et  ainsi  l'invention  des  logarithmes  n'est 
pas  de  Neper  mais  de  Burgi  ci-mentionné  (comme  le 
savent  plusieurs  et  comme  Keppler  lui  en  a  aussi  donné 
témoignage)  qui  a  fait  cette  invention  longtemps  aupa- 
ravant. 
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3.  yinhani^  citics  herichts  von  M.  Johslcn  Jiur^i 
gconictrisc/ic  Trian^ularinstninient,,  addition  d'un  rap- 
porl  sur  uiiiiislriimcnt  gc'oinélrico-lriaiigul.iircdcM.Jobsl 
lUiri;!  ^  drdié  à  Wilhclin  IV  en  1648^  il  a  calculé  les 
sinus  de  deux  secondes  vu  deux  secondes. 

4.  Apollonius  Caltus  oder  g(;oinetrischen  Wegweiser, 
3  vol.  in-4.  Cassel,  i634-48  (*). 

i".  AVerden  die  Fundamenla  der  conischcn  seclionen, 
so  von  Apollonius  Pergacus  mit  schwercn,  ab  absurdo 
genomcnen  démon trationen  dargethan,  nunmelir  aus 
leichten  Euclidischen  grunden  erwiesen-, 

2^.  Wird  gewiesen  eine  neue  leichtc  u.  selir  bequcme 
weise  allerhand  Sonnenubren,  dieselben  fallen  se  selt- 
zam  sic  wollen  ,  auf  einen  cylinder  zu  sclineiden  und  auf 
zu  reissen; 

3°.  Anhang  eincs  beriehts  von  M.  Jobsten  Burgi  geom. 
tiiangular^instrument,  zu  jur  leieht,  kaizen  doch  ge- 
vN'issen  land  und  feldmessen ,  wie  auch  andere  bôlicn, 
Tieflen,  Langen  und  Breilen  zu  eremessen  dienlich.  C'est 
une  nouvelle  édition.  Cassel,  i684. 

5.  Etliche  geometriche  quœstiones,  so  bishero  nicht 
liblicli  gewesen ,  4-  Marburg,  1618. 

6.  Geometricher  Wegeweiser,  4-  Marburg,  1646. 

7.  Kurze  Bericliligung  eines  Schreg  oder  Winkel 
instruments  darmit  aile  aus  und  eingebogenen  Scliregen 
abzunehmen.  Marburg,  i6i5, 

8.  Trigonometria  planorum  mecanica  oder  unterricht 
und  beschreibung  eines  neuen  geom.  instruments  zu 
allerhand  abmessung  u.  salvirung  der  plancochen  trian- 
gel,  4-  Marburg,  lô'i^. 


[*)  Apollonius  Hi:ssois,  Vropi iêiés  des  sections  conlt/iws. 
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9.  Kurzer  aber  deullicher  bericlit  vom  gcbrauch  des  von 
Bj.  Bramer  erfundeiien  proportionnel  instruments.  Cas- 
sel,  1622.  « 

10.  Bericht  zu  Jobsten  Burgi  gcom.  Iriangular  instru- 
ment, 4-  Cassel,  1648. 

11.  Bericht  zu  seinem  semicirculo,  damit  in  allen 
triangeln  in  einer  observation  nit  allein  die  drei  Latera, 
souderen  auch  die  drei  Wenkel  einer  triangls  zu  finden. 
Ulm,   i65i. 

Bramer  est  mon  à  Ziegenhayn  de  1649  ^  i65o. 
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Leonhardi  EuLERi  OPERA  MINORA  COLLECTA.  Leouhardi 
Euleri  Commeniationes  arithmeticae  collectae-auspi- 
ciis  Academiae  imperialis  Scieniiarum  Petropoli tance 
ediderunt  auctoris  pronepotes  D'  P.  H.Fuss  (*),  Acade- 
miœ  Petropolitanaeperpetuoa  secretis,etNicolausFuss, 
matheseos  professor  in  gymnasio  Petropolitano  Lavi- 
nensi.  Insunt  plura  inedita.  Tractatus  de  numerorum 
doctrina  capita  xvi  aliaque.Tomus  prior  Petropoli,  typis 
ac  impensis  Academiœ  imperialis  Scientiarum,  1849^ 
Imperatori  augustissimo  Nicolaœ  primo  consecralione, 
in-4  5  Prooemiuni  xxviij  Eloge  d'Euler,  par  Fuss, 
xxix-XLix^  Index  systématique,  li-lxxxvii. 

En  1834,  on  découvrit  la  pierre  sépulcrale  d'Euler 
couverte  d'herbes  et  enfoncée  dans  le  sol  d'un  cimetière 
de  Saint-Pétersbourg  consacré  à  la  Sainte  Vierge  de  Smo- 

(*)  Un  l'usb  a  épousé  une  pelile-lille  d'Euler. 
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lensk  {^Sniolonshiiifia).  Jj'Ac'adéiiiif  lésolul  d'élevcM-  ou 
cet  endroit  un  inoiiuinoiil.  Aloi's  vint  l'idct;  d'un  second 
monument,  plus  durable,  plus  utile  (pie  le  premier, 
savoir  ; 

Tùlitio  complcla  oinniani  opcruin  viri  illius  ^  qucni 
AcndeiniaPelvopolilana  in  de  a  prima  origine  qidnqua- 
ginta  aniplius  annos  suuni  fuisse  gloriatur. 

((  Une  édition  eomplète  de  tous  les  ouvrages  del'fiomme 
que  rAeadémie  de  Pétersbourg  se  glorifie  d'avoir  possédé, 
lors  de  sa  iondalion,  pendant  [)lus  d'un  demi-siècle.  » 

C'est  le  D*^  P.  A.  Fuss,  depuis  1826  secrétaire,  ({ui,  le  6 
mars  i844i  ^"'^  ^'t  la  proposition  à  l'Académie  qui,  l'ayant 
adoptée,  la  transmit  à  M.  S.  d'Ouvaroiï\  ministre  de 
l'instruction  publique,  président  de  l'Académie.  On 
calcula  que  cette  édition  devait  renfermer  à  peu  près 
25  volumes  grand-in-4  de  80  feuilles  ou  64o  pages  chacun  j 
en  publiant  200  feuilles  par  année  ou  4  feuilles  par  se- 
maine, il  faudrait  dix  années-,  car  les  Mémoires  de  Saint- 
Pétersbourg  renferment  plus  de  5oo  Mémoires  ^  ceux  de 
Berlin,  120;  de  Paris,  17^  de  Leipsig^  lo,-  de  Turin,  6. 

Le  ministre  accueillit  avec  faveur  la  proposition,  mais 
remit  l'exécution  à  un  temps  plus  favorable  [in  tempus 
magis  secundum).  Au  bout  de  deux  années,  le  temps 
n'étant  pas  devenu  plus  favorable,  l'Académie  résolut  de 
faire  l'entreprise  à  ses  propres  frais  et  de  commencer  par 
les  œuvres  mineures  [opéra  minora)  eu  8  volumes  in-4. 
Les  deux  premiers  volumes  sont  publiés  et  traitent  en 
général  de  la  théorie  des  nombres. 

Tome  I .  Le  préambule  [proœmium),  signé  P.  H.  Fuss, 
décembre  1848,  contient  ces  renseignements  et  la  liste 
de  soixante  et  un  écrits  inédits  que  M.  Fuss  a  trouvés  dans 
les  papiers  d'Euler  légués  à  ses  héritiers. 

Ces  écrits  inédits  sont  rangés  dans  cinq  catégories. 

1.    Théorie  des  nombres.    Les  carrés  magiques  j   pro- 


G 
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blêmes  sur  les  sommes  des  carrés  \  ces  problèmes  avaient 
besoin  d'une  révision  faite  par  le  savant  aritlimologue 
Tcliebytchew. 

2.  Géométrie.  Application  du  calcul  diiTércntiel  aux 
lignes  courbes.  C'est  sans  doute  le  commencement  de 
cette  troisième  section  des  Insti'tuUoncs  calculi  diffe- 
reniialis  mentionnée  dans  cet  ouvrage  (parsii,  cap.ii, 
§  282,  283,  289). 

3.  Calcul  des  sinus.  Savant  paradoxe  sur  la  multipli- 
cation des  angles. 

4.  Calcul  des  probabilités.  Véritable  estimation  du 
sort  dans  le  jeu.  Réflexions  sur  une  espèce  singulière  de 
loterie  nommée  loterie  génoise  (en  français).  C'est  une 
réponse  faite  au  grand  Frédéric  qui  l'avait  consulté  à  ce 
sujet. 

5.  Calcul  intégral. 

6.  Mécanique.  Principia  pro  motu  sangidnis  per  arte- 
rias  determinando,  en  43  paragraphes-,  les  paragraphes 
I  à  i4  manquent. 

7.  Astronomie.  Astronomia  practica.  contient  219  pa- 
ragraphes et  7  chapitres  sur  l'attraction  des  sphères,  et 
sur  les  forces  perturbatrices.  —  Nouvelles  Tables  astro- 
nomiques pour  calculer  le  lieu  du  soleil,  Berlin  i744i 
avec  beaucoup  de  corrections  grammaticales  de  la  main 
de  Formey.  Euler,  obligé  d'écrire  en  français,  langue  qu'il 
connaissait  encore  peu,  rédigeait  ses  Mémoires  en  latin 
et  puis  en  faisait  des  versions,  ce  qui  lui  prenait  beaucoup 
de  temps  ^  dans  la  suite ,  il  parvint  à  écrire  de  prime  abord 
en  français. 

8.  Artillerie.  Meditatio  in  expérimenta  explosione 
lormentorum  nuper  instituta  (autogr.  6  pages). 
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î).  Physica.  Un  Iraiu';  de  })hysî(juc  en  alliîinaïul,  ocril. 
vers  \'^'^o  (M  ]ioni'  livjiicl  ImiKm'  a  iccu  loo  llialcrs  de  gra- 
lilicalioii-  la  sixiciur  feuilles  maïujucj  coiilicnl  les  prin- 
cipes i^énéraux.  —  Théorie  i^énérale  de  la  dioptrique  (en 
français)-  dilVère  beaucoup  du  Mémoire  inséré  en  1^65 
dans  les  Mcmoires  de  V  Académie  de  Paris  j  ^i  M.Fuss  dit 
(jue  la  pnblicalion  serait  encore  très-intéressanle.  — Re- 
clieiclies  sur  la  découverte  des  courants  de  la  mer  (en 
français).  11  sciait  intéressant  de  comparer  ce  Mémoire 
avec  la  Qco graphie  de  la  nier,  par  Maury,  ouvrage  tra- 
duit par  mon  iils,  professeur  d'hydrographie  à  Dun- 
kerque.  —  Commencement  d'une  réponse  à  une  question 
proposée  par  FAcadémiede  Paris  en  iy5i  et  non  envoyée. 
Fuss  dit  qu'elle  aurait  été  couronnée. 

Mélanges.  Dans  celte  précieuse  réunion  de  documents, 
M.  Fuss  a  montré  autant  de  dévouement  que  de  sagacité. 
Tous  ces  papiers  étaient  entassés  sans  ordre.  Car  en 
1772  la  maison  d'Euler  fut  détruite  par  un  incendie  et 
tous  ses  manuscrits  furent  transportés  pêle-mêle  dans  un 
autre  domicile.  Il  y  en  eut  aussi  de  perdus  en  entier  ou 
en  partie. —  Ce  préambule  est  suivi  de  l'Eloge  d'Euler,  par 
Nicolas  FusS;,  père  du  secrétaire  actuel,  et  lu  à  l'Acadé- 
mie du  23  octobre  1783  (xxix-xlix). —  Ensuite  :  Index 
systématique  et  raisonné  des  Mémoires  arithmétiques  de 
Leonhard  Euler  contenus  dans  les  deux  volumes  de  celte 
collection,  par  MM.  V.  Bouniakowsky  et  P.Tchebychew(*) 
(lii-lxxxvii). 

i^""  section.  Divisibilité  des  nombres^  décomposition 
des  nombres  en  facteurs^  nombres  premiers^  théorie  des 
résidus. 


(*)  P  est  la  lettre  initiale  de  Pafnoufiy ,  saint  russe  ,  palron  de  la  ville 
de  Borrows,  gouvernement  de  Kalouga.  M.  Tchcbychcw  est  né  près  de 
Rorrows. 
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1^  section.  Décomposition  des  nombres  en  sommes  de 
dilTérenles  formes  en  cariés,  en  nombres  triangulaires,  etc. 

?>^  section.  Analyse  de  Diophante^  résolution  d'équa- 
tions indéterminées.  Problèmes-,  les  sujets  sont  classés 
d'après  le  nombre  d'équations  simultanées  qu'il  faut 
résoudre  sur  certaines  conditions  et  non  d'après  le  nom- 
bre des  inconnues  ,  distinction  très- rationnelle. 

11.  Mémoires  qui  se  rapportent  plus  ou  moins  direc- 
tement à  la  théorie  des  nombres. 

Cet  index,  conçu  dans  un  esprit  philosophique,  offre 
une  lecture  très-instructive  et  facilite  singulièrement  les 
recherches.  L'index  donne  les  titres  de  quatre-vingt-huit 
Mémoires  publiés  antérieurement  etdecinqinédits.  A  côté 
des  énoncés  latins,  les  auteurs  ont  mis  des  traductions 
françaises  avec  d'utiles  développements  \  les  Mémoires 
sont  de  1^3 2- s  ^772. 

Tonius  posterior ^  in-4  de  65 1  pages. 

Les  Mémoires  de  177^^  à  1782  et  les  Opéra  arithmetica 
inédites. 

Tractatus  de  numevoruni  doctrina  capita  xvi  quœ 
supersLint,  de  Soi  à  576,  commence  par  les  Notices  les 
plus  élémentaires ,  et  chapitre  XV,  de  dwisoribus  numéro- 
rumjorniœ  x^  ■+-  ^  y^- 


ARITHMOLOGIE. 


KuMMER.   Sur  la  loi  générale  de  réciprocité  des  restes 

de  puissance. 


I 


C'est  une  extension  du  théorème  de  Legendre  et  de 
Gauss  sur  la  loi  de  réciprocité  pour  les  formes  quadrati- 
ques,  section    S*"  des  Disquisitiones .  et   s'applique   aux  | 


(«5  ) 
puissances  X;  ce.  nombre  X  ci.inl  promior  absolu,  mais  ne 
s(!  rencontrant   pas  comme  laetcni"  dans  1  un  des   numé- 
rateurs des  premiers  -  (X  —  i)  nombres  bernoulliens. 

Divisons  la  suite  naturelle  d(îs  nombres  carrés  pai-  le 
nombn;  premier  p  ;  les  puissances  de  p  donnent  pour 
reste  zéro;  mais  les  autres  carrés  donnent  pour  reste, 
non  tous  les  nombres  de  la  sui  te  i ,  2  ,  3 , .  .  . ,  /;  —  i  *,  mai  s 
ct^rlains  de  c(\s  nombres  (pi'on  nomme  rcsiclus  quadrati- 
ques^ et  les  autres  nombres  de  cette  suite  sont  nommés 
résidus  non  quadratiques  ou  simplement  non  résidus  • 
soit ,  par  exemple  ,  ^  =  5  ;  dans  la  suite  1 ,  2  ,  3  ,  4  1  les 
nombres  i  et  4  sont  résidus ,  et  2  et  3  non  résidus,  car 
I,  4î  9î  16,  divisés  par  5  ne  laissent  pour  restes  que  i  et 
4.  Gauss  a  démontré  le  théorème  suivant  qu'il  nomme 
fondamental  [Disquisil.  ,§131,  section  IV.) 

Soil  p  un  nombre  premier  de  la  forme  4n-|-i.^/, 
parmi  les  résidus  quadratiques  de  p  se  trouve  un  nombre 
premier  q  ,  le  nombre  p  sera  aussi  un  résidu  quadratique 
de  q  ;  et  si  q  est  un  non  résidu  de  p,  p  est  aussi  un  non 
résidu  de  q. 

Si  p  est  un  nombre  premier  de  la  forme  4n  -f-  3  e^  -h  q 
un  nombre  premier  résidu  quadratique  de  p ,  alors  —  p 
sera  résidu  quadratique  de  o^-^et  si  -\-  q  est  un  non  résidu^ 
—  p  sera  un  non  résidu  de  q. 

C'est  ce  théorème  fondamental  qui  constitue  la  loi  de 
réciprocité  des  résidus  et  non  résidus  quadratiques  j 
c'est  cette  loi  que  M.  Kummer  a  étendue  à  des  puissances 
quelconques ,  assujetties  à  la  condition  ci-dessus  énoncée  : 
sa  démonstration  est  fondée  sur  la  théorie  des  nombres 
complexes  effectifs  et  idéaux  (*),  démonstration  analogue 

(*)  Des  éclaircissements  sur  les  nombres  idéaux  qui  ne  sont  pas  los  ima- 
'jinaires  ordinaires  sont  tr("'s-dcsi râbles  ,  même  indispensables. 

UuUctin  malhèwaliquc  ,  l.    I\'.  f  Septembre  i858.)  9 
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/(  la  seconde  déinoiist ration  (|Tie  (jauss  a   donnée  de  sou 
ihéorèine  fondamental  [Disq.  ,  sect.  V,  §  262).  Ce  Mé- 
moire   extrêmement    concis    échappe    à    toute    analyse. 
[Bulletin  de  FAcad,  de  Berlin.) 


V.  BouNiAKOWSKY.  Suv  lui  problème  de  position  relatif 
à  la  théorie  des  nombres,  (Bulletin  physique  et  mathé- 
matique de  l'Académie  de  Saint-Pétersbourg,  t.  XVI, 
.857.) 

\.  Soit  la  suite  naturelle  des  nombres  impairs  de 
i  à  2  N  -f-  I  écrits  dans  ces  ordres  successifs  \  pour  fixer 
les  idées ,  prenons  N  =  4  • 

Ordre  primitif.  ...  i  234^^7^9 

n°i 8  6     4     ^      '      ^     5     7     9 

n°2 7  3     2     6     8     4     I     5     9 

n°3 5  4     6     3     7     i     8     i     9 

n°4 I  2     3     4     5     6     7     8     9 

Le  rang  n*^  i  se  trouve  déduit  du  premier  d'après  cette 
loi  :  on  écrit  le  premier  terme  (i)  sous  le  terme  du  mi- 
lieu (5)  ^  le  second  terme  (2)  à  gauche  du  i  ^  le  troisième 
sera  à  droite  ,  le  quatrième  à  gauche,  et  ainsi  de  suite. 

On  déduit  le  rang  n^  1  du  rang  du  n°  i,  d'après  la 
même  loi  \  le  premier  (8)  sous  le  terme  du  milieu  (i)  ^  le 
second  terme  6  à  droite;  le  troisième  terme  4  ^  gauche; 
parvenu  au  quatrième  rang ,  on  retrouve  l'ordre  pri- 
mitif. 

Si  dans  Tordre  primitif  on  s'arrête  à  8,  il  suffit  de  sup- 
primer la  colonne  des  9;  on  voit  même  qu'en  général, 
soit  (jue  l'ordre  primitif  se  termine  par  2  N  ou  par  2N-I-1, 
il  faut  toujours  former  le  même  nombre  de  rangs  pour 
revenir  à  l'ordre  primitif 


(  «7  ) 
2.  Soit  doiu*  la  suiu; 

1,      2,      3, .  .  .  ,      «',...,      2lN  -hi, 

où  u  est  un  nombre'  (|uelconquc  de  celte  suite  ^  représen- 
tons par  Vi  le  quantième  de  la  place  qu'occupe  ce  nombre 
i^dans  un  rang  quelconque,  et  par  p-^  le  quantième  dans  le 
rang  immédiatement  suivant;  les  places  sont  conq^tées 
de  gauche  à  droite.  On  a  cette  relation 

4r.=  4N4-3  -(-)..  (2^1-') 

et  l'auteur  parvient  à  ce  théorème  lînal  : 

Le  nombre  minimum  de  U  ans  formations  qui  ramène 
à  son  état  primitif'  un  agrégat  composé  de  aN  -j-  i  ou 
2N  éléments,  est  déterminé  par  l'exposant  minimum  /a 
satisfaisant  à  la  congrucnce 


Exemple  : 


N  =  4;     4N+i  =  i7: 


on  a 


4*  —  1=17     ou     pt.— 4;     ^^  —  \  ^  i^S=^  i'}  .i5 , 

N  =  5;     4N  +  I  =  21; 


on  a 


21  j     |x  =  6. 


On  trouve  dans  cet  ingénieux  travail  encore  d'autres 
considérations  très-intéressantes;  par  exemple,  il  y  a  le 
cas  où  l'on  rencontre  des  colonnes  formées  par  le  même 
nombre  qui  se  répète;  soit  N=8;  2N-i-i=::i7,  le 
nombre  6  est  le  même  dans  la  sixième  colonne,  comme 
le  nombre  l'j  dans  la  dernière  colonne;  on  donne  des 
règles  pour  trouver  ces  sortes  de  nombres. 


(*)  Le  poinl  Icibuilzicn  indique  un  multiple;  l'autour  se  sert  do  la  no- 
tation usuelle. 
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UIBLIOGKAPIIIL 


TrATTATO    DEL    MODO    BllEVISSIMO     DI     TROVARE    LA    RADICE 

QUADRA  DELLi  NUMERi ,  et  Regolc  (l'approssiniarsi  di 
continuo  ril  vero  nelle  radici  de'  numeri  non  quadrati , 
eoQ  le  cause  et  inventioni  loro,  et  anco  il  modo  di  pi- 
gliai  ne  la  radiée  cuba  ,  applicando  il  lulto  aile  opera- 
tioni  militari ,  et  altre  di  Pietro  Antonio  Cataldi, 
lectore  délie  scienze  matematiche  nello  studio  di  Bo- 
logna  ^  air  illusliissimo  signore  et  padrone  colendissimo 
Fra  Ludovico  Mariscotti ,  conte  et  cavalliero  Hiero- 
solimitano  gentilhuomo  di  caméra  del  serenissimo  sig. 
duca  di  Savoia,  et  stipendiato  délia  sacre  Maesta  del 
Re  Catolico.  In  Bologna,  apresso  Bartolomeo  Cochi. 
MDCXIII.  Con  licenza  de'  superiori.  In-folio  de  i4o 
pages;  titre,  dédicace  et  poëme  2  pages. 

A  la  dernière  page  (i4o),  Tauteur  s'adresse  au  lec- 
teur et  sollicite  son  indulgence  pour  le  peu  d'ordre  et 
même  de  clarté  qui  règne  dans  l'ouvrage  auquel,  tour- 
menté par  des  douleurs  physiques  et  morales,  il  n'a  pu 
travailler  qu'à  bâtons  rompus  et  par  fragments.  Les  der- 
nières lignes  annoncent  que  le  manuscrit  a  été  livré  à 
l'imprimerie  le  lundi  1 1  août  1597  ^  ^^  heures  un  quart 
(9  heures  un  quart  du  matin)  (*). 

La  vignette  du  titre  porte  le  blason  des  Mariscot  avec 
la  devise  Loyalemant  sans  douter  •  le  portrait  en  taille- 


(*)  Cataldi,  ne  k  Bologne,  mort  le  11  lévrier  i6j8.  Professeur  de  ma- 
thématiques et  d'a^tionomie  à  runiversité  de  KoIo^mic  depuis  i38/|  jusqu'à 
i6i/(.  A  public  plus  de  trente  ouvrages. 


a 


(  6.9  ) 
«loucc   cUi  cliiîvallri    de   Malte,  alors  âgé  dv  liciile-einq 
ans,  précède  la  dédicace  (*). 

Dans  les  douze  premières  pages,  on  lit  une  méthode 
abrégée,  très-pénlblcment  exjjosée,  de  Textraction  de  la 
racine  carrée  et  d'autres  racines  j  on  trouve  chiffre  par 
chiffre,  mais  des  opérations  mentales  facilitent  les  sous- 
tractions, les  divisions  et  les  élévations  aux  carrés.  L'au- 
teur sépare  les  tranches,  allant  de  droite  à  gauche,  en 
mettant  un  point  sous  le  premier  chiffre,  un  autre  point 
sous  le  troisième,  le  cinquième,  etc. 

La  page  12  a  pour  titre  ; 

Discorso  inlorno  al  modo  dlpi^liare^  à  troware  la  ra- 
diée quadra  prossima  delli  muncri  non  quadrati,  for- 
mando  il  rotto  y  che  sia  piii  del  dovere^  et  délia  appros- 
simasione  continua. 

Procédés  et  raisonnements  très-justes,  mais  portant 
toujours  sur  des  exemples  numériques.  Ils  sont  obscurs 
et  pénibles  à  suivre  :  transcrits  algébriquement ,  tout 
se  ramène  à  ce  qui  suit  : 

Soit  N  un  nombre  entier  non  carré;  posons 

N  =  a'  4-  b, 

où  a'  est  le  plus  grand  carré  contenu  dans  N  ^  on  a  les 
identités 

/  ^  \  ^        6' 

^z^a-'  -Y-  b  =  [a  -\ —  7—  z=za]  —  b, 

\  la )        4  ^^ 

=     rt, —  -r-7  =  a,  —  6, 


la,)        /^a\ 


ai ^  I  —  T^» 


(*)  Le  cclcbre  {îonéral  <lii  (ionie  Marcscot,  morl  en  i83i,  prctciuluit 
dcscendio  do  celle  l'ainille  dcb  Mariscolli  qui  a  |>roduit  plusicurb  hommei» 
distingués  des  le  xin^'  siècle 


(  7"  ) 
où 

b  ^  b'  b,  .  b] 

On  voit  que  les  quantités  ai ,  a^ ,  ^3 ,  etc.,  vont  en  dimi- 
nuant et  sont  toujours  supérieures  à  yN.  En  effet 

a  ^  =z  a-i -Jf  b  -\-  y— 5 
4« 

•  .        ,  b]  ^         b] 

ai  =  a]  —  bi  -i-  y-i-  =  «2  4-  o  -h  y—  1 

,  .  b        b'        b'  .  1.     . 

et  les  expressions  —  ->  —  ?  —  vont  aussi  en  diminuant. 

^  2<2       2«,       2^2 

Ainsi  on  approche  de  plus  en  plus  de  la  racine ,  toujours 
par  excès  (  piii  del  dovere). 
L'auteur  donne  pour  exemples 

T°.  v^44,       «=6,     ^  =  8, 

et  trouve  successivement 

3  00 

/-y—F  3  1461 

2°.    V4Qt),       rt,=22  ,        a-i  =  2.1  ■— 

^^  II  0090 

,— ;  3  3o3  3271 7x3 

3°.  v/55,       «,  =  ,-,     «-  =  7^.     "'  =  1^86^^- 

3  4^1 

4°.  v'3,         fl,  =  2,     «,  =  iy,     ^3  =  1—, 

79^3  29q3o32oi 

'''^' 7^864'     ''''^'408855776' 

Ce  procédé  algébriquement  écrit  devient  une  série. 

2.   A  la  page   18,  on  trouve  ce  procédé  pour  trouver 
des  valeurs  de  plus  en  plus  gratifies  y   mais  toujours  in- 


{  7-   ) 
IV'i'KMU'cs  [minore  tU'l  (lovaic)  à  la  vrai(î  valeur: 

h' 


\       2  «  4- 1  y     7.(1  -\-  \ 


(  2  /7  -h  I  )' 


-V 


«'   +   ^2. 


a   4-  <2,  -h   1  /  (fl-h/7,   +l)' 

Or 

(«  H- i)^^  «;  H- è,     et     a^^a^^      flj<|N, 

et  ainsi  de  suite. 
Exemple  : 

Q 

v/44>     «  =  6,     ^  =  8,     rt,  =  6^9 

I  o 
^112  _  »528 

177  2423 

11  fait  la  juste  remarque  que,  pourvu  que  l'on  choisisse 
pour  «1  une  valeur  quelconque,  mais  telle  que  son  carré 
soit  inférieur  à  N,  le  même  procédé  donne  pour  a^  une 
valeur  plus  approchée  et  toujours  par  défaut  ;  par  exemple 
prenons 

5 

8 


a,  =r  6  - 


qui  remplit  la  condition  exigée-,  on  trouvera 

109 

Soit 

N  =  20-; 
2 


prenons 


on  trouve 


(  7^) 


«,  =  4-; 


,   lO  /   Ï9ï  /   ï820 


Chacun  de  ces  calculs  numériques  occupe  deux  pages 
in-folio. 

3.   Auire  procédé  pour  trouver  les  racines  par  défaut. 

Soit 

N  =  «;  —  ^,  =  aî-h[i., 


on  a 


donc 


de  là 


Vn 


p. 


v/n 


p. 


«1  -\-  «1 


?. 


«I  -h  a. 


<Vn, 


et  cette  valeur  est  plus  grande  que  ai  et  par  conséquent 
plus  approchée. 


Exemple  : 

N^44,       -.=6|,      a,:=6^,      P.:^^,     v/N<61^. 


269 


4.   (P.  33.)  Soient 

N  =  a^  4-  ^  =  a.J  +  p,, 


on  aura 


p. 


a,  H-  a-. 


>S/IN; 


(  73  ) 

N  =a]  ~  b,  =a\  —  b,, 


"i  4-  a, 


v/n. 


Il  doniuî  iMicurc  d'aiUrcs  procétios  du  mcrnc  î^cnreî  cl 
monlro  nièiue  qu'on  peut  toujouis   trouver  la   racine  à 

moins  de  -  près,  soit  par  excès,  soit  par  défaut ,  et  l'on 

voit  ([lie  tous  ces  procédés  mènent  à  des  approximations 
par  séries. 

5.   (P.  4o-)  On  y  lit  une  remarque  importante  qui  re- 
vient à  ceci  : 

Soit 

N  =  fl^  -h  ^, 

a  étant  le  plus  crand  carré  contenu  dans  N  :  si  a  -| 

est  une  valeur  approchée,  alors  a  H j-    sera   une 

ia  -\ 

7.(1 

valeur  plus  approchée  et  par  défaut. 
11  le  démontre  ainsi.  On  a 

n^  -]-  b ; j~-  ~\- 


la  [2(1^ [la  -\ 

2  rt  /        \  Q.a 


a'-  -h  ^' 


b 

la  [la  -\ 

la 


Il  prend  a  =  4î  ^  =  3  et  enq)loie  deux  pages  in-folio 
pour  calculer  le  tnancanieiitOy  ce  qu'on  appelh»  aujour- 

lUilUlin  ntathémalique,  t.  IV.  (Oclobro  i83S  )  10 
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d'hui  reste  des  séiics.  Calaldi  ne  niancpie  jamais  de  eal- 
culer  ces  restes  qui  sont  pour  ainsi   dire  l'àiue  de  son 
travail  et  aussi  la  partie  la  plus  laborieuse. 

Ensuite  il  remarque  aussi  que  quand  la  première  ap- 
proximation est  par  défaut^  la  seconde  est  par  excès . 

On  voit  ici  le  germe  des  approximations  Y)a.v  fractions 
continues, 

6.  (P.  57).  Il  résout  le  problème  suivant  par  l'algèbre  : 

Per  salisfare  alli  curiosi,  et  vaglii  dclle  dii^ersifà,  che 
intendono  cssa  regola  délia  cosa. 


Soit 


prenons 


N  =  23 


il 
36' 


ainsi  la  valeur  approchée  est 


—     il 
-^36' 


il 

.8 


Quel  nombre  faut-il  joindre  à  8  pour  que  Ton  ait 


il 
^36 


8 


=  x? 


Résolvant  cette  équation,  il  trouve 


""  —  6' 


ainsi  N  est  un  carré  parfait  dont  la  racine  est  4  ^'  Et  au- 
tres problèmes  du  même  genre  pour  d'autres  nombres. 


(  7à  ) 
7.    (l\  6.1.)   ïS  ^^  a^  -h  l^ '■)  il  prouve  (juc 

b 


b 


?.  «  H-  I 
csi  une  appioxiniaiioii  ])ar  excès. 

8.   (P.    70.).   Il   réduil  yiS  en   fraclioii  continue  de 

celle  manière.    La  première  valeur  par  excès  est  4  5  '1 

o 

donc  la  seconde  valeur  par  défaut  (n®  5)  sera  4  -+-  - 


«-;' 


2 
considérant  comme  une  fraction  simple,  la  troi- 

sième  valeur  par  excès  sera 

2 


8h--^ 


84- 


8 


et  ainsi  de  suite  \  ainsi  c'est  une  fraction  continue  dont  les 
numérateurs  ne  sont  pas  l'unité.  Mais  dans  ce  cas  on 
peut  l'écrire 


4+       ' 


8-+- — — 

4  "H- 
8 


I 
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Ce  proccdo  peut  se  généraliser.  Ou  a 

d'où 

h  h  ■ 


n  -\-  X 


a  -4- 


a  -h 


II   pousse   le    calcul    jusqu'à   la    cinquième   fraction,   (t 

irouve 

i-rz       ,   5oTi3ooo833 

y/i8  —  4  — - — YR T' 

209004522010 

Cataldi  sait  apprécier  riniporlance  de  son  invention, 
qui  donne  alternalivement  des  valeurs  par  excès  et  par 
défaut.  Il  la  nomme  mirahilc  proprietà  (p.  70). 

La  première  approximation  étant  4  tô  '   ^'  fionnc  pour 

valeur  plus  approchée 

4h 


33 --h 


8 


33 


8 


33 


Il  pousse  les   approximations  si  loin,    qu  il  obtient  des 
nombres  formés  de  cinr/uantc  chiffres. 

A  la  page  94  commencent  des  applications  géomélri- 
(jues  aux  triangles  rectangles,  aux  gnomons,  qui  mon- 
trent géométriquement  les  approximations  données  ci- 
dessus  par  rarithmétiquc. 

(P,  104  )   Règles  pratiques  pour  ranger  les  fantassins 


i 


(  77  ) 
en  carres.  Au  bas  de  la  pa^^c  117,  on  lil  la  phrase  finale 
Laus  Dca  scnipcr ;  cepeiulaul  rouvrage  (Oiiiinue.  A  la 
pai^e  118,  011  donne  une  niélliode  pour  extraire  la  racine 
carrée  des  nombres  mixles  sans  réduire  les  entiers  en 
{raclions. 

(P.   1.20.)  Ilègles  pour  ranger  les  hommes  en  cairé  sui 
un   terrain   de   superficie  donnée    [(juadra   di   tcrrano) 
ayant  égard  aux  distances  réglementaires  entre  les  com- 
pagnies et  les  hommes. 

(P.   i3o  jusqu'à  la  (in.)   Extraction  de  la  racine  cu- 
bicpie  d'un  nombre  entier  et  ses  applications. 

Les  calculs  et  les  discours  d'une  longueur  rebutante 
ont  nui  à  la  réputation  de  cet  ouvrage  qui  renferme  deux 
découvertes  importantes  :  les  approximations  sériaircs  cl 
les  approximations  yinvj raclions  continues .  C'est  M.  Libri 
qui  le  premier  a  fait  ressortir  le  mérite  de  Cataldi  dans 
son  Histoire  des  sciences  mathématiques  en  Italie  (t.  IV, 
p.  92^  1841)  ;  ouvrage  où  l'auteur  s(;  montre  savant  géo- 
mètre, érudit  consommé,  littérateur  éminent,  écrivain 
éloquent,  zélé  patriote,  digne  alors  du  noble  pays  qui  l'a 
vu  naître.  Les  nombreux  écrits  de  Cataldi  sont  très-rares, 
même  en  Italie.  La  P)ibliothèque  impériale  possède  trois 
volumes.  M.  Ravenel,  conservateur  des  imprimés,  a  bien 
voulu  mettre  à  ma  disposition  un  des  volumes  inscrits 
V .  72  ;  il  renferme  deux  traités,  celui  que  nous  avons  essayé 
d'analyser  et  encore  celui-ci  :   Trattato  del  quadratura 
del  cercJiio,  etc.^  55  pages  et  5  planches  -,  161 2.  Ce  sont 
une  foule  d'approximations  par  excès  et  par  défaut  5  les 
dénominateurs  des  fractions  étant  des  carrés,  il  s'en  sert 
pour  réfuter  une  quadrature  du  cercle  proposée  par  Pelle- 
grino  llorrcllo,   professeur  de  mathémali(pics  à  Rcggio 
(duché  de  Modène), 
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.lOURNAL    FUR    DIE    REINE    UND    AlVGEWANDTE     MATIIEMATIK. 

In  zwangloson  liefleii-,  als  forlzelzuiig  des  von.  A.  L. 
Crelle  gcgrùiulclen  journals,  herausgogcben  un  ter  mit- 
wirkung  des  Herrcn  Stciner,  Scliellbacli,  Kummer, 
Kronecker,  Weierstrass  \  von  C.  W.  Borchardt  mit 
tlialiger  Beforderung  liolier  koniglicher  Preussicher 
liehorden.  Funf  und  funfzigsier  Band.  Erstes  heft, 
Berlin,  i858,  Druek  und  vei lag  von  Georg  Reimer.  — 
Journal  des  mathématiques  pures  et  appliquées,  conti- 
nuation par  cahiers  libres  du  journal  fondé  par  A.  L. 
Crelle,  publié  par  C.  W  Borchardt  avec  la  collabora- 
tion de  MM.  Steiner,  Schellbach,  Kummer,  Kronec- 
ker, Weierstrass,  et  par  les  encouragements  efficaces 
de  la  haute  administration  royale  de  Prusse,  LV*^  vo- 
lume, i*^'  cahier.  Berlin,  i858,  imprimerie  et  librairie 
de  Georg.  Reimer. 

Le  premier  volume  a  paru  en  1826^  ainsi,  en  trente- 
deux  ans,  on  a  publié  54  volumes^  quelle  aciivité  dans 
la  plus  haute  région  de  rinlelligence.  Puisse  le  digne 
représentant  de  cette  région,  le  journal  du  savant  et 
lucide  géomètre  Liouville,  obtenir  aussi  en  France  les 
encouragements  efficaces  delà  haute  administration . 

CONTEJNfU   DU    PREMIER  CAHIER. 

Jacobi.  c.  g.  J.  Sur  la  substitution  [ax'^-\-ibx-{-c)y^ 
-H  2  (a'x^-^-  1  h'x-V-  c')y-^  a"a'^-\-  ih" x -{-  c''=  o, 
et  sur  la  réduction  de  ïinté^rale  ahéliennc  de  pre- 
mière classe  à  la  formule  normale  [Mémoire  posthume 
communiçtié  par  M.  F.  Riehelol). 

Cette  même  expression  peut  s'écrire  sous  cette  lormc 

( ny'^ -h  2 rt'r  4-  f^"  ) .r •  -f-  2  (  Ar' -f-  ib'r  +  h")  x 
-h  (o'-f-  o.c.'y~\-  c")  =  0, 
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d'où  l'oîi  tlcdiiit 

(  rt.r'4-  1  hx  -\-  r)  ^>  -h  a'x'-{-  ?.  b'r  -h  c'  —  y^X  , 

(  rn-^4-  i(i'y-\-  a")x  -h  hy  4-  ?•  ///-h  //'=  V^Y  , 
X  =  ^rt  V4-  2  //.r  4-  c' j'+(rtj:'4-  2  bx  +c)  {n"x->t-  2  6''ar  4-c") , 
Y  =  (  by'-^  1  //.)  4-  ^")'-(^j^4-  2rt'j-|-rt")  (rj'+  'ic' y  -c") . 

l-a  dincroiuialion  donne 

[(^/'4-  2  rt>  -h  a")  X  +  Z»^)  M-  ?.  b' y  -\-b"\  dx 
4-  [  (  rtx'4-  2  /;a'  4-  c )  j  4-  «'.r'-h  2  //.r  -|-  c'  ]  r//  =::  o , 
d'où 

'-r=-\-  -4=.  =  o; 
V/X       s/Y 

équation  aux  fonctions  elliptiques. 

Ainsi  5  si  x  et  yX  sont  simultanément  récls^  il  en  sera 
de  même  de  j^  et  v'Y^  j  et  vice  versa j  si  x  et  y/X  sont  simul- 
tanément ratioujieîs ^  il  en  sera  de  même  pour  y  et  y/Y. 
Faisons  a'=  b'=  c'=0'^  alors  on  voit  que  si  Ton  peut 
rendre  carrée  rune  des  deux  expressions 

—  {ax^-h^bx  -+■  c)  {a"x^-i-2b"x-hc")y 
(br'-hb"Y^{ar--^a"){cy^c''), 

on  peut  aussi  rendre  carrée  Z'^Mifre  expression.  Cela  cor- 
respond à  la  réduction  de  l'intégrale 


/, 


dx 


y/—  (ax^  -h2.bx-hc){  a"x''  -h  2  b" x  -\-  c"  ) 
à  la  forme 


/ 


^  (^,^>^_  6")'— (  «j' -h  a")  (cj'-4- c")  ' 


,        (  8o  ) 
que  Legcndre  obliciil  pai  la  suljstitutioii 

n"x'+  -?.  b"x  -f-  c" 
.         ax^  -\-  2  b.T  -t-  c 

et  que  l'on  déduit  aussi  de  ci-dessus  en  posant 

a'z=  b'=  c'=  o. 

Euler  n'a  considéré   que   le    cas  où  X  et  Y   sont  des 
ionctions  homologues,  c'est-à  dire  où  l'on  a 

a'z=h',      a"-c',      b"=zc'; 

c'est  Lagrange  qui  a  donné  la^foime  générale  ci-dessus 
dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Turin,  1785.  M.  Ja- 
cobi  étend  ici  la  même  méthode  de  substilulion  à  l'inté- 
grale abelienne 


/ 


\lo(.x'^-\-  [i  jc^  +  7 ^M-  o\r^  -f-  z X  -\- 'Ci X  -{- 'n 


demèmeque  pour  les  fonctions  elliptiques,  Euler  parvient 
par  des  voies  diiïérentes  à  des  formes  semblables,  savoir, 
d'abord  en  faisant  disparaître  dans  Y  les  puissances  im- 
paires ,  ou  bien  aussi  le  premier  et  le  dernier  terme ,  et 
déduit  de  là  le  théorème  sur  l'addition  des  fonction» 
elliptiques ,  Jacobi  parvient  ici  de  la  même  manière  à  une 
addition  de  fonctions  abéliennes  ainsi  exprimée 

T  =  aV  (/'—  f  Y-\-  pV  (  f—  c)  (af—  b')  -f-  r  {af—  b'}  ; 

changeant  t  en  l',  on  obtient  T'. 

11  faut  aussi  consulter  pour  la  parfaite  intelligence  de 
ce  Mémoire,  extrait  des  papiers  de  Tillustre  analyste,  h.' 


i 


(  8.  ) 
iMéiuoiicMlc  iM.  Iliclu'lol ,  dans  le  loiiic  XVI,  page  224, 
1837  :   De    iratisforDiatione,    inle^vaUam    ahcluinonuri 
priiîii  ordifiis    coinmafitaiio  ^    liavail    f|uc    Jacobi    avait 
donné  à  cxoculrr  à  son  (  (''lè])r('  rlève. 

A.  Cayley.  Sur  quelques  formules  pour  la  transforma- 
tion (les  intégrales  elliptiques  (en  français). 

TcHEDYCHEF  (Bnll.  dc  l'Académie  de  Saint-Pétersbourg, 
n"  370,  t.  XII).  Sur  les  questions  de  miiiima  qui  se 
rattachent  à  la  représentation  approximative  des 
fonctions  (en  français). 

Solution  de  ce  problème. 

Etant  donnée  une  fonction  quelconque  avec  des  para- 
mètres />>,  ,  /^2  V  •  •  î  Pn  -)  il  s'agit  par  un  cboix  convenable 
des  valeurs  /;, ,  /^j,.  .  -,  />„,  de  réduire  au  minimum  la 
limite  des  écarts  de  la  fonction  de  o  entre  x  =  —  h 
vl  X  =  h. 

ToRTOLiNi  (Annali  di  Mat.,  n^  2,  mars  et  avril  i858). 
Noui^elles  recherches  relatives  à  la  substitution  linéaire 
pour  la  réduction  des  fonctions  elliptiques  de  pre- 
mière espèce  (voir  36  et  38  du  Journal  de  Crelle  ^ 
Plana  et  Richelot). 

Le  but  de  ce  Mémoire  est  de  ramener 

dx 


i\ 


y/ A  -h  B.r  -f-  Cx-'-h  D.r3  -+-  E 1-^ 
à  la  forme 

dx 


f 


y/L-l-M.r^-HNj:'' 

sans  décomposer  l'équaiion  du  quatrième  degré  en  deiix 
facteurs  réels  du  second. 

Hullriin  muihrrttntif/uc,  i.  I\'.  (Novembre  i8jS.  )  I  i 


(  8.  ) 
BnioscHi  (François)  (Annali,  mai,  juin).  ^5"///'  les  équa- 
tions du   multiplicateur  pour  la    L ran s foii nation  des 
fon  et  ions  cllip  tiquas . 


JOURNAL    DE    CRELLE. 

Contenu  du  o."^  cahier^  t.  LV  {voir  p.  y8). 


8.  Aronsohn  (p.  97).   Théorie  des  fonctions  fioi/iogèncs 
du  troisiètne  degré  à  trois  variables. 

Soieiil 

J?i,   .7:25  .^3  j        llif  Wv,    M3  , 

deux  systèmes  de  y ariables  primitives ^ 

Xi,  X2,  X3,      Ui,  Ui,  U3 , 

deux    jiouveaux  systèmes  de   variables  corrcspondaitls  <, 
entre  lesquels  subsistent  ces  relations 


(•) 


(2) 


.r,  =  a.X,  +  ajXî  -h  a^,  X3, 
x,=  p,X.-+-p.X2  +  p3X3, 
.r3  =  7iX,  -f-  Y-Xî-hVsX^, 

Ui  =  a,  u,  -f-  p,w,  +71  /<i, 
TJ,  =  a^  /^v  -h  P2  «■,  +72  /<2, 
U3  =  OC;  «3-1-  1^?  W3  4-  7.T  «.^, 


(i)    sei a  à\l(i  substitution  primitive j 
(2)   sera  dile  substitution  transposée. 

Désignons  le  délerminant  commun  aux  deux  substi lu- 
lions  par 

désignons  encore  par 


(83) 

ck'ux  fondions  (jiii  |»a.ssi'nl  Iniu'  dans  l'anlrc  [)ar  la  snl)- 
slilnhon  i>iiniili\'c. 
JNons  noninuMons 

I.  hi\'fir/(i/i( ,  nnc  conihinaison  A  des  cocllicicnls  de /j 
<|ni  onl  avec  les  cocnicicnls  con cspondants  de  la  fonc- 
lion  /'  la  lolation 

A  =  r^  A. 

où  1  est  nn  cnlier  positif. 

II.  Coi'ciriant,  une  fonction  (p  dos  cociricicnts  de  y  et 
des  variables  X],  .Ts,  x^  (jui,  en  employant  la  substitu- 
tion j)riniitivc  (i),  a,  avee  la  fonction  (p',  formée  analoi^i- 
([uement  des  eoeffieients  et  des  trois  variables  X,,  Xj,  X3 
de  la  fonction  cp',  la  relation 

t^'  (X,,  X„  X3)  —  /•''  cp  (a:,,  .r,,  x^). 

III.  Forme  arfjoi/ife,  une  fonction  F  des  coellicients 
dey^etdes  variables  //,,  u^,  «3  qui,  par  Femploi  de  la 
substitution  f/'«/i5^05ée  (2),  a,  avee  la  fonction  P  formée 
analogiquement  avec  les  coefficients  et  les  vaiiables  U^, 
l  25  U3  delà  fonction/',  la  relation 

r  (U,,  U„  Un)  =  r"  r  (u„  «3,  ^^.0 

IV.  Forme,  intermédiaire^  soit  0  une  fonction  des  coef- 
ficients de^et  des  deux  systèmes  de  variables  x,,  .ra,  ^^3, 
u^ ,  z/2,  ^^3,  et  0'  une  fonction  formée  analogiquement^  par 
remploi  des  deux  substitutions,  avec  les  coefficients  àef 
et  les  variables  X,,  Xo,  X3,  Uj,  U2,  U3. 

Si  l'on  a  la  relation 

0'  (U,,U2,  U3;  Xi,X;,  X3)  =  r'  0  (//.,,  «:>,  «3;  ^M  -r-i^-JOz), 

alors  0  est  une  forme  intermédiaire  (*). 

Les  dénominations  (I)  et  (II)  ont  été  introduites  par 
M.  Sylvestre^  la  dénomination  (III),  par  Gauss. 

(*)  Ces  formes  srronl  expliquoes  en  iSr)r), 


(  84) 

La  quatrième  classe  n'a  pas  encore  élé  (onsidérée  jus- 
qu'ici. Son  importance  ressortira  dans  la  suite  de  ce  tra- 
vail ;  elle  forme  le  passage  de  (II)  à  (III). 

Ce  Mémoire,  de  pS  pages,  renferme  vingt-sept  beaux 
théorèmes  sur  ces  quatre  classes,  de  la  plus  haute  valeur 
analytique  et  même  géométrique  pour  les  lignes  planes 
du  troisième  ordre.  Nous  essayerons  de  les  faire  connaître 
successivement.  I-e  célèbre  analyste  s'occupe  d'une  théo- 
rie générale  des  fonctions  homogènes. 

Cayley.  Note  sur  la  composition  du  nombre  /\y  par 
rapport  aux  vingt-troisièmes  racines  de  /'unité  (en 
français). 

Soit  a  une  racine  23*^  de  l'unité^  M.  Kummer  a  dé- 
montré que  47  est  le  produit  de  onze  facteurs  complexes 
qui  se  déduisent  du  suivant  a^"-}-a*^-}-«^-f-a^^4-a^-l-a*^ 
(Journal  Liouville,  XII,  p.  208).  On  sait  par  la  théorie 
générale  qu'il  existe  un  certain  nombre  47^-^  qui  peut  se 
décomposer  en  vingt-deux  facteurs  complexes-,  quel  est 
('(î  nombre?  Il  est  naturel  de  rechercher  si 

(a"*4-a'^-f-  a'  -+-  a'^* -h  a'  H~  a"')-' 

n\'st  pas  décomposable  en  deux  facteurs^  car  alors  47^'' 
serait  un  produit  de  vingt-deux  facteurs  complexes; 
M.  Cayley  pr{)uve  que  cette  décomposition  est  impos- 
sible. 


VoiiLÀwDEii  J.-J.  Âusgleichung  der  jehier  polygononie- 
trischer  messungen.  In-S**,  55  pages. — Compensation 
des  erreurs  dans  les  mesures  polygonométriques. 

L'auteur ,  inspecteur  du  cadastre  dans  le  cercle  de 
Minden,  outre  la  méthode  précise  des  moindres  car- 
rés,   indique   deux   autres  méthodes  plus  courtes-,  dans 


(  85  ) 
l'une  on  cliangt;   convitnablcnicnl  K;s  angles  seulenienl, 
et  clans  Taulre  les  angles  el  les  côtés.  Ouviage  Irès-es- 
linié  en  AIlcMnaiine. 


Ulfers.  D.  W.  Praklischa  Anieitung  iind  tajeln  zur 
hercchniing  ron  DrciecKcn  Jiicdcrer  ordnung  unil 
polygoncn^  etc.  —  Indication  pratique  et  Tables  pour 
le  calcul  (les  triangles  d'ordre  secondaire  el  les  poly- 
gones. Coblentz,  i854- 

C'est  une  nouvelle  édition  des  Tables  de  coordonnées, 
publiées  par  l'auteur  en  i833. 

Ces  Tables  contiennent  les  produits  de  sin  a,  cosa, 
coséc  a  par  les  nombres  lo,  20,  3o,.  .  . ,  90,  pour  la  di- 
vision centésimale^  car  dans  le  midi  et  l'ouest  de  l'Alle- 
magne, on  emploie  des  instrum(;iils  géodésiques  ainsi 
divisés.  Ces  Tables  facilitent  les  calculs  trigonométriques 
et  dispensent  de  l'emploi  des  logarithmes. 


Bulletin   de  l  académie  de  Saint-Pétetisboukg  ,  i858. 
Struve  (  W).  (X\'I,  n«  383,  p.  367.) 

L'illustre  astronome  fait  le  récit  de  son  voyage  à  Paris , 

du  bon  accueil  qu'il  y  a  reçu,  et  parle  avec  enthousiasme 

•du  grand  nombre  déjeunes  astronomes  qu'il  a  rencontrés 

en    Allemagne,    pépinière   astronomique,    espoir    de   la 

science. 


GÉNÉALOGIE  DES  BERNOILLI. 

\.  Bernoulli  (Jacob),  né  dans  les  Pays-Bas  en  i583^ 
quille  Anvers  poui  échapper  aux  persécutions  du  duc 
d'Albe;  se  retire  à  Francfort. 


(86) 

Î2.  Jacob,  pelil-fils  du  piécédeiiL,  né  vcms  iSyS^  s'éta- 
blit à  Baie  en  1622;  y  meurt  en  i6v34- 

3.  Nicolas,  fils  aîné  du  précédent,  né  en  lôï^  ^  mort  en 
1708,  négociant,  membre  du  grand  conseil  de  Bàle^  a 
laissé  onze  enfants. 

4t.  Jacob  I,  cinquième  enfant  du  précédent,  né  à  Baie 
en  1654  décembre  27;,  y  meurt  en  1705  août  16;  pro- 
fesseui'  de  malliématiques  à  l'université  de  Baie  en  1687 
(célèbre), 

5.  Jean  I,  dixième  enfant  de  (3),  né  à  Baie  en  1667 
juillet  27^  mort  en  1748  janvier  1*^^;  docteur  en  méde- 
cine, professeur  de  malhémallques  à  l'université  de  Gro- 
ningue   (1695- 1705)  (célèbre). 

6.  Nicolas  I,  fils  du  huitième  enfant  de  (3),  né  en 
1687^  mort  en  1749  novembre  25^  docteur  en  droit, 
professeur  de  mathématiques  à  l'université  de  Padoue 
(1716-19),  et  ensuite  professeur  des  Instituts,  de  la  lo- 
gique, à  l'université  de  Bàle. 

7.  Nicolas  II,  lils  de  (o),  né  1695  janvier  27  (Bàle)  ^ 
mort  1726  juillet  26,  à  Sainl-Pétersbourg-,  docteur  en 
droit,  professeur  de  droit  (Bàle)  1723-1725^  de  mathé- 
matiques à  Saint-Pc'tersbourg. 

8.  Daniel  I,  second  fils  de  (5),  né  1700  janvier  29 
(Groningue)^  mort  1782  mars  17  (Bàle);  docteur  en 
médecine,  professeur  de  mathématiques,  1726-33  (Saint- 
Pétersbourg);  anatomie,  botanique,  philosophie  spécula- 
tive à  l'université  de  Bàle  (célèbre). 

9.  Jean  II,  le  plus  jeune  fils  de  (5),  né  1710  mai  18 
(Bàle),  mort  1790  (Bàle);  docteur  en  droit,  professeur 
d'éloquence  (Bàh^),  et  en  1750,  professeur  de  mathéma- 
tiques. 


(  «7  ) 

10.  .Icnii  III,  lils  (lu  piiM  cdciil,  iir  1744  novembre  4 
(Hàle),  ir.oil  iSoj  juilleL  l'S^  à  Kopiiick,  près  liciliii^ 
(lociour  (Ml  |)hil<)S()|)liic ,  licencié  en  droit,  astronome 
(lyiyy)  de  rA(adénnedc  Herlin. 

I  I,  Daniel  JJ,  (ils  de  (0),  né  i^oi  janvier  3i  (Hàlc), 
mort  1834  oetobre  21  (Bàlc)^  docteur  en  médecine,  pro- 
fesseur (rélo(|uence  à  Tuniversilé  de  lîàle. 

12.  Jaeob  JI,  lih  de  (9),  né  1759  oetobre  17  (Bâle), 
mort  1789  juillet  3  (Saint-Pétersboiirc;)  ;  noyé  en  se 
baignant  dans  la  Néwaj  professeur  de  matliématiques 
(Saint-Pétersbourg). 

13.  Chi'istopbe,  lils  tie  (11),  né  1782  mai  i5  (Baie)- 
professeur  au  Pédagogium  de  Halle  (1802),  chef  d'insti- 
tution à  Bàle  (i 806-1 7)*,  professeur  d'histoire  naturelle 
à  l'université  de  Bàle  depuis  1817. 

l-i.  Jean-Gustave,  fils  du  précédent,  né  en  181 1  (Bàle), 
auteur  d'un  Vade-niecuni  du  mécanicien. 

Rangés  par  ordre  de  naissance. 


NAISSANCE. 

MORT. 

AGE 

1 

i583 

.... 

.  , 

2 

1598 

1634 

36 

3 

i6?3 

1708 

85 

4 

1654 

1705 

5i 

5 

1667 

,748 

81 

6 

1687 

•749 

62 

7" 

1695 

1726 

3i 

0 

1700 

1782 

82 

9 

1710 

1790 

80 

10 

1744 

1807 

73 

11 

1751 

i83i 

83 

1*2 

'7% 

1789 

3o 

15 

1782 

.... 

. . 

14 

1811 

(  88) 
Ainsi,  sur  les  douze  il  y  a  huit  octogénaires,  un   sep- 
tuagénaire, un  sexagénaire,  un  quinquagénaire. 
Age  moyen,  58  ans. 


BIOGRAPHIE. 


LEONELLI  (ZbXCiiiiNï). 

Né  à  Crémone  en  1776;  étudie  l'architecture  à  Rome 
en  1792,  se  livre  de  prédilection  aux  mathématiques;  est 
à  Bordeaux  en  1800,  où  il  a  donné  pendant  quelques 
années  des  leçons  de  mathématiques  et  d'architecture. 
De  là  il  passe  à  Milan  et  publie  dans  le  Journal  de  la 
Société  d'encouragement  un  article  sur  son  supplément 
logarithmique-,  va  à  Venise  une  seconde  fois  et  s'y  marie*, 
passe  à  Strasbourg  où  il  publie  sa  théorie  d'électricité  ; 
puis  à  Carlsruhe  au  service  du  grand-duc  de  Bade;  passe 
en  Franconie,  à  Vienne  (Autriche)  et  à  Trieste,  et  finale- 
ment à  Corfou,  où  il  est  nommé  directeur  du  cabinet  de 
physique,  et  y  est  mort  le  12  octobre  1847.  ^**  i833,  il  a 
envoyé  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  des  Mémoires  : 
sur  la  chute  des  graves;  sur  la  trajectoire  des  projectiles 
terrestres;  la  cause  de  la  cessation  des  oscillations  du 
pendule;  la  force  vive;  une  correction  faite  à  la  méthode 
de  tirer  les  racines  numériques  ;  une  expression  monôme 
algébrique  entre  le  diamètre  et  la  circonférence.  Les  tables 
logarithmiques  d'additions  et  de  soustractions  lui  ont 
coûté  beaucoup  d'années  de  fatigues;  il  les  avait  confec- 
tionnées quelques  années  avant  sa  mort  et  allait  les  pu- 
blier quand  il  tomba  malade. 

Dans  la  Correspondance  de  Zach  (Gotha  1812,  vol. 
XXVI,  page  499),  Gauss  dit  :  Die  idée  dazu  liât  Leonelli 


(  «9  ) 

S(t  vie/  irh  h'/7,v  ziLcrst  aii^e^cben  ;  (lîlciii  scnic.  inr//iu//i^ 
wtir,  ciiLc  solvlic  tdjvl  fur  r<'c}umriii:^i'.tî ,  nul  i /\  <lcciina/cu 
zu  consfruira/i . 

(  (!oinmuin(iiu'   par   M.   IU.i,i  a\  i  iis  ,  |)rt)losscur  ;i  rmiivcrsilc  du   l'adoiic.) 

\  oici  ce  qu'on  Iroiivc^  sur  LcîOiH'lli  dans  les  Comp/cs 
rendus  de  l  yicdfléitiic  des  Scicnees  : 

Leonelli  (Zecchini).  —  Modificdlions  à  la  niélliode 
d'' extraction  des  racines  numériques j  t.  IV,  p.  y6i; 
l.  VII,  p.  65:^. 

—  Invention  et:  T(d)les  de  logarithmes  additionnels 
et  déduct/Jsj  I.  XJIJ,  [).  807. 

—  Note  sur  la  comète  de  mars  i^/\^  ^  L  X\  \\^  p.  i  79. 

(I^HOIIIET.  ) 


RIKLIOGRAIMIIK 


Le  style  de  prospectus  n'est  pas  une  invention  moderne. 
N'oici  un  spécimen  en  vers  qui  remonte  à  l'origine  dv 
rimprimerie. 

Kalendariuni  Johannis  de  Monte  Regio. 

Sur  le  titre ,  orné  de  vases  fleuris ,  on  lit  : 

Anrcushic  îib^r  €îit;  non  est  preciosor  ulla 

Gemma  kalendario  :  quod  docet  istud  opus 
Aureus  hic  numerus  :  lune  :  solisque  labores 

Monstrantur  facile  :  cunctacpie  signa  poli  : 
Quoique  sub  hoc  libro  terre  per  longu  regantur 

Tempera  :  (piisque  dics  :  inciisis  :  et  anniis  erit. 
Scitur  in  instanti  quecunque  sit  lioia  diei 

Hune  emat  astroiogus,  (pii  velit  esse  cito 
Hoc  Johannes  opus  regio  de  monte  Probatum 

Coinposuit  :  tota  notus  in  Italia. 

lîullf tin  mathématique,  t     IV.  (Décembre  i8^)i5.;  12 


(  90  ) 
Qiiod  Veneta  iinpressum  fuit  in  tellure  per  illas 
Inferius  quorum  nomina  picta  loco. 

1476. 

Bernardus  pictor  de  Augusta 
Petriis  Loslein  de  Langencen 
Erhardus  Ratdolt  de  Augusta. 

Calendrier  très-rare  et  imprimé  avec  luxe.  On  y  tiouve 
une  Table  de  Veuœ  sectione  per  duorltcini  zodiaci 
signa.  On  donne  encore  cette  indication  dans  des  alma- 
nachs  royaux  sous  Louis  XIV. 

Manuel  théorique  et  pratique  de  l'appLication  de  la 
méthode  des  moindres  carrés  au  calcul  des  observa- 
TIONS ^  par  M.  Bilter  (É/ie).  Paris.  i858^  in-8  de 
y  S  pages. 

Excellent  opuscule,  contenant  une  exposition  claire  de 
la  théorie  ei  des  procédés  commodes  et  instructifs  pour 
la  pratique. 

Le  chapitre  V,  consacré  à  la  résolution  des  équations 
du  premier  degré  en  nombre  plus  grand  que  celui  des  in- 
connues, doit  avoir  de  l'intérêt  pour  les  professeurs  des 
lycées. 

Au  chapitre  VIII,  on  résout  onze  équations  entre  cinq 
inconnues,  exemple  emprunté  à  Gauss.  Les  résiiliats  de 
M.  Ritter  diffèrent  dès  les  dizaines  de  ceux  de  l'illustre 
géomètre. 

La  méthode  des  moindres  carrés  est  extrêmement  ré- 
pandue en  Allemagne  et  employée  même  par  des  arpen- 
teurs. Nous  sommes  bien  loin  de  là.  Nos  levés  de  Cadastre 
méritent-ils  grande  confiance?  Jai  connu  en  1812  à 
Mayence  un  vérificateur  de  Cadastre  qui  arguait  de  faux 
tous  les  calculs  par  logarithmes.  Il  est  mort  du  typhus 
pendant  le  siège  de  celle  ville. 
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